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Europaische vs. amerikanische Optionen

Européische Optionen kdnnen nur am Ende ihrer Laufzeit ausgelbt
werden.

Dagegen kébnnen amerikanische Optionen zu jedem Zeitpunkt vor dem
Ende der Laufzeit ausgetibt werden.
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Modellannahmen ﬂ(".

Der Finanzmarkt sei arbitragefrei und vollstandig, d.h., 3' Q.

Eine amerikanische Option wird représentiert durch einen
(Ft)-adaptierten stochastischen Prozess (H;).

® Ein Auslbungszeitpunkt wird durch eine (F;)-Stoppzeit
T:Q0—{0,1,..., T} beschrieben.

m Verwendet der Kaufer der Option den Auslibungszeitpunkt 7, dann ist

-
H:(w) = Z Ht(w)1{r(w):t}
t=0

die Auszahlung der Option.
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Beispiel: Amerikanische Put-Option AT

m EsistH;= (K- S)".

® Mdglicher Ausiibungszeitpunkt T = min{t e N: §; < K} A T.
m Beachte, dass 7 eine Stoppzeit ist.

a Dannistin diesem Fall

.
He= ) (K=8)"1rp
=0

die Auszahlung des amerikanischen Puts.
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Beispiel: Bermuda-Option ﬂ("'

Bei einer Bermuda-Option hat der Kaufer das Recht, zu bestimmten
Zeitpunkten T := {t, ..., &} c{0,1,..., T} auszuiben.

Ist 7 = {T}, dann liegt eine europaische Option vor.

Ist7 ={0,1,..., T}, dann liegt eine amerikanische Option vor.

Definiert man die Wertpapierkurse aber nur auf 7, dann kann man die
Bewertung auf den amerikanischen Fall zurtckfihren.

Nicole Béuerle - Finanzmathematik WS 25/26



Preis einer amerikanischen Option

Wir definieren den Preis einer amerikanischen Option H = (H;) durch
A (H) := sup [Eg {HT] :
T BT

wobei das Supremum Uber alle Stoppzeiten T mit T < T genommen wird.
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Einschub: Stoppprobleme ﬂ("'

Sei (X;) ein (F;)-adapt. stochastischer Prozess mit [E | X;| < oo Vt € INj.

Zu lésen ist das Stoppproblem

sup [E[X¢],
<T

wobei das Supremum Uber alle (F;)-Stoppzeiten T genommen wird mit
P(t<T)=1.
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Snell-Einhiillende AT

Definition 1
Ein stochastischer Prozess (Z;), definiert durch

Zr = X,
Zt = max{Xt,]IE[ZtH ‘Ft]}, t= T—-1,..., 0,

hei3t Snell-Einhtllende von (X;).
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Eigenschaft der Snell-Einhiillenden AT

Theorem 2

Die Snell-Einhdillende (Z;) von (X;) ist ein Supermartingal und das
kleinste Supermartingal, welches (X;) dominiert, d.h. Z; > X; fir alle
t=0,1,..., T.
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Beweis ﬂ(".

Esqilt Zt > [E[Z; 4| Fi] fart =T —1,..., 0. = (Z) ist Supermgl.
Es gilt Z; > X;, also dominiert (Z;) den Prozess (X;).

Sei nun (Y;) ein weiteres Supermgl mit Y; > X;. Z.z. Y; > Z; Vt.
Ruckwartsinduktion: Fir t = T qilt Y7 > X7 = Z7.

Gilt nun Y; > Z;, so folgt,

Yio1 > B[V Fy 1]>E[Z|F; 4]
und Y;_1 > X;_1. Daher gilt
Yio1 > max{X; 1, E[Z|F 1]} = Z 4

und die Behauptung folgt. O

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Eigenschaft der Snell-Einhiillenden AT

Lemma 3
Sei t* :=inf{t > 0: Z; = X;}. Dann ist T* eine Stoppzeit, T < T und
der gestoppte Prozess (Z;x-+) ist ein Martingal.
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Beweis ﬂ(".

Wegen Zr = Xrist ™ € {0,1,..., T}. Wegen Z; > X; Vt gilt
{T*>t}:{ZO>X0}ﬂ...ﬂ{Z[>Xt}€ft, t=0,1,..., T-—1,

und daher ist T* eine Stoppzeit.
Fart < T —1qilt

Zitptynes — Zines = Vo) (Zei1 — Zb).
Nach Definition von t* gilt Z; > X; auf {t* > t}, und es folgt

Zt1 {T*>t} - IIE[Z{_'_'I |‘Ft]1{T*>t}
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Beweis ﬂ(".

Daher gilt
Zitryner — Zine = Vs (Zepr — B[ Z1| 7).
Nehme nun die bedingte Erwartung IE[-| F;| auf beiden Seiten.

E[Zp1)per — Zines | Ft] = EB[1rsgy (Zepr — E[Zp1 | F]) | F]
Tieosty E[Zp1 — [E[Zp 4| F]| F]
= Voo (E[Zp1|Ft] — E[Z 4] F])
= 0.

Daher ist IE[Z1 1)r¢+ [ Ft] = IE[Ztac+ | Ft] = Zinrs-
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Lésung Stoppproblem ﬂ("'

Theorem 4
Die Stoppzeit T = inf{t > 0 : Z; = X;} I6st das Stoppproblem, und es ist

Zy = E[Xe+] = sup [E[X¢].

<T
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Beweis ﬂ(".

Da der Prozess (Z;x++) ein Martingal ist, gilt
2y = Zope = E[Zrpe] = E[Zr] = E[Xr+].
FUr eine beliebige Stoppzeit T gilt dann
2y = Zopnr 2 E[Zrp] = E[Z] > E[X{].

Damit folgt die Behauptung. O
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Preis einer amerikanischen Option ﬂ("'

Theorem 5
Sei (Z;) die Snell-Einhdillende von (H;B; ') und

r*:inf{tzo:zt:g:}.

Dann ist der Preis einer amerikanischen Option gegeben durch

7TA(H) = Zo = sup ]]EQ |:HT:|
<T B:

und T ist ein optimaler Ausibungszeitpunkt, d.h.

H-—-« H.
Fo [B;] = s Fo [Bj'

<T
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Beispiel

Sei T = 2, B verzinst mit r = 5% und die Aktie gegeben durch

B0
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Beispiel ﬂ(".

Das hier eindeutige &quivalente Martingalmaf Q ist gegeben durch

5 31 17
q(uy) = 5 Q(U2|U1)=@: q(uz|dy) = 20"

Betrachte H; = (21 — S;)*. Bestimmung der Snell-Einhillenden:
Sei T =2:

Zy(uy, p) = 0, Z>(Uq, Op) = (2?)
Zo(dy up) = 3~(§)2, Zo(dchy, do) = 11 - (2?)
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Beispiel ﬂ(".

Far T = 1 ergibt sich:
Zi(u) = max{0, q(uo|u1)Za(uy, U2) + q(d|uy)Zo(uq, Oo)}

=~ rmdo 042 20\?| 580
IR R R Y ~ 1323

Zi(dh) = mox{5: 52 queleh)Za(ch, ) + ekl Zoch, )

_ maxd 100 (5183 20\*| _ 100
- MY 721 (20 T20) "\ 21 T 21
SchlieBlich fiir t = 0

B 5 580 1 100) 4600  ,
% = max{1'6'1323+6'21}‘3969‘”“’”'

Optimaler Ausiibungszeitpunkt: 7 (w) = 1, fir w € {(d, u), (d,d)}
™ (w) = 2 sonst.
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Amerikanische Call-Option AT
Hier ist H; = (St — K)* und K > 0. Damit folgt dann

Ao (G-a) R
K

9g(x) = (x— W) ist konvex. Da (S;) ein Q-Martingal ist, folgt

H = = H

gt 9(81)=9 (Bo[St11]F1]) <Bqglg(Sei1)|Ft] = {B;’Lj ‘]:t] :
Daher ist (HtB‘1) ein Submartingal unter Q. Mit OST folgt:

Hy H. Hy
5 <o g |71| = Mo 5| <o ||

T

o] w2
<T BT

d.h., die amer. Call-Option wird erst am Ende der Laufzeit ausgelbt.

und
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Preis einer amer. Option zur Zeit ¢ ﬂ("'

IF__[Jr den Preis nf‘(H) zur Zeit t missen wir folgendes Stoppproblem
osen:

A Hr
i (H) := Bt sup [Eg | =
t( ) ttSTﬁpT Q |:B’r

7.

Nach Konstruktion der Snell-Einhiillenden (Z;) gilt: 7 (H) = BiZ.
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Ein Spezialfall (vgl. Call) AT

Lemma 6
Ist (H,Bf1) ein Q-Submartingal, dann gilt

i (H) = mt(Hr)

und t = T ist ein optimaler Ausiibungszeitpunkt.
Dabei ist rt;(Ht) der Preis der europdischen Option Hr zur Zeit t.
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Beweis ﬂ(".

w Ist (H;B; ") ein Q-Submartingal, so gilt fur t = 0,1, ..., T

H;

Hy Hy
Et < HEQ BT‘]:{| = Ht < Bt]]EQ |:B7"]:t:| =: nt(HT)-
w Also ist ”f(HT> > ffirt=01,...,T.

m Da (m(HT) A 1) ein Q-Martingal ist und wegen den Eigenschaften
der Snell-Einhillende (Z;), giltfart =0, 1,..., T

¢ (Hr)
B;

Z <

a = 7T;4(H) = BiZ; < ﬂt(HT).
w Da nif(H) > m;(Hr) immer gilt, folgt die Behauptung.
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Preisungleichungen ﬂ(".

Sei C{‘ der Preis einer amer. Call-Option mit Basispreis K zur Zeit t
und P;“ der Preis einer amer. Put-Option mit Basispreis K zur Zeit t.

Lemma 7
Dann gilt die folgende Ungleichung:

Si—K<Cl-PA< S — K-
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Beweis ﬂ(".

Sei CtE Preis einer europ. Call-Option mit Basispreis K z. Zt. t. Es gilt

— +
CA+K=CE+K=5BEq [LT uSn

Br gt}ﬁ]

Weiter haben wir
_ +
(Sr-K* K _ K
Br B: — B
—_ Kt _ K\t
(Sr—K)* K o (Sr—K" K S1
Bt B; Br Br — Br
Fuir eine beliebige Stoppzeit t mit t < v < T gilt:
(St—K)™ K K
A= )y >
Eq | B, Bt‘fT} = B

[(ST—K)Jr n K

5 a7 = Elglrlzg

IEq ~ B
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Beweis ﬂ(".

Somit
Eq | B ‘FT}”“X{B BT} B, +BT
Damit folgt:
I (St —K)*
—(K_ ST) ST
> BtIEg _7& B. -7:1}
K—8;)
= BtﬂEQ _7< ’th} + St

Also C/ + K > PA + S;.
2. Ungl. gilt mit Put-Call-Paritét, da C/f — PA < CF — PE = S, — Kgt. [
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Bewertung amerikanischer Optionen im
Cox-Ross-Rubinstein-Modell
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Bewertung amer. Optionen im CRR-Modell AT
Betrachte Spezialfall H; = h(S;). Snell-Einhillenden von (HtBt_1):

h(Sr) _ h(Sr)

Zr = By ~(1+n7 =: Zr(S7),
Zr 4 = max{h(iT__11) , IIEQ[ZT]]-"T,1]}
= max{m . Eq[Z7(St-1 YT>|]:T—1]}

= max {m aZr(Stqu) +(1-9)Z7r (St d)} =:Z71(S14)

Z; : max{m . 9211 (Seu) + (1= q)ZT-H(Sfd)} = Z(St).

Zy = max{h(So) . GZ1(Sot) + (1 — 6)Z1(Sod)).
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Bewertung amer. Optionen im CRR-Modell ﬂ(“‘

Wir schreiben Z;(S;), da Z; von der Realisierung w nur Uber S; abhangt.

Praktisch ist es, die Rekursion gleich so durchzufiihren, dass damit der
Preisprozess der Option

mf(H) = BiZe = (14 1)'Z(St) =: pr(S)

berechnet wird.
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Bewertung amer. Optionen im CRR-Modell ﬂ(“‘

pr(St) = h(St),

pt(St) = max{h(St)

Po(So) = max {h(So),

Nicole Béuerle - Finanzmathematik
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1
14r

<qpt+1 (Stu) + (1 — q)pi1 (Std)) }

(ap1(Sou) + (1 - @)1 (Sod) ) } = TA(H).
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Hedging von amerikanischen Optionen
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Hedging von amerikanischen Optionen AT

Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ hei3t Hedging-Strategie
(aus Sicht des Verkaufers) flr eine amerikanische Option (H;), falls gilt:

VP >H, t=01,..., T

Theorem 8
Sei (Hy) eine amer. Option. Dann gibt es eine Hedging-Strategie ¢ mit

H.
V§ = n(H) = supEq {BT] =2,
T T

wobei (Z;) die Snell-Einhiillende von (H;B; ') ist.
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Beweis ﬂ(".

m Die Snell-Einhillende (Z;) ist ein Q-Supermartingal.

a Mit der Doob’schen Zerlegung folgt Z; = M; + A; wobei (M;) ein
Q-Martingal ist und (A;) mit Ay = 0 ein fallender Prozess.

m Insbesondere gilt A 1 <A< ... <A <Ag=0.
m Da der Markt vollstandig ist, ¢ mit V¢ = MyBr und

v v
&:ﬂhggﬂﬂ = Eq[Mr|F] =M, t=01,..,T.
m Firallet=0,1,..., T qilt also

H
W:&Mz&az&é:m.

m Insbesondere ist der Preis der Hedging-Strategie ¢
Ve =My=My+Ay=2. [
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Hedging von amerikanischen Optionen

Ist ¢ eine beliebige selbstfinanzierende Hedging-Stategie flr (H;), so gilt,
¢
dass ( ) ein Q-Martingal m|t |st und damit Z; < Vt Vit.

Insgesamt folgt

A (H) = inf{ V{ : g ist eine selbstfinanzierende Hedging-Strategie fiir (Hj)}.
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Begriindung des Preises ﬂ("'

Annahme: 74(H) > sup, [Eq [g’—ﬂ

m Verkaufe die Option zum Preis 74 (H).
® Realisiere mit sup, IEq {E’H eine Hedging-Strategie fir (H;).
w Risikoloser Gewinn: 74(H) — sup, EEq [H-B; '] > 0.
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Begrindung des Preises

Annahme: 74(H) < sup,<7Eq [BJ} = 3% mit 7A(H) < Eq [%}

Aktion zur Zeitt =0

Auszahlung zur Zeit

t=0,1,..., T t=T
Kaufe die Option und lbe mit 7 aus | Hilz—p
Verkaufe T+1 Optionen mit Hilz_pn | —Hilz—py

Kaufe IEq [%} — A(H) risikol. WP

oo ] 401)

Gesamt: 0
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Was passiert bei 774(H) = Z,? A“(IT

Bei m4(H) = Z, ist keine Arbitrage mdglich (falls optimal ausgetibt wird)!
Ann. der Verkdufer hat eine Handelsstragtegie ¢ mit Vg’ = Zy und

VY > H,

fur alle Stoppzeiten T < T. Da (%;) ein Q-Martingal ist, gilt:

o) - - 2> xo[ ]

fir alle Stoppzeiten T < T, und Gleichheit gilt, falls T = t*.
Also VY. — He- > 0 und Bq [ VY. — He:| = 0 = VY. = He und bei
optimaler Auslbung des Kaufers bleibt kein Gewinn.
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Hedging von amerikanischen Optionen AT

Unter optimaler Austibung folgt flr die Hedging-Strategie ¢

P
Vt

5 =% bzw. VY = Bizy = nf\(H), furt<t*,
t

da (Z;) bis zur Zeit ™ ein Q-Martingal ist.

D.h. solange noch nicht ausgetbt wurde, muss (wie im Fall einer
europaischen Option) der Zahlungsanspruch H B;J repliziert werden.
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Beispiel (Hedging)

Sei T = 2, B verzinst mit r = 5% und die Aktie gegeben durch

B0
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Beispiel (Hedging) ﬂ(“.

Wir bestimmen eine Hedging-Strategie ¢ fur (H;) = ((21 — S¢)™) bis 7*.
Betrachte also nur den oberen Teilbaum.
Es muss gelten: V" = f(H). Bestimme also p; := BiZ; = i (H):

po(uy,ue) = 0, p2(uy, do) =1

29

pi(ur) = &= pildi) =5

Wir bekommen somit als erstes Gleichungssystem

pa(uy, to) = aq(uy)Sa(uy, Up) + B1(uq)Bo,
p2(uy, o) = aq(uy)Sa(uy, d2) + B1(uq)Bo.

Als Lésung erhalten wir

_ pa(ug up) —po(uy,dp) 1 _ 5200
wlth) = Sa(uy, Uz) — Sa(uy, do) 6’ Pr(t)

6 ~ 1323
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Beispiel (Hedging) ﬂ(“.

Beachte, dass fir diese Lésung auch gilt:
a1(u1)S(ur) + B1(ur)By = pr(uy).
Zur Zeit t = 0 erhalten wir

pi1(u1) = aoSi(u1) + PoBi,
pi(di) = agSi(di)+ Bobi
mit Lésung

_ pilw) —pi(d) _ 143 64660
% = (a8 (d) 189’ P~ 3ge9
u)

Insgesamt ist (ag, a1(u)), (Bo, B1(u)) die gesuchte Hedging-Strategie bis
zur Austibung der amerikanischen Put-Option.
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Hedging amerikanischer Optionen im AT
CRR-Modell

® Wir betrachten das CRR-Modell und den Spezialfall H; = h(S;).
m Der Preisprozesses sei (p;).

m Wir wollen nun eine Hedging-Strategie ¢ = («, B) flir (H;) bestimmen
mit V§ = Zy. Seifirt=0,1,..., T —1:

Pr+1(USt) — pry1(dSt)
(u—d)S;

(9ee1(uS) + (1 = Q)prs1(dS)) ).

¢ = pi(St) — "

@ Beachte: ¢; > 0.
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Hedging amerikanischer Optionen im AT
CRR-Modell

m Interpretation: (x;) = Investitionsstrategie in das risikobehaftete
Wertpapier.

(ct) = Konsumstrategie,

Vermdgensprozess (V;):

Vo := po(So) = 2
Virr = aSpr+ (1 + 1) (Ve — ¢t — arSy).

Sei " :=min{t < T : p:(S;) = h(S;)} der optimale Auslibungszeitpkt.
Dann gilt fir t < t*, dass ¢; = 0, und V; ist das Vermdgen der
Strategie («a;) zur Zeit t.
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Hedging amerikanischer Optionen im AT
CRR-Modell

Theorem 9

Esgilt Vi = p:(St) fart=10,1,..., T, d.h., (a;) ist eine Hedging-Strategie
fir die amerikanische Option (mit Konsummdglichkeit bei nicht-optimaler
Auslbung).
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Beweis ﬂ(".

Induktion nach t. t = O ist klar. Jetzt: t ~ t + 1:
Vier = @S +(1+1r) (Ve — ¢t — atSt)
1
= S +(1+ f)(m(qpm (uSt) + (1 — q)pr1(dSy)) — “r3t>

= af(Sty1 = (1+1)St) + qpr1(uSt) + (1 — q)pr+1(dSt)

= Bl (u?;)_p(;+)1 (050) (Yerr—=(147)) + a1 (uSH)H(1-q) pr+1(dSt)
Yiri—(1+r) 1+r—-d
= prar(us)( mu_(d s u—d )+

+Pit+1 (dst)(u _u(j Z r Yt+1u— (L+ r))

d Y,
= Pr (USt)i + Prt1 (dst)itﬂ
d d

= pr+1(St+1). O
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Mégliche Falle AT

Austiibung Hier ist V; = p:(S¢) > h(S;) und ¢; = 0.

vor T* Der Verkaufer behalt den Gewinn V; — h(S;).

Ausiibung Hier ist Vix = pr+(Sy+) = h(Sy+).

Zu t* Das Anlagevermdgen reicht genau, um den Kaufer
auszuzahlen. Es bleibt kein Gewinn.

Austibung Hier kann ¢~ > 0 konsumiert werden, und es

nach startet ein neues Stoppproblem
mit weiteren Gewinnmdglichkeiten fir den Verk&ufer.
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Put-Option im CRR-Modell

Lemma 10
Fir den Preis p:(S;) einer Put-Option gilt:

a) X — py(x) + x ist nicht-fallend fir t = 0, .. ., T,
b) t+— pt(x) ist nicht-wachsend fiir x > 0.
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Beweis ﬂ(".

Induktion nach t. Zu beachten ist, dass p; > 0.
a) Furt =T gilt
K, x<K

pr(x)+x = (K—x)" +x= {X, K< x.

Induktionsschritt: t +1 ~ t:
1
pix) = max{K =X, 3= (aPsr () + (1 = Qe (db)) }.
Also erhalten wir

pix)+x = max{K, x+%+r(qpf+1<ux>+<1 — q)prs1(ax)) |

= max{K (Q(pt+1(ux)+UX)+<1—q)(pt+1(dX)+dX))}

L
"14r
wegen

’
m(qU—FU -q)d) =1.
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Beweis ﬂ(".

b) Fir Tund T — 1 gilt:
pr(x) = (K—x)*
< max { (K= %), - (@pr(w) + (1 - @)pr(an) } = pr+(x).

Induktionsschritt: t, t +1~t—1, ¢

pux) = mac{(K=x)*, (@ (00 + (1= Qo () |
< max{(K=x)" g (apdwx) + (1= q)pi(ax) ) | = prs (x).
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Put-Option im CRR-Modell AT

Es ist optimal auszutben, wenn gilt:

’
K=x+ s (qPt1(ux) + (1 — q)pr1(dx)) .

Da der zweite Ausdruck aber nicht-fallend in x ist, kdnnen wir

N 1
Xt = max {X > 0:x+ Trr (qpr41(ux) + (1 — )P4 (dx)) < K}

definieren und erhalten fir den optimalen AuslUbungszeitpunkt

™ = min{te{01,..., T}:pi(St) =(K—=8)"}
= min{te{0,1,..., TS <x{}AT.

Wegen der Eigenschaft b) gilt x; < xi <--- < x7:= K.

Nicole Béuerle - Finanzmathematik WS 25/26



