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9. Praferenzen
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9.1 Voriiberlegung ﬂ(".

Betrachte ein arbitragefreies CRR-Modell mit T = 1.
Das Anfangsvermégen sei x > 0.
Wir l6sen

max EV! st VI=x
¢ sf. Handelsstrategie.

Es gilt: V{ = By (VJ +a0(% —S0)) = Bixo +a(St — SoBy).

Also: IE Vf = B1X0 +¢X080(Up+ d(1 — p) — (1 + r))

Ist up+ d(1 — p) > (1 +r), so wahlen wir aq beliebig grof3.
Ist up +d(1 —p) < (1+ r), so wahlen wir aq beliebig klein.
= Kriterium ist also nicht sinnvoll.
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9.2 Erwarteter Nutzen
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Praferenzrelation

Betrachte Lotterien L mit endlich vielen Auszahlungen xq, ..., Xn € R
und den zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten py, ..., pn.
Schreibweise: L = (Xq,..., Xn; P1,.--,Pn)-

Statt L = (xq; 1) schreiben wir auch nur x;.

Finde eine Préferenzrelation ~ auf der Menge der Lotterien, die
folgenden Axiome erflillt:
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Axiome ﬂ(".

m Axiom 1: Vergleichbarkeit. Fur alle x;, x; € R gilt:
Xi =X & X >X
Xj ~Xji < X= X/
m Axiom 2: Monotonie. Sei Ly = (x1,X2; p,1 —p), Lo = (X1, X2; 9,1 — Q).

X1 >Xound p > q < Ly - L.

w Axiom 3: Transitivitat.
Ly = Lo, Lo >~ Lg= L > Ls.
L1 ~ L2,L2NL3 :>L1 ~ L3.

m Axiom 4: Stetigkeit.

Xy = Xo > X3 = E|U(X2) c [0, 1] mit L = (X1,X3; U(Xg),1 — U(Xg)) ~ Xo.
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Axiome ﬂ(".

®m Axiom 5: Austauschbarkeit. Sei Ly = (X1, X2, X3; P1, P2, P3)-
Xo ~ Lp = (X1, X3;q1, G2) = Ly ~ (X1, L2, X3; p1, P2, P3)
m Axiom 6: Zerlegbarkeit. Sei L; = (X1, X2; pi, 1 — pj) i = 1,2 und
L= (L4, Ly; p, 1 — p), dann gilt:

L~ L(x1, x2;pp1 + (1 — p)p2, (1 — p1) + (1 —p)(1 — p2)).

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Von-Neumann-Morgenstern-Reprisentation AT

Theorem 1

Ein Investor akzeptiere die Axiome 1-6. Angenommen, es gibt zwei
Lotterien Ly = (xq, ..., Xn; P, - - -, pn) und Ly = (xq,..., Xn, Q.- -, an).
Dann gibt es eine wachsende Funktion U, sodass

n

n
Li-L < Y Uxpi>) UKx)g.
i= i=
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Beweis ﬂ(".

m SeioBdA x1 <x <...<Xp.

m Stetigkeitsaxiom: Fiir i 3U(x;) mit x; ~ L; = (x1, Xn; 1 — U(X;), U(x;)).

m Offenbar gilt U(xq) = 0und U(xp) = 1.

® Monotonie: = 0 < U(x;) < 1, und U(x;) ist wachsend in i.

m Austauschaxiom und Transitivitét: ersetze x; durch L;, Vi. Fir die so
erhaltene Lotterie gilt ~ L4

w Zerlegbarkeit: Ly ~ L(x1, Xn, L7 q pi(1 — U(x;), L1 piU(X;)).

w Zerlegbarkeit: Ly ~ L(x1, Xn, Liiq gi(1 — U(x;), L1 qiU(x;)).

® Monotonieaxiom:

n n
Li=L & Y pU) > qU(x).
i i=
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Von-Neumann-Morgenstern-Reprasentation

a Die Funktion U spiegelt also die Préferenz des Investors wider.
m Sie liefert eine numerische Reprasentation der Praferenzrelation >
durch den Wert Y7, p;U(x;).

m Dieser kann als Erwartungswert der Auszahlungen (gewichtet mit U)
interpretiert werden.

m Man bezeichnet U auch als Von-Neumann-Morgenstern-Représen-
tation der Praferenzrelation.
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Allgemeineres Modell ﬂ(".

Jetzt: Auszahlung ist durch ein beliebiges W'maB i auf S C R gegeben.
S ist eine zusammenhéangende Borel’'sche Teilmenge von R.

P sei eine Menge von W'mafen auf S, mit:

m Firalle y € P gilt: m(u) := [ xu(dx) € R.
m iy € Pfiralle x € S, wobei 6y das Dirac-Maf im Punkt x ist.

a Die Menge P ist konvex, d.h u,v € P und
ael01] = ap+(1—a)yveP.
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Risikoaversion

Definition 2
Eine Praferenzrelation - auf P heif3t risikoavers, falls 6, > p fur alle

ue P mlt‘u 75 ‘Sm(y)-
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Theorem 3
Eine Préferenzrelation - auf P mit Von-Neumann-Morgenstern- Repréa-
sentation U(u) := [ U(x)u(dx) ist risikoavers < U ist streng konkav.
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Beweis ﬂ(".

m Nach Voraussetzung ist

u=-v & U(p)>U®) /U(s ds)>/U(s (ds).

® " =" Sei > risikoavers und x, y € S mit x # y.Dann gilt fir « € (0, 1)

506X+(1*1X)y - DC(SX + (1 - (X)(Sy

@ Daher U(ax + (1 —a)y) > alU(x) + (1 —a)U(y).Da x # y und
a € (0,1) beliebig war, ist U streng konkav.
@ " <" Seinun U streng konkav. Es folgt

UBmn) = U(/xy dx /U =U(u),
wobei die Gleichheit nur dann gilt, falls y = &, O
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Nutzenfunktion

Definition 4
Eine Funktion U : S — IR heiB3t Nutzenfunktion, falls sie streng
wachsend, streng konkav und stetig auf S ist.

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Bemerkung ﬂ(".

m Eine konkave Funktion U : S — R ist im Innern von S immer stetig.

m Fir zwei Nutzenfunktionen Uy, Us und Konstanten a4 > 0, a» > 0 ist
U = a4 Uy + aoUs wieder eine Nutzenfunktion.

a Der Wert der Nutzenfunktion selbst ist nicht relevant.
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Beispiele

Typische Nutzenfunktionen sind:

a) U(x) = —exp(—yx), x € S:= R, wobei v > 0.
b) U(x) = £ wobeiy < 1,7 # 0und S := (0, o).

c) U(x) = log(x) mit S:= (0, c0).
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Sicherheitsiquivalent und Risikopramie AT

Sei U eine Nutzenfunktion.

Definition 5

a) Das Sicherheitsdquivalent c(u) einer Lotterie u € P ist gegeben durch

Uc(n)) :/Udu, dh. c(u)=U" </Udy>.

b) Die Risikoprédmie von u ist definiert als
p(p) := m(u) —c(p).

Da U(m()) = U(Om(,)) = U(p) = U(c(u)) gilt ¢(u) < m(u) und
c(u) < m(p) < p # Om).
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Arrow-Pratt-Risikoaversionskoeffizient AT
Sei U € C?(S), Z ein Risiko und x > 0 gegeben. Sei p(x, Z) so, dass
Ux+IEZ-p(x,2)) =E[UXx+2Z)].
Sei jetzt IE Z = 0 und Var(Z) = . Taylor-Entwicklung liefert:
U(x —p) = U(x) = pU'(x) + O(p?),
auf der rechten Seite:
2
E[U(x+2Z))=E [U(X )+ZU’(X)+ U”(x)+0(z3)] U(x)+%U”(x)—|—o(02).
Setzen wir nun die beiden Ausdrucke gleich, erhalten wir fir die Pramie
p(x,2) = %#A(x) + o(02),
wobei
*UII(X)
U'(x)
den absoluten Arrow-Pratt-Risikoaversionskoeffizienten bezeichnet.

A(x) =
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Falls A(x) konstant ist, dann wird U als CARA-Nutzenfunktion
(constant absolute risk aversion) bezeichnet. Ein Beispiel ist
Ux)=—e"™,v>0.

b) Es gilt: A(x) ist nicht-negativ wegen der Konkavitdt und strengen
Monotonie von U.
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Relative Risikoaversion ﬂ(".

Sei jetzt p(x, Z) eine proportionale Risikopramie, d.h.:
E[U(xZ)] = U(EE[xZ] — xp(x, Z)).
Geht man wie oben vor, so folgt
P(x.Z) = J0PR(X) +0(c?),

wobei R(x) := xA(x) den relativen Arrow-Pratt Risikoaversions-
koeffizienten bezeichnet.

Nicole Béuerle - Finanzmathematik WS 25/26



22

Bemerkung ﬂ(".

Falls R(x) konstant ist, dann hei3t U CRRA-Nutzenfunktion (constant
relative risk aversion). Beispiele sind die log-und Potenz-Nutzenfunktion.
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HARA-Nutzenfunktion AT

Definition 6
Eine Nutzenfunktion U : S — R heif3t HARA-Nutzenfunktion (hyperbolic
absolut risk aversion), falls U € C?(IR) und fiir Konstanten a, b gilt

_=U'(x) A
Alx) = U (x) _ax+b>o'
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9.3 Stochastische Dominanz
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Stochastischen Dominanz erster Ordnung AT

Im Folgenden sei S = R.

Definition 7
Seien p, v € P. Dann dominiert u das Maf3 v im Sinne der stochasti-
schen Dominanz erster Ordnung, falls gilt:

/fdy > /fdv

fir alle wachsenden Funktionen f : S — R, firr die die Erwartungswerte
existieren. Bez. u = ggp v (FSD=first order stochastic dominance).
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Quantilfunktion ﬂ(".

Definition 8
a) Die Funktion

F () :=inf{x e R: F(x) >a}, ac(0,1)

wird Quantilfunktion der Verteilungsfunktion F genannt.
b) SeiA € (0,1). Dann heif3t g € R ein A-Quantil von F, falls gilt:

F(g)>A und F(g—) <A,

wobei F(q—) der linksseitige Grenzwert von F an der Stelle g ist.
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Eigenschaften Quantilfunktion AT

Lemma 9

Sei F eine Verteilungsfunktion mit Quantilfunktion F~'. Dann gilt:
a) F~' ist wachsend und linksseitig stetig.

b) F ist stetig < F~ ist streng wachsend.

c) Fx)>y<ex>F ' (y) firxeR,yc (0,1).

d) F stetig= F(F~'(x)) = x firx € R.
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Lemma 10

Sei X eine ZV mit Verteilungsfunktion F und Quantilfunktion F~'. Weiter
sei U ~ U(0,1). Dann gilt:

a) P(F'(U) < x) = F(x),x €R, d.h., F1(U)
b) Ist F stetig, dannist F(X) ~ U(0,1).

9 x.
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Charakterisierung von FSD

Es seien F,(x), F,(x) die Verteilungsfunktionen von y, v und
F, (), F, ' (t) die Quantilfunktionen.

Theorem 11

Ftir u,v € P sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) W ZFsp V-

b) Fu(x) < Fy(x) fir alle x € R.

) F,
c) F,1(t) > F, (1) faralle t € (0,1).
)

d Es existieren ZV X und Y auf (Q), G, P) mit Verteilungen p und v,

sodass X > Y P-fs. gilt.
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Beweis

a)=b)
b) = ¢)

c) = d)

d) = a)

Betrachte ft(x) = 11 .0 (). f ist nicht-fallend, und es gilt
[ fr(x)u(dx) = pu((t,00)) =1—Fyu(t).
Fu(x) § Fu(x) furalle x e R = F, ' (t) > F,'(t) fir alle

€ (0,1).
Wir wéhlen Q = (0,1), G = B(g 4y und IP = A das
Lebesgue-MaB auf (0, 1). Sei U(w) = w. Dann erfillen
X =F,/(U)yund Y = F; ' (U) die Bedingungen aus d)
(siehe letztes Lemma).
Fur jede nicht-fallende Fkt. f : S — R gilt: f(X) > f(Y). Mit
[ f(x)u(dx) = IE[f(X)] folgt die Behauptung. O
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Bemerkungen ﬂ(".

31

Es ist offensichtlich, dass > ggp eine partielle Ordnung auf P bildet.
Die Menge aller wachsenden Funktionen in der Definition kann ersetzt
werden durch die Menge aller beschrankten, wachsenden, stetigen
Funktionen.

Schreibweise: X ~rsp Y fur ZV X und Y, wenn UX ZFsD Hy-
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Beispiel ﬂ(".

Betrachte 1 = N(a,0?) und v = N(b,¢?). Dann gilt 4 =fgp v genau
dann, wenn

fir alle x € R gilt, wobei ® die Verteilungsfunktion von N(0, 1) ist. Die
Ungleichung oben ist offenbar genau dann erfullt, wenn a > b ist.
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Stochastischen Dominanz zweiter Ordnung AT

Definition 12
Seien u,v € P. Dann dominiert 4 das Maf3 v im Sinne der stochasti-
schen Dominanz zweiter Ordnung, falls gilt:

/ Udy > / Udv,

far alle Nutzenfunktionen U fir die die Erwartungswerte existieren. Wir
schreiben dafir y =ggp v.

> ssp ist eine partielle Ordung.
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Charakterisierung von SSD ﬂ("'

Theorem 13

Ftir beliebige u,v € P sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) pzsspv-

b) [ fdu > [ fdv fir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.
c) Firallec € R gilt [(c—x)Tu(dx) < [(c—x)tv(dx).

d) Fur die Verteilungsfunktionen F, und F, von u, v gilt:

c c
/ Fﬂ(x)dxg/ F,(x)dx, ce€R.

e) Fur die Quantilfunktionen F,;" und F;"! von p,v gilt:

t t
/(JF;71(S)dSZ/(J F'(s)ds, 0<t<i.
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Beweis ﬂ(".

a) = b) : Sei U eine Nutzenfunktion, fir die [ Updu und [ Updv endlich
sind, etwa
[ x—ez+1, fallsx <0,
Uo(x) := { VX1 -1, fallsx > 0.

Sei nun f eine konkave und wachsende Funktion und n € IN. Dann ist

n—1
n

00 =" ix + %Uo(x)

eine Nutzenfunktion. Daher gilt

[ 1= Jim [ o> lim [ fotv = [ s,

und die Behauptung ist gezeigt.
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Beweis ﬂ(".

b) = c¢) : Die Funktion f(x) := —(c — x)™ ist konkav und wachsend.

¢) < d) : Mit dem Satz von Fubini gilt:

[ Ry = [ /(_Oo'y]y(dz)dy: [ [ tezyzqavn(az)
= [ le=2)*ule)

woraus die Behauptung folgt.
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Beweis ﬂ(".

c¢) = e) : Sei z, ein t-Quantil von F,. Dann gilt:

t F.(z ) Fu(zy)
1 o H\“p . HA\“p 1
/0 F, (s)ds = / ~1(s)ds /t F, ' (s)ds

= /F {S<F( )}dS—Z‘M(F‘u(Zy)—t),

Weiter gilt fir U ~ U(0,1), dass X, := F, '(U) ~ F,
AuBerdem gilt s < F,(z,) < F, ' (s) < z,. Also erhalten wir

t
/0 F,f(s)ds = E [X#1{X,4§zy}] = zu(Fu(z) = 1)

= —(]]E [—Xu1{xygz,4}] +z,Fu(2y) —z;,t)
= —E[(z—X)"] + 2zt
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Beweis ﬂ(".

Nach Voraussetzung gilt Ve € R und t € (0, 1]
—E[(c—X,)"]+ct>—-TE[(c—X)"] +ct.
Betrachte
flc):==—TE[(c—X,)"] +ct=— /Coo Fu(x)dx + ct

fir ¢ € R und festes t.
1. Fall: ¢ > z,. Hier gilt

(o]
f(z,) — f(c) = / Fu(x)dx + H(z, — ) > t(c— 2,) — t(c — 2,) = 0.
Zu
2. Fall: ¢ < z,,. Hier gilt

H(z,) — F(c) = — /CZ“ Fu(x)dx + t(z, —€) > (t— Fu(z4—)) (24 — ) > 0.

Die Ungleichungen sind strikt, sobald ¢ kein t-Quantil von F,, ist.
Die Funktion f hat also bei ¢ = z, eine globale Maximumstelle.
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Beweis ﬂ(".
Es folgt:
t
/<JF;I1(s)ds = ~E[(z-X)"]+zt>-E[(z, - X)"] +at
t
> —E[@-X%)+at= [ F(9)ds
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Beweis ﬂ(".

e) = c) : Sei ¢ € R gegeben. Wéahle nun ¢ so, dass c ein t-Quantil von
F, ist. Dann folgt nach dem vorigen Teil aus

/(;t F.l(s)ds > /(;t F,;(s)ds,

dass
~E[(c—X,) ] +ct = —E[(z.— X)) ]+ zut
> _]IE[(ZV_XV +:|+ZV
> —E[(c—X,)"]+ct.
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Beweis ﬂ(".

c) = a) : Sei f streng wachsend und streng konkav.
Dann 3(fy) | f mit f,(x) := min{0, hy(x), ..., hn(x)}. Somit

= - ; in(Bin — X)+

mit geeigneten Konstanten «;, > 0, B, € R. Es folgt:

fn(X)pu(dx) = — 2”‘"7 (Bin = x)" p(dx)
/ /
- Z“m/(ﬁm ) /fn(X) (dX)

und mit monotoner Konvergenz die Behauptung.

2. Fall: limy_,0 f(x) = ¢ € R. Betrachte f — c.

3. Fall: limy— f(X) = o0. Betrachte f,(x) = min{f(x), n}. Mit n — co und
monotoner Konvergenz folgt dann die Behauptung. OJ

v
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Seiu =ggp v. Wahle f(x) = x als wachsende, konkave Funktion.
Dann folgt m(u) > m(v).

b) Offenbar gilt: UW>ZFSpV = U =ssp V.

c) Man verwendet auch die Schreibweise X =ggp Y flr Zufallsvariablen
X und Y, wenn Ux ~SSD Hy.
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Beispiel

Es gilt N(a,02) =gsp N(b,02) < a> bund 02 < 03.

Beweis: ' =': Sei zunachst u := N(a,0%) =gsp N(b,05) =:v. Fiirt >0
gilt, da x — e~ fallend und konvex ist:

(72 172
e—tati2f :/e_’xy(dx) S/ e Xy (ax) = o~ t+P%

Also gilt a — Jto? > b— Jto2. Mit t | 0 folgt: @ > b mit t — o0: 02 < 02.
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Beispiel ﬂ(".

"« Sei zunachst a= b =0 und X ~ N(0,02) und Z ~ N(0, 05 — 02)
unabhangig. Dann Y = X + Z ~ N(0, 02). Fir eine Nutzenfunktion U
gilt:

EE[U(Y)|X] =E[UX+ 2)|X] < UE[X + Z|X]) = U(X).

Es folgt
E[U(Y)] < E[U(X)],

d.h., nach Definition ist X =ggp Y.
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Beispiel ﬂ(".

Seijetzt a> b. Dannista+ X ~ N(a,c?) und b+ Y ~ N(b,05). Also
folgt

EUGa+X) > EUb+X)>EUb+Y).

Beachte, dass x — U(b + x) wieder eine Nutzenfunktion ist. O
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Weitere Charakterisierung SSD ﬂ("'

Theorem 14

Fiir beliebige u,v € P sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) g =gsp V-

b) Es existieren Zufallsvariablen X und Y auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (Q), G, IP) mit Verteilungen i und v, sodass IE[Y|X] < X
P-fs. gilt.
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