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10.1 Die Martingalmethode
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Voraussetzungen AT

m Wir betrachten einen endlichen, arbitragefreien und vollstédndigen
Finanzmarkt.

m Insbesondere ist Q = {wjy, ..., wm} und Fr die Potenzmenge von Q.
m Sei U: R — R eine Nutzenfunktion mit U € C' und

. / _ . ! _
lim U'(x) = +oo, Jim U'(x)=0.

X——00

(Inada-Bedingung)
m Ist U nur auf (0, oo) definiert, fordern wir limy_,o U'(x) = +oo.
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Endnutzenmaximierung ﬂ(".

Sei x5 > 0 ein gegebenes Anfangsvermdgen.

(P): max EUVH] st V{<x
¢ sf. Handelsstrategie.
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Martingalmethode ﬂ(".

Idee: Zerlege das Optimierungsproblem in

a) ¢ — V2, d.h., der Handelsstrategie wird eine Zufallsvariable
zugeordnet, die das Endvermdgen beschreibt.

b) V¥ — IE[U(VY)], d.h., der Zufallsvariablen wird der erwartete Nutzen,
also eine reelle Zahl zugeordnet.
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Martingalmethode ﬂ(".

Vorgehen:
() Lése .
(P): max E[U(X)] st Xed&,
wobei X = {X : Xist F7 — messbar, [Eq [BLT] = Xo}.
(i) Darstellungsproblem:
Sei X* eine Lésung von (P). Bestimme ein sf. ¢* so, dass V;’f = X*.
Dann ist Vgo* = Xp, und ¢* ist eine optimale L&sung von (P).
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Bezeichnungen ﬂ(".

Sei Q € M*.

se20) = -5

Dann ist [Eq[ £ -1 =E[XZ].

Die Lagrange- Funkt|on fir X = (X4, ..., Xm) mit Lagrange-Multi-
plikator y € R lautet:

L(X.y) = E[UX)]—-y(E[ZX] —X)

P({w;}) U (2P<{w,}>2x =)

s 10

P({wi}) (U(X) — yZiX; + yxo).

Il
A
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Einschub: Konkave Optimierung ﬂ(“'

(P): max f(x) st h(x)=0j=1,.., q.
Dabeiist f : R” — R konkav und h; : R” — R linear. Lagrange-Funktion:

L(x,y)=f(x)+ Zq: yihi(x).
j=1

Definition 1
Ein Punkt (x, y) € R™9, der die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

0 = if(x)+i -ih-(x)
o dx /.:1y’dx e
0 = hj(x), j=1..., qg.
erfillt, wird Karush-Kuhn-Tucker-Punkt genannt
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Einschub: Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen T

Theorem 2

Ist (x*, y*) € R4 ein Karush-Kuhn-Tucker-Punkt eines differenzierba-

ren, konkaven Optimierungsproblems, so ist x* ein globales Maximum
von (P).
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Einschub: Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen [T

Beweis.

Sei (x*, y*) ein KKT Punkt.

Dannist L(x*, y*) = f(x*).

Sei x € R" ein beliebiger anderer Punkt, der die Nebenbedingen
erfillt.

Dannist L(x, y*) = f(x).

Da x — L(x, y) konkav ist gilt:

fx) = f(x) = Lx,y") = L(x",y") < (x = X*)d%L(X*,Y*) =0.
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Karush-Kuhn-Tucker-Punkt ﬂ("'

Wir bestimmen jetzt einen Karush-Kuhn-Tucker-Punkt X* der
Lagrange-Funktion zusammen mit einem Lagrange-Multiplikator y*:

() dLX*.y*) =0,
(i) Bq[5-] —x =0.

Also:
() % LX*y*) =P{w})(U(X) —y*Z)=0, i=1,..., m.

Da P({w;}) > 0 folgt:
U (X*) =y*Z
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Karush-Kuhn-Tucker-Punkt ﬂ("'

Seil:= (U)~1:(0,00) = R. Da U # 0, muss y* > 0 sein und

X*=I(y*2).

Beachte: X™* ist eindeutig. Weiter muss y* so gewahlt werden, dass

Eq [)Bf:] = Eq {/(};Z)] —E[ZI(y*Z)] = xo.

Dies ist mdglich, da y — /(yZ) wohldefiniert, stetig und fallend ist mit

lim [E [Z I(yZ)] = 400, lim IE[Z I(yZ)] = —oc0.
y—0 y—oo
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Losung des Portfolioproblems ﬂ("'

Theorem 3
Zu X* := I(y*Z) existiert eine Hedging-Strategie ¢*, und ¢* ist eine
optimale Lésung des Portfolioproblems (P).
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Losung des Portfolioproblems ﬂ("'

Beweis. .
X* ist optimal fir (P) wegen KKT. Die Existenz einer Hedging-Strategie

¢* ist klar, da der Markt vollstandig ist. AuBerdem erfillt X* = Vﬁ* nach
Konstruktion

IEq {)B:] = Xp.

Damit ist ¢* eine optimale Handelsstrategie fir (P). O
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Beispiel ﬂ(".

Sei U(x) = —e " fur v > 0. Dann gilt U'(x) = ye~"* und daher

1 y
I(y) := ——log ) .
¥) Y ”
Fir das optimale Endvermdgen gilt also
x 1 y*
X =——log|—Z2).
Y Y
Der Lagrange-Multiplikator y* erfullt

o - R[] ol (%) v

= e (Y YRz
_ 7|g(ﬁy)BT L ElZ10g(2)]

Also folgt
——log (= | =X+ —IE[Zlog(Z B
. g(7 o+ E(Z10g(2) ) Br
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Beispiel ﬂ(".

Daher ist das optimale Endvermégen

1 y*Z> 1 1 y*
X = ——lo =——log(Z) — —log | Z—
Y g( Y Y g( ) Y g(')’>

_ _l 08 (2) + (%0 + jy]]E[ZIog(Z)])BT

und der erwartete Nutzen wegen [E Z = g

E[UX")] = _Le*'YXOBT*BT IE[Zlog(Z)]

= B;
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Beispiel

Sei jetzt ein T-periodiges CRR-Modell gegeben mit B; = 1. Weiter sei

P({w}) =P ({1, ¥7)}) =Py - Py,

wobei

L p, falls y; = u,
Pri=11-p, fallsy =d,

fur ein p € (0, 1). Gesucht: Hedging-Strategie von
* 1 1
X* = ——log(Z) + xg + — [E[Z log(Z)]
i Y
Fur Z gilt
Z(w)=Z((yy,....yr)) = 2 D1,
Py:  Pyr
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Beispiel ﬂ(".

Die Hedging-Strategie zum Zeitpunkt T — 1 bei Vorgeschichte
hr_1=n,..., y7_1) ist gegeben durch

X*(hr—1,u) — X*(h7_4.d)
u—d
—1(1og(§) —log(1=2))

- u—d -

ar_q(ht—1)ST_1(h7_1) =

Der Wert des Hedging-Portfolios zur Zeit T — 1 ist
Vi y(hr_1) = aX*(hr_1,u) + (1 - @)X*(hr_1,0)
1 1 1 q 1—q
= Xxo+ —IE[Zlog(Z)] — — log(Z7—1) — —(Qqlog(=) + (1—q) log(——
0+ ElZlog(2)] —  log(Zr1) — (qlos( ) + (1-q) log({—))

1 1
= Xp+ §E[ZT—1 log(Z7-1)] — by log(Z7_1),
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Beispiel ﬂ(".

Dabei ist Zi(w) = Z((y1, ..., y1)) = 24 %ﬁ Zur Zeit T — 2 gilt:

= by

Vi_ (hr_o,u) = V§_ (hr_o.d)
g =a.

a7 _o(hr-2)St_2(hr2) = =

Durch Induktion nach t folgt:

T (1og(1=2) —log(2)
af(hy)Se(hy) = a = 7( g 1Up7d g(p )

Bi(ht) = Bi(h)Br = Vi (ht) —ai(he)Si(he) = Vi (hy) — &,

wobei V} = —% log(Zt) + Xo + % IE[Z; log(Z;)] ist. Der maximale Wert
von (P) ist IE[U(X*)] = —e 1%~ E[Zleg(2)],
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10.2 Optimale Handelsstrategien mit dynamischer
Optimierung
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Voraussetzungen AT

a Wir betrachten einen endlichen, arbitragefreien Finanzmarkt.

m Die Preismodelle der risikobehafteten Wertpapiere sind Markovsch.
w Fp=FF

Definition 4

Sei ¢ = («, B) eine sf. Handelsstrategie. Wir definieren ¢ = (4??,4%) =
(@0, ¢1,...,¢¢9) firt=0,1,... T — 1 durch

¢f = PiB
oF = afSk k=1,....d

(p{‘ ist der Betrag, der zur Zeit t in das Wertpapier k investiert wird.
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23

Definitionen AT

] V;P = 47? + @) + ...+ ¢¢ ist der Portfoliowert der Strategie ¢ zur Zeit t.
m Weiter sei

k Bk
% = 141 £:~ pHk Rf
Bt +1 K 41

—t _1=.RK
St 1+ft t

w Rr:=(R,..., RHTund e:= (1,..., 1T e RY.
m ¢ ist selbstfinanzierend < BBt + at - St = Br— 1Bt + a1 - S, d.h. also

Vi =g0+¢r-e=¢) ((1+1)+¢r1 R
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Vermogensprozess ﬂ(".

Wegen
VIV = (1+ 1)+ @1 Re— 90 4 — pr1-e = ¢f_1r+pr_1-(Ri — e)
gilt folgende Rekursionsformel fir das Vermégen

2 V¢1+(V¢ V) =V 49l ar+ g (Ri—e)
= VP 4V n—(¢1-en+ 1 (Ri—e)
= V', (04+m)+¢r1-(Ri—e—en) =1 +nr) (V' +¢r1-Rr).
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Einperiodige Endnutzenmaximierung
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Charakterisierung (NA)

Im Falle T = 1 erhalten wir
Vi =(+m)(V +0-Ri)=(141)(x0+a-R),

wobei wir r :=r{, R:= Ry, Xp := Vg’ und a := ¢q setzen.

Sei L der kleinste lineare Unterraum des RY mit P(R € L) = 1.

Lemma 5
Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) Es gilt (NA).
b) Yae€ RY mitlP(a-R>0)=1folgtlP(a-R=0)=1.
c) VaelL,a#0gitP(a-R<0)>0.
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Beweis ﬂ(".

"a) < b)". Es existiert eine Arbitragemdglichkeit < 3 € RY mit
P(n-(S;1—Sy) >0)=1undP(y-(S; — Sp) > 0) > 0. Wegen
Sk )

o d d
n-(S1—S) = Z (*—So =Y nS§R =a-R
P k=1

mit a, := nkS(’)‘ existiert eine Arbitrageméglichkeit im Markt < 3a € R?
mit P(a-R>0) =1undP(a-R>0) > 0.
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Beweis ﬂ(".

"b) < c¢)". Dazu nehmen wir zunachst an, dass c) nicht gilt.
dael,a#0mitP(a-R>0)=1.Dannfolgt a- R(w) # 0O fiir ein
w € Q. Also folgt nicht b).

SchlieBlich nehmen wir an, dass c) gilt. Sei nun a € RY beliebig. Dann

gita=a, +a-mitg, € Lunda*- € L*-. Alsoista- R= a; - Rund b)
gilt. O
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Portfolioproblem ﬂ(".

Sei U : R — R eine Nutzenfunktion.
Wir betrachten jetzt das folgende Portfolioproblem fiir xo > 0

max E[U((1+r)(x+a-R))] st. acRY

Theorem 6
Sei U : R — R eine nach oben beschrénkte Nutzenfunktion. Dann gilt

(NA) & Das Portfolioproblem besitzt eine Ldsung.
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Bemerkung ﬂ(".

a) Das Theorem ist z.B. anwendbar auf U(x) = —e~ 7 mit v > 0.

b) Ist die Nutzenfunktion nicht nach oben beschrénkt, so ist die Aussage
im Allgemeinen falsch (vgl. Ubung).
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Beweis ﬂ(".

"«<". Es gibt eine Arbitragemdglichkeit.

Also 37 € R9 mit P(7- R>0) =1und P(57- R > 0) > 0.
Sei xg > 0 und a* ein optimales Portfolio. Dann gilt aber

E[U(1+r(xo+ (@ +1)-R)] >E[U(1+r)(x+a-R)).

Das ist ein Widerspruch zur Optimalitat von a*.
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Beweis ﬂ(".

"=". Es gibt keine Arbitrage.

Seiv(a):=E[U(1+r)(x+a-R)|.

Daa-R=(a +a')-R=a,- R, kénnenwiruns aufac L
beschréanken.

Sei U < K € R. Dann gilt:

lim v(la) < lim B [U((1+4r)(xo+Aa-R))1 ap<0y] + K= —co.

A—00 A—r00

Fir A > 0 sei

Fy:={ael:|al|l =1v(Ara) > v(0)}.
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Beweis ﬂ(".

® Aus der Konkavitat von v folgt fiir « € (0, 1)

v(aa) — v(0) > a(v(a) — v(0)).

Somit: F)\ D, F)\/ far A < A
Esfolgt F), | @, und 3ng € IN, sodass F, = @ fur alle A > ng.
d.h. v(a) < v(0) fir alle a € L mit ||a|| > np.

Bei der Maximierung kdénnen wir uns also auf eine kompakte Menge
zurlickziehen, und da v stetig ist, folgt die Existenz einer Lésung. [
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Nutzenfunktion auf R - ﬂ(".

Sei U : [0,c0) — R und definiere:
D(x) := {ae RY: x+a-R(w) >0 firalle w € Q}_
Das Portfolioproblem I&sst sich dann fiir xq > 0 schreiben als

max IE[U((1+r)(xo+a-R))] st. ae D(x).

Theorem 7
Sei U : [0,) — R eine Nutzenfunktion. Dann gilt:

(NA) < Das Portfolioproblem besitzt eine Ldsung.
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Beweis ﬂ(".

Gibt es eine Arbitragemadglichkeit, so folgt wie im vorigen Beweis
(Theorem 10.6), dass keine optimale Handelsstrategie existieren kann.

"=". Es gibt keine Arbitrage.

Wir zeigen, dass D(xp) N L kompakt ist. Abgeschlossenheit ist klar.
Beschranktheit: Ann.: 3 (a;) € D(xg) N L mit ||an|| — oo.

a Wabhle Teilfolge (an, ) mit limg_,(an, /|lan,l|) = a*.

a Offenbarist 8" € L, ||a*|| = 1, und da a,, € D(xp) N L, folgt

an, - R . —Xo

a - R= lim > im0 =
koo [an ||~ k= [|an,||

m Daa* #0folgtP(a*- R > 0) > 0.
Also ist a* eine Arbitragemdglichkeit, was ein Widerspruch ist. Die
Stetigkeit der Zielfunktion liefert dann die Behauptung. O
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Mehrperiodige Endnutzenmaximierung
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Voraussetzungen

.....

Auf (Q, F,P) seien die Zufallsvektoren Ry = (R}, ..., RY)
Rr = (RL,..., RY) unabhangig.
Diese Konstruktion flihrt auf Markovsche Preisprozesse, da

St = RSt = (Rfeq +1)(re1 +1)SE.
Ferner gilt: 7y :== F2 = o(Ry,..., Ry, t=1,..., T.
In diesem Fall genligt es, Handelsstrategien zu betrachten mit

¢r=H(V), t=01,..., T-1,

fir messbare Funktionen f;.
fi nennt man auch Entscheidungsregel zur Zeit t.
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Definition 8

Eine Investitionspolitik T = (fy, fy, ..., fr_4) ist eine Folge von Entschei-
dungsregeln f; : R — IRY, wobei f; = f;(x) = (1 (x),..., f9(x)) ist.
Dabei gibt ftk(x) den Betrag an, der zur Zeit t in das k-te risikobehaftete
Wertpapier investiert wird, in Abh&ngigkeit vom Vermdgen x zur Zeit t.
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Vermogensprozess ﬂ(".

Wahlen wir eine Investitionspolitik 7 = (fy, fi, ..., fr_1), dann ist der
Vermdgensprozess (V") mit V' = x; festgelegt durch:

Vg[ = Xp
Vi = (1) (X0 + fo(x0) - R )
Ve o= (1 +rt)(Vt o (VE 1)'Rt).
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Portfolioproblem ﬂ(".

Im Folgenden sei U : R — R eine nach oben beschrankte Nutzen-
funktion. Betrachte:

(P): max  IE[U(V])] s.t. Vi = xo
7t Investitionspolitik.

Dabei ist x5 > 0 ein gegebenes Anfangsvermégen.
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Definition 9
Es sei Jr(x) := U(x),und firt =0,1,..., T—1und x € R sei

Ji(x) :=supIE [U(VF)| V] = x].
7T
Ji nennt man Wertfunktion zur Zeit t. Falls
E[U(VF)|VE = xo] = Jo(x0),

dannist 7 = (f}, ..., f¥_,) eine optimale Investitionspolitik fiir das
Problem (P).
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Theorem 10
Es gelte (NA). Dann gilt firt =T —1,..., 0

Jr(x) = U(x),
h(x) = S IE [t ((1+74) O+ 00 Recn)) | X ER

AuBerdem gibt es Entscheidungsregeln f}, die das Supremum jeweils
annehmen, und * = (fy, ..., fr_,) ist eine optimale Investitionspolitik.
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Beweis ﬂ(".
t = T:Jr(x) = U(x) nach Definition.
t=T—1:Jr_1(x) = sups IE [u(u +rr)(x + f(x) - RT))}.

]
]
m Jr_; ist streng wachsend, streng konkav und nach oben beschrankt.
a Die Existenz der Maximumstellen f;_, folgt aus Theorem 10.6.

Es sei

M = {v:R — R: viststreng wachsend, streng konkav
und nach oben beschrankt}.

Definiere Ty, T fur beliebige Entscheidungsregeln f auf M durch:

(TaV)(x) = B [v((1+ ) (X +F(X) - Rrs))|
(Tiv)(x) = Sl.;p(thV)(X).
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Beweis ﬂ(".

w Esgqilt: T;: M — M.
® Also existieren nach Theorem 10.6 die Maximumstellen f;".

Sei jetzt t < T — 1. Wir zeigen durch Induktion:
E[U(VE)IV] = x] = Tedr1(x) = di(x).
Gelte die Aussage fur T, .. ., t+ 1. Dannist
E[U(VF)IV =x] = E[EUWVE)IVEIV =x]
= E[1 (V)IV =X
= E {Jt+1 (1 reen) (x + F7(x) - F"t+1))}
= T dir1(X) = Tedpa (X).

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



Beweis ﬂ(".

Supremum Uber alle Politiken: J; > Tid; 4.
Andererseits gilt fir eine beliebige Politik 7 = (fy, ..., fr_q):

E[U(VH)|IV =x] = E[E[UVT)|VL]IV = x]
< E[Jpa (VEDIVE = x] =
= E [Jt+1((1 +ft+1)(x+ff(x)'R’+1))}
= Tydre1(X) < Tedppq (X).

Supremum uber alle 7r, dann gilt J; < T;J;, 1 flr alle t.
Insgesamt folgt also die Behauptung. O
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Beispiel ﬂ(".

Sei d =1und U(x) = —e™ 7" flr ein v > 0. Wir berechnen die optimale
Investitionspolitik und die Wertfunktion. Beginne bei T:

Jr(x) = U(x) = —e "~
Die Bellman-Gleichung liefert dann
Jra(x) = s [U((1+rr)(x+1(0Rr))]

= ;g]?{HE [—exp(—’)’“ +rT)(X+aRT))}

— e r(+mx ¢ ]]E[e—7(1+fr)aﬁ’r].
acR
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Beispiel ﬂ(".

Wir definieren nun: dr_1 := inf e IE[e~7(1/7)3AT]_ Ansatz:

_ Br
Ji(x) = —dt~...'drexp(—’y§tx), xeR
mit Konstanten d; > 0. Offenbar ist dr = 1. Fir t + 1 ~ £ gilt:
J(x) = SI;P]IE [Jm ((1 + 1) (X + f(X)RtH)H

B
= suplE {— A+ 1 '----dTeXP(—’Y?LU +rt+1)(x+aRt+1))}

acR
_,Br B
= _ o T X el
diyq-...-dre "B algﬁ{]lE%xp( ’thaRt_H)}
B
= —dt-...'dTe_WBi?x

mit d := infaer IE [exp (— 7%:31?,“)]. Insbesondere ist
Jo(Xo) = —do et dT exp ( — ’)/BTXO).
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Beispiel ﬂ(".

a Die optimale Investionspolitik ist durch die Maximumstellen in der
Bellman-Gleichung gegeben.

m Ist B; =1 und sind die Ry, ..., Ryt identisch verteilt, so ist die optimale
Investitionspolitik f/(x) = a* (unabhangig von t und x), wobei a* eine
Minimumstelle ist von

g [ (e )|
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