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Monetares RisikomaB ﬂ("'

m Sei (O, F,P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum.

m L":={X:0Q — R: Xist eine Zufallsvariable mit IE |X| < co}.

® X(w) = diskontierte Nettowert einer Position am Ende einer
Handelsperiode.

Definition 1
Eine Abbildung p : L' — R wird monetéres Risikomal3 genannt, falls fiir

X, Y e L qilt:
a) Monotonie: Falls X < Y, dann gilt p(X) > p(Y).
b) Translationsinvarianz: p(X + m) = p(X) — mfur alle m € R.
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Monotonie: Das Downside-Risiko einer Position ist reduziert, wenn
das Auszahlungsprofil gréBer ist.

b) Translationsinvarianz: p(X) kann als Kapitalanforderung im Sinne
einer Aufsichtsinstanz interpretiert werden. Wenn m € R zu der
Position hinzugefiigt und risikofrei investiert wird, reduziert das die
Kapitalanforderung um den gleichen Betrag.

Aus der Translationsinvarianz folgt sofort
a) p(X+p(X)) =p(X) —p(X) =0,
b) p(m)=p(0+ m)=p(0) — mfiralle meR.

Manchmal fordert man, dass p normiert ist, d.h. p(0) = 0.
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Weitere Eigenschaften ﬂ("'

Definition 2
Ein monetéres Risikomal p : L' = R heiBt verteilungsinvariant, falls
p(X) = p(Y), wenn X und Y dieselbe Verteilung haben.
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Weitere Eigenschaften ﬂ("'

Definition 3
Ein monetares RisikomaB p : L' — R heiBt konvexes Risikomaf3, falls fir
0<A<1undX,Y el

p(AX+ (1 =A)Y) < Ap(X) + (1= A)p(Y),
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Weitere Eigenschaften ﬂ("'

Falls p konvex und normiert ist, dann gilt
a) p(AX)<Ap(X) fir A € [0,1],da p(AX) = p(AX + (1 = A)0) < Ap(X).
b) p(AX) > Ap(X) fir A > 1,da p(X) = p(+(AX) + 2:10) < 1p(AX).

Definition 4
Ein monetéares Risikomaf p hei3t kohdrentes Risikomal3, falls es konvex

und positiv homogen ist, d.h., falls es konvex ist und fur alle A > 0 gilt
p(AX) = Ap(X).
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Bemerkungen ﬂ(".

a) p positiv homogen = p normiert, da p(0) = p(A - 0) = Ap(0).
b) Sei p positiv homogen. Dann gilt: p konvex < p subadditiv d.h.

p(X+Y) < p(X)+p(Y).

Beweis : Sei p positiv homogen und konvex.

= Y0(X+Y)=p(EX+ 1Y) < 3o(X) + Fo(Y). Also p subadditiv.
Sei nun p subadditiv und positiv homogen und 0 < A < 1.

= p(AX+(1=2)Y) < p(AX) +p((1=A)Y) = Ap(X)+ (1 = A)p(Y).
Daher ist p konvex.

Die Subadditivitatseigenschaft erlaubt es, das Risikomanagement zu
dezentralisieren. Das Risiko der Gesamtposition ist nach oben durch
die Summe der individuellen Risiken begrenzt.

In vielen Situationen wachst das Risiko nicht linear. Daher ist die
positive Homogenitat haufig eine zu starke Forderung.
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Value at Risk
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A-Quantile AT

Die Menge aller A-Quantile von X ist ein Intervall gy (A), g3¢ (A)] mit

Gy (A) = sup{x : P(X < x) < A} = inf{x: P(X < x) > A},

gy (A) = inf{x : P(X < x) > A} = sup{x: P(X < x) < A}.

Mit Fx(x) = IP(X < x) ausgedriickt:

Ay (A) =inf{x: Fx(x) > A},
gy (A) = inf{x : Fx(x) > A}.
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Value at Risk ﬂ(".

Sei
L0:={X:0Q — R: Xist eine Zufallsvariable mit X(w) < co, P — f.s.}.

Definition 5
Sei A € (0,1). Fur X € L° definiere den Value at Risk zum Niveau A als

VaR, (X) := =G5 (A) = -, (1 — A) = inf{m: P(X + m < 0) < A}.
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Value at Risk ﬂ(".

Beachte, dass gilt:

—gy(A) = —sup{x:P(X <x)<A}=inf{—x:P(X <x) <A}
= inff{m:P(X<-—m) <A} =inf{m:P(X+m<0) <A}
qg_x(1—=A) = inff{m:P(=X<m)>1-A}

= inf{m:P(-X-m<0)—12>-A}
— inf{m:1—P(-X—-m<0) <A}
= inf{m:P(X+m<0) <A}

Der Value at Risk ist verteilungsinvariant.
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Darstellung von VaR, (X) mithilfe der Dichte fy
von X: Die graue Flache entspricht gerade A

ax(A)
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Value at Risk ﬂ(".

Theorem 6
Der Value at Risk ist ein monetéres, positiv homogenes Risikomal3.
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Beweis ﬂ(".

a) Monotonie: Sei X < Y. Dann ist
Fx(x) =P(X < x) > P(Y < x) = Fy(x) und gyt (A) < gy (A). Also
).

VaR, (Y) = —qy (A) < —q5 (1) = VaR, (X

b) Translationsinvarianz: Sei x € IR.
VaR, (X +x) = inf{m:P(X+x+m<0) <A}
= inf{M—-x:P(X+x+mM—-x<0) <A}
= inf{M—x:P(X+mM<0) <A} =VaR,(X)—x.

c) Positive Homogenitat: Sei « > 0.
VaR, (aX) inf{m:P(aX+m<0) <A}
= inf{am:P(aX+am<0) <A}
= inflam: P(X+m<0) <A}
= ainf{M:P(X+m<0) <A} =aVaR,(X). O
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Bemerkungen ﬂ(".

a) Im Finanzkontext ist VaR, (X) die kleinste Kapitalmenge, die — sobald
sie zu X hinzugefligt und in ein risikoloses Wertpapier investiert wird —
die Wahrscheinlichkeit eines negativen Endvermdgens unter dem
Niveau A halt.

b) Der Value at Risk kontrolliert nur die Wahrscheinlichkeit eines
Verlustes, nicht aber seine GréB3e.

c) VaR,(X) istin der Regel nicht konvex und damit kein koharentes
Risikomaf. Das heif3t, VaR, (X) bestraft manchmal Diversifikation!
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Beispiel 1 AT

Sei X ~ N(u,0?). Bestimme VaR, (X)!
Also finde m € R so, dass P(X +m < 0) = A.
Dazu schreiben wir X = y +cZ mit Z ~ N(0, 1). Es gilt also

PX+m<0)=A < ]P(Z<_y_m):
H

Also ist in diesem Fall VaR,\(X) = —pu —o®'(A) = —p+ 0@ (1 - A).
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Beispiel 2

Betrachte Xj, X> mit

X, — 1 mit Wahrscheinlichkeit 0, 99,
71 —1  mit Wahrscheinlichkeit 0, 01.

X — 1 mit Wahrscheinlichkeit 0, 99,
271 —=10'"  mit Wahrscheinlichkeit 0, 01.

VaRO’m (X1) = inf{m : 1P(m+X1 < O) < 0,01} =—-1= V3R0’01 (Xg)
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Beispiel 3 AT

Seien Xj, Xo unabhangig mit

1 mit Wahrscheinlichkeit p
Xi = 1

=0,5,
mit Wahrscheinlichkeit —p=0,5

fur i € {1,2}. Dann ist

M = 0  mit Wahrscheinlichkeit 2p(1 —p) =0,5,

1 mit Wahrscheinlichkeit ,O2 =0, 25,
X = 2 =
—1  mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)2 =0, 25.

Esist VaRy 5(Xj) = —1firi=1,2 und VaR, 5(X) = 0. Insbesondere gilt

1 1 + X
EV3R0’5(X1) + 5V3R0’5(X2) 1< VaFf05<%> =0.
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Value at Risk bei Normalverteilungen AT

Theorem 7
In der Klasse der Normalverteilungen ist der Value at Risk konvex, also
auch kohdrent, falls A € (0, }].
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Beweis ﬂ(".

Ist X ~ N(p,c?), dann ist
VaRy(X) = —u+ o '(1 - 7).

Wir betrachten hier nur Zufallsvariablen, flr die (Xj, Xo) bivariat
normalverteilt ist. Dann gilt: Fir Xy ~ N(u1,0%) und Xz ~ N(p2,02) und
v €1[0,1]ist X := Xy + (1 — 7) X2 ~ N(u, o®) wobei

i =yus + (1 —v)u2, und es gilt, da die Korrelation Cor(Xy, Xo) < 1 ist,

0% = 920+ (1-7)%05 +27(1 — 7)oy02Cor (X, Xp)
2
< (yor +(1=7)02)".

Also gilt fiir den Value at Risk:
VaR)(X) = —p+0® (1= 7) < yVaRy (X)) + (1 —7) VaRy(Xz),
falls ®~'(1 —A) > 0, also falls 0 < A < 0,5. O
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Average Value at Risk
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Karlsruher Institut fur Technologie

Definition 8
Der Average Value at Risk zum Niveau A € (0, 1] einer Position X € L'
ist gegeben durch

A
AVaR, (X) = 1 VaR., (X)dy.
A Jo v
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Eigenschaften AvaR ﬂ(".

a Der Average Value at Risk ist verteilungsinvariant.
a AVaR,(X) > VaR,(X).
m Esgilt

1 A 1 A
AvaR,(X) = 5 [ ag(mar =5 [T F(man,

wenn man beachtet, dass gy () und gy () = F;1 (y) bis auf
abzahlbar viele -y lbereinstimmen.

w Fir A = 1 gilt AVaR; (X) = IE[—X].

Nicole Bauerle - Finanzmathematik WS 25/26



26

AVaR und SSD AT

Lemma 9
Seien X, Y € L'. Dann gilt

X >~ SSD Y — AVaR/\(X) < AV&RA(Y), A€ (0,1]

Beweis.

Wegen AVaR, (X) = — fo 7)d+ folgt die Aquivalenz aus der
Charakter|3|erung von SSD.
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Beispiel ﬂ(".

Sei X ~ N(u,0?). Bestimme AVaR, (X)!

Es gilt:
1 /A 1 A 1
AVaR\(X) = 1 [“VaR,(X)dy = 1 [ (-u—c@7 (1)dy
B o (A | B o '
= _”_X/o ST (mdy=-n—5 | xe(x)dx

= —u+Se(@ ().
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Expected Shortfall ﬂ(".

Definition 10
Der Expected Shortfall zum Niveau A € (0, 1) einer Position X ¢ L' ist

ES)(X) = f% (HE[X1{X<q}] +gA—TP(X < q))),

wobei g ein A-Quantil von X ist.

Ist die Verteilungsfunktion Fx stetig, so ist P(X < q) = A und es gilt

1
ES/\(X) = —X]IE[X1 {X<q}] = —]]E[X|X < Q]
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Conditional Value at Risk ﬂ("'

Definition 11
Der Conditional Value at Risk zum Niveau A € (0, 1) einer Position
X € L' ist gegeben durch

cvaR,(x) = + inf {E[(X—5)]-s1} = L E[(X-q) ] g

wobei g ein A-Quantil von X ist.
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Bemerkungen ﬂ(".

Das Minimum von f(s) := E[(X — s) "] — sA wird fur alle A-Quantile von
X erreicht:
E(X=9)] = [ [ 1pcycqdrfx(an

- /_s /_yoo1{xﬁy§s}FX(dx)dy:/_soo Fx(y)dy.

Also ist f(s) = [°_ Fx(x)dx — sA. Sei g ein beliebiges A-Quantil von X.
Dann gilt fur s>q:
)
(@)~ f(s) = —/q x(xX)dx — A(q—5) < (A~ Fx(q))(s — q) < 0.

Und fur s < g qilt:
f@)-f(s) = [ Fx(x)dx—A(a-s) < (Fx(g-) ~1)(q—s) <0

Also ist g eine Minimumstelle von f.
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Theorem 12
Die Definitionen von Average Value at Risk, Expected Shortfall und
Conditional Value at Risk stimmen (berein.
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Beweis

Wir haben bereits gezeigt, dass

/ Fx'(y)dy =

fir ein A-Quantil g von X gilt.

Damit folgt: AVaR, (X) = CVaR, (X).
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Beweis

Betrachten wir den Conditional Value at Risk, so gilt:

TE(X—gq)]-q =

1 HE[(q_X)1{X<q}}_q

TP

1

(aP(X < @) —E[X1(x-q)] — Aq)

= _X(“E[X1{X<q}] +a(A - P(X <)),

Also folgt die Aquivalenz zum Expected Shortfall.
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AVaR ist kohirent AT

Theorem 13
Fir A € (0, 1] ist AVaR, ein kohdrentes Risikomal3.
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Beweis ﬂ(".

m Fir A = 1ist AVaR, (X) = EE[—X].
m Seijetzt A < 1.
m Monotonie, Translationsinvarianz und positive Homogenitat folgen

sofort aus den entsprechenden Eigenschaften des Value at Risk.
m Bleibtz.z.: AVaR, (X +Y) < AVaR,(X) + AVaR,(Y).
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Beweis ﬂ(".

Darstellung als Expected Shortfall:

AVaR,(X) = —%(EMQKQQ+WA—MX<QD)

= —% (]]E[X1 {X<q}] +5)\(X) HE[X1 {X:q}]>

mit

Sy (X) =14 A-P(x<q)

0 fallsP(X =q) =0,
BX=) sonst.

Da q ein A-Quantil von Xist, gilt P(X < g) > Aund P(X < q) < A.
Insbesondere ist 0 < §,(X) < 1. WennP(X = q) = 0, gilt

A<P(X<q) =P(X<q)<A
und daher A —P(X < q) = 0 bzw. §,(X) = 0.
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Beweis

Damit erhalten wir

AVaR, (X) = B[-X1(}_ ],

wobei

W .1
1{X<q} T X(1{X<q} +5A(X)1{X:q})-

Seien gx, gy, gx.y A-Quantile von X, Y, X + Y. Es gilt:

(M) _
) E1xcgyl =1
() W )
o) 1{X+Y<qx+y} 1{X<qX} > 0 fur X > gy,
() W .
°) 1{X+Y<qx+y} 1{X<CIX} < 0fur X < gx.
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Beweis ﬂ(".

Damit erhalten wir:

AVaR, (X) + AVaR, (Y) — AVaR, (X + Y)

_ (A) (A) ( )
= E[-XTx gl TEEYTy g - E-XE Y00y gy )
= E[X-(1}y 1Y g HEY (1 )

{X+Y<qxsv} {X<ax} {X+Y<qxiv} {Y<ay}

40 40 ;0 ")
EN Xyeaniy) ~ Tixead TV BN X vege 1~ Ty

= gx(1—-1)+qy(1-1)=0,

und die Subadditivitat ist gezeigt. O

Y
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Weitere Darstellung von AVaR ﬂ("'

Theorem 14
Fiir A € (0, 1] hat der AVaR, (X) die Form

AVaR, (X) = max [Eg[—X],
L (X) dnax o[—X]

wobei
aQ 1

Q,:= {Q ist W-maf3 : ar < X}'

Das Maximum wird von Q angenommen mit

wobei 1 &) <q} wie vorher definiert ist und g ein A-Quantil von X ist.
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Beweis ﬂ(".

SeiQ € Q,und 3B =: L.
Alsoist L < 1.
Die Aussage ist richtig fir A = 1, da Q¢ = {IP} ist.
Seinun A < 1. Es gilt:
]

AVaR, (X) — Eq[—X] = Eq[X] — - (E[X1(xq)] + g(A —P(X < @)

1

= T [ALX = X1 (x_q) + T (x<q) — GIL]

1

= TE[(X=q)(\L—1(xq))].

Es gilt jetzt aber, dass (X — q)(AL —1;x.qy) > 0,da0 < AL <.
Also folgt AVaR, (X) > Eq[—X].

. = A -
AuBerdem ist Q € Q, und AVaR) (X) = E[-X1{}__]. O
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Portfoliooptimierung mit Risikomal3en
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Zwei Portfolio-Probleme AT

(P): min Var(R™) st. E[R|=mp mw-e=1,

Betrachte fiir ein Risikomaf3 p

(Pp): min p(R™) st. ER"|=mp, m-e=1.

Theorem 15

Die Renditen seien gemeinsam normalverteilt. Weiter sei p verteilungs-
invariant, translationsinvariant und positiv homogen mit p(Z) > 0, fir
Z ~ N(0,1). Dann gilt: = optimal fiir (P) < m* optimal fiir (P,).
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Beweis ﬂ(".

Seien 711 und 1o zwei verschiedene zulassige Portfolios mit zugehériger
Portfoliorendite A™ und R™. Wegen (R, ..., R$) ~ Ng(u, Z) gilt

R —IER™ ~ N (0,711 '£my), R™—IER™ ~ N(0,75 L11p).

Also 3u > 0, sodass R™ — IE ™ 2 a(R™ —1TE R™).
AuBerdem: p(R™ — IE R™2) > 0. Es folgt

p(R™) < p(R™) & p(R™ ~ER™) <p(R™ ~ER™)
p(a(R™ ~ER™)) < p(R™ ~ ER™)
ap(R™ —IER™) < p(R™ —ER™)
a <A1

Var(R™) < Var(R™).

tee e
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