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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben sei cin Cox-Ross-Rubinstein Finanzmarkt mit T = 10 Perioden.

a) Wann ist der Finanzmarkt arbitragefrei?

b) In diesem Finanzmarkt wird eine Digital-Call-Option mit Auszahlung H) = 1(g,.>15) Zum Preis
von #n(H,) = 0,341 gehandelt und eine Digital-Put-Option mit Auszahlung Hz = 15, <15) Zum
Preis von n(H;) = 0,564. Beide Preise sind arbitragefreie Preise zur Zeit £ = 0. Welcben Zins r
besitzt das risikolose Wertpapier?

Aufgabe 2 (7 Punkte)
Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt mit einer Aktie S und einem risikolosen Wertpapier mit

r = 0. Die Aktie entwickelt sich gem#8 des folgenden Trinomialbaums:

| t=0— vt =1

Betrachten Sie eine Call-Option mit Auszahlung H = (S; — 1)*.
a) Geben Sie alle moglichen arbitragefreien Preise zur Zeit ¢t = 0 fiir H an.

b) Angenommen die Call-Option wird zu einem Preis von #(H)} = § gehandelt. Welchen Preis muss
dann die Put-Option mit Auszahlung (1 — S3)* haben, damit keine Arbitrage entsteht?

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben sei ein zweiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit v =2, d = 2, So=lundr= 5 Wir

betrachten eine amerikanische ,,Collar“-Option mit der Auszahiung

Hg mn{max{S;,Kl},Kg}, t=0,1,2,

wobel Xy =1 und K3 = 2. ' :

a) Bestimmen Sie den Preis dieser amerikanischen Option zum Zeitpunkt ¢ = 0. Geben Sie eine
optimale Ausiibungsstrategie an. -

b) Bestimmen Sie eine Hedging-Strategie der Option bis zur Ausiibung.
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Aufgabe 4 (9 Punkte) ‘
Gegeben sei cin cinperiodiger Trinomialmarkt mit 1 = {wy,wz,ws} und P({w}) = ,i = 1,2,3.
Auf dicsem Markt gibt cs cin risikoloses Wertpapier B mit By = B; = 1. Aullerdem existieren zwei

risikobchaftete Wertpapiere S1, $? mit S} = §3 =1 und

2 firiml, § furi=1,
Sfwi)= {1 Rri=2  Sfw)=<§ fri=2,
4 firie=3, } furi=3

a) Zeigen Sie, dass der gegebeno Finanzmarkt arbitragefrei und vollstéindlg ist.
b) Aufdem gegebenen Finanzmarkt betrachten wir nun einen Investor, der {iber das Anfangskapital

zo > 0 und die Nutzenfunktion g |

U(z)=l-;, z > 0,
verfiigt. Der Investor m3chten den Nutzen, welchen er aus scinem Endvermtgen zieht, maximie-
ren. -

Zeigen Sie mit Hilfe der Martingalmethode, dass das optimale Endvermbgen X* durch

2.2 firis=l,

o , 1 1 1
X*(w) = ;g\/g_ filr { =2, mit m—m+—3+§

2 firi=3,

gegeben ist.
Aufgabe 5 (4 Punkte) |
Seien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen mit Werten in (—o0,0). Zeigen Sie:
X »gssp Y und E[X] = E[Y] = Var(X) < Var(Y).

Beachte: X >gsp Y ist gleichbedeutend mit X >un Y.

L3sungsvorschlag: Seien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen mit Werten in (—c0,0) und X >gsp Y,
E{X] = E[Y]. Wir bezeichnen mit ux die Verteilung von X und mit uy die Verteilung von Y. Laut
Vorlesung gilt: |

X¥rsspY & / fdux > f fduy fiir alle wachsenden, konkaven Funktionen f
| = E[f(X)] > E[f(Y)] fir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.

Die zweite Aquivalenz folgt direkt aus der Definition des Erwartungswerts. Die Funktion f(z) =
—-z%,z < 0, ist wachsend (f'(z) = —2z > 0 fiir z <) und konkav (f”(z) = —2 < 0). Daher gilt

—-E[X?] > -E[Y? <= E[X?] <E[Y?].
Somit erhalten wir
Var(X) = E[X?] - (E[X])? < E[Y?] - (E[X?)) = E{Y?] - (E[Y])? = Var(Y).
Das vorletzte Gleichheitsoeichen gilt, da E{X] = E[Y] vorsusgesetzt wurde.

Aufgabe 6 (8 Punkte)

| a) Definieren Sie Value at Risk and Average Value at Risk.
b) Zeigen Sie, dass fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € L9 gilt:
X rrsp Y = VaRy(X) € VaR,\(Y) fiir fast alle A € (0, 1).

¢) Zwei Zufallsvariablen X,Y € L? mit Verteilungsfunktionen Fx und Fy heiBen komonoton, falls
“ X =Fg!(U), Y = F;'(U) mit demselben U ~ U(0,1).

Seien X und Y zwei komonotone Zufallsvariablen mit stetigen, strikt wachsenden Verteilungs-
funktionen Fx und Fy. Zeigen Sie, dass der Value at Risk komonoton additiv ist, d. h.

VaRy(X +Y) = VaR\(X) + VaRx(Y), A€ (0,1).
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Musterlésung -

Aufgabe 1

L8sungsvorschlag:
a) Ein Cox-Ross-Rubinstein Finanzmarkt ist genau dann arbitragefrei, wenn d < 1 + r < u gilt.
b) Offenbar gilt Hy + Hz = 1 und somit

| R+ [B'r] +Ea BT] e [Hl;rﬂz] -5
= 0905= +1r)'°
= r=1U 6,“5916 —1 = 0,01003202.
Aufgabe 2
Lisungsvorschlag:

a) Gegeben ist ein Finanzmarkt mit T' = 2 Perioden, einem risikolosen Wertpapier mit By = By =
B; = 1 und einer Aktie S, die sich wie folgt entwickelt:

52(“1' u?) =4 .

K\

Si(v) =2 S2(u1,m2) = S2(my,u2) =2
<
/'Sl(ml) =1 Sa(u1, dz2) = Sa(my,m2) = S2(dy, u2) = 1
>
\Sl(dl) =3 Sa(my, dp) = Sa(d1, m2) = %
\ Sa(dy,d2) = 3 <
=0 ——————t=1— : 't =2

Hier ist offenbar Q = {u;,my,d1} x {uz,m2,d2} und Q({w1,%2}) = a1(1) e2(t2{pn) mit y; €
{u1,m;,d:} und ¥ € {us, m3,dz}. Die Auszahlung der Call-Option H = (S, — 1)* ist

3, falls (ylsy2) = (u'l!uz))
H((ﬁ], yZ)) =41, falls (yl’ y2) € {(ul’m2)! (mh 112)]5
0, sonst.

Alle Preise von H, die im Intervall (z_(H), 7. (H)) ]jegen, erméglichen keine Arbitrage, wobei

T (H) = suP.EQ[H]" owp.FolH] und mi(H) = ol EolH]= oeM*EQIBr]

Wir bestimmen zunschst die Menge aller &quivalenten Wahrschemhchkeltsmaﬁe |
* := {Q Wahrscheinlichkeitsma8 auf (2, F) : Q ist Martingalma8}, Q@ ~ P}.
Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafle Q € M* muss gelten
EQiS2 — 51|71) =0Q-fs. und Eg[S) — So] =

Wir berechnen zunichst die Ubergangswahrscheinlichkeiten g2(yz|y1), d. h. die Wahrscheinlich-
keit, dass 3 zur Zeit ¢ = 2 realisiert wird, wenn bisher y,; realisiert wurde. Im oberen Knoten

ergibt sich als Gleichungssystem

@2(u2|u1)(4 - 2) + g2(m2|u1)(2 - 2) + @2(d2|u1)(1 - 2) = 0 <= 2¢3(uz|uy) = go(daus)
g2(uz|u1) + g2(m2lu;) + q2(d2|uy) = 1.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite Gleichung liefert

g2(malu) =1 - 3q2(uzluy).
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Wir erhalten als L3sung
(g2(ualu), g2(malus), ga(dalur)) = (ga(ualur), 1 — 3q2(usju1), 22(uzlw)),

wobei ga(uzluy) € (0, §) scin muss, damit ¢z(: | -) € (0, 1). Ftir den mittleren Knoten haben wir
das Gleichungssystem

aa(uzm)(2 = 1) + ga(malmy)(1 = 1) + @a(dalmy) (4 = 1) = 0 = 2g3(ualm1) = qa(dalm),
qa(uzlu1) + @a(maluy) + qa(dauy) = 1.

Analog zum oberen Knoten erhalten wir als Ldsung
(@2(uz]m1), @a{ma|m1), qa(dalm1)) = (ga(ua|m1), 1-3ea(uzlmy), 2qa(ualmi)), g2(uzlmy) € (0,8).

Beachte: Die Berechnung von ¢z(-|d) ist nicht notwendig, da die Auszahlung der Call-Option
immer null ist, wenn zur Zeit t = 1 das Szenario d) cintritt, d. b. H((d1,-)} = 0. Die Berechnung
von ¢2(+|dy) ist analog zum oberen bzw. mittleren Knoten und man erhélt

(@a(ualdy), ga(maldy), ga(daldy)) = (ga(ualdy), 1 — 3g2(uzlds), 2qa(uald1)), ga(uald:) € (0,4).

Die (bergangswahrscheinlichkeiten ¢;(y;) ergeben sich aus dem Gleichungssystem

a(w)2-1)+am)(i-1)+aq(d)(3-1)=0 o« 2q:(w1) = q1(dh),
a{uw) +@(mi) +q(d1) =1, |

dessen L&sung ist (analog zu oben)
| (@1 (1), q1(m1), s (dh)) = (qa(u), 1 = 3q1(u), 201 (w1))y (1) € (0,4).
Also gilt fir das Wahrscheinlichkeitsma$ Q

Q({{u1,u2)}) = q1(u1) g2(uzlwy)

Q({(u1,m2)}) = q1(w1) ga{meluy) = @1(w1) (1 — 3gz(uz|wa)),

Q{{m1,u2)}) = qu{m1) g2(uzlmy) = (1 — 3q1(w1)) ga(ualma),  @a(u1), g2(ualma) € (0,3).
(Beachte: Die Berechnung von Q({w}) filr w € Q\ {{(u1,u2)}, {{(v1,m2)}, {(m1,u3)}} ist nicht
notwendig, da die Call-Option fir diese w null ist. Es ist klar, dass Q({w}) > 0 fiir alle w € 2,
da die alle Ubergangswahrscheinlichkeiten grofer als null sind. Somit ist Q ein &quivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl, d.h. Q € M*.) Wir erhalten

EqlH] = 3Q({(u1,u2)}) + Q({(ma, u2)}) + Q({(m1, u2)})
= 3q1{(u1) g2 (u2lu1) + q1{u1) (1 — 3g2(uz|u1)) + (1 — 3q1 (u1)) g2(u2|mi)
= q1(u1) + g2(u2|my) — 3q1(w1) qz('lleml)

mit ¢y {t;), ¢2(uz2|m;) € (0, ). Durch scharfes Hinsehen erhalten wir
- 1
inf H|=0, H|l=-.
o, EolH] sup Eq(H] = 3

Dies lasst sich auch formal nachrechnen. Dazu betrachten wir die Funktion
f(ziy) :=.‘B+y—3:cy.

Zunachst stellen wir fest, dass f(q (1), g2(uz|m;)) = Eg[H] = 0, da H > 0. Aus f(0,0) =0 o

folgt
inf EQ Hl = inf A m = (.
‘ QEM? | m(u:)m(mlml)e(o.%Jf(m(ul) a2(uzlm1))

Weiterhin suchen wir nach lokalen Maxima von f. Die notwendige Bedingung fir ein loksles
Extremum liefert ' \ -

’

7
5. /@EV)=1-3=0 <= y

*

5
3
a 1
-a—yf(x,y)—l—&c—o = z=3
e

Fir eine hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum ist die Hesse-Matrix von f zu be-
stimmen: i
Hiean)=(_3 7o)

Die Hesse-Matrix Hj ist indefinit. Somit wird das Supremum sup, ¢, b f(z,y) auf dem Rand
von {0,4) x {0, 3) angenommen. Da

@0 =2, 10N =1 f(4) =101 =‘.£:
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folgt BUPs ye(0.4) f(z,y) = i' Daher gilt

. i,
2up Eq[H] ... J l)‘E(M)f(r,n(m).tJ*z(ttzlml)) 3

Also liegen alle arbitragefreion Preis der Call-Option im Intervall
n(H) = (0,4).

b) Nach a) ist der Preis x(H) = 4 ein arbitragefreier Preis. Es gilt somit die Put-Call Paritét:

C+£=P+So,

Br

wobel C der Preis einer Call-Option und P der Preis einer Put-Option zur Zeit null sind. Beide
Optionen haben den Basispreis XK. Umstellen nach P und Einsctzen der gegebenen Werte liefert

K 1 1
P=C+§-T—So=z+l—1=zi .

d.h. der Preis der Put-Option muss 4 sein, damit keine Arbitrage entsteht.

Aufgabe 3

Ldeungsvorschlag: Es sei ! = {u,d} x {u,d}.

a) Das gegebene CRR-Modell ist arbitragefrei und vollstindig, da d < 1 4 r < u. Das dquivalente
Martingalma8i Q durch den Parameter

_l+r-d
- u-—d’

eindeutig festgelegt. Die risikolose Anlage B folgt dem deterministischen Verlauf

3 9
3 =7

Die moglichen Entwicklungen des risikobehafteten Wertpapieres S und der amerikanischen Op-
tion sind wie im folgenden Baumdiagramm dargestellt:

_2
q =3

B{]=1,‘ Bl=

Sa(u,u) = 4
Hy(u,u) =2
| Si(u) =2 L
H;(u)=2
[So=1 | js2(uad)=s2(d3u)=l]
Ho =1 Hz(‘u, d) = Hg(d, u) =1
S1(d) = 3 ’
z : H](d) = ] ) ‘
\[SQ(d, d) : 5 %
' Hy(d,d) =1
t=0 + $=1 r» t=2

THE CITY OF MANY' DAUGHTERS. BIG MAWVE. THE GLASS
CRADLE. THE ROAD SOURCE. LONDON PREE. HAMTOLIN.
THE SALAD BOLL. Gao's BOUDOR. THE GUITTERING SLAMR
THE STEEL FOREST: THE MOBS SIRR THE LAND OF TRAINS AND

fOG. THE MEETING PLACE. THE DARK SRR, THE LWALLED GARDEN.

Iy, ROTARY.
R e RTTRY HOW LONG DOES HIS LAST?

UERS. FE MER-ON
TEE URB ORB. THE CITY No CITY HAS EVER

OF ANGLES. THE BIG \HEEL LET HM STAY LONG

BRD (ITY USA. TE CITV OF ENOUGH T0 FIND OUL
SEVEN CROUNS. HILLTOPA, /
BUGATY. THE W\% f?
CUP. LORTES FEN. FE LAST DU
THE EXPW SEX GHOST HARBOR.
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) =g Zwmd)=2(du) =5 Z@d=3

Z)(u) = max

Il o i

Z)(u) = max

-w

& cajr N

ol N

: Zo=max{1.

1

Nach der Vorlesung ist nd(H) = Zg = AR der faire Preis der Option zum Zejitpunkt ¢ = 0.
Fir den optimalen Ausiibungszeitpunkt r* gilt

™ = min{t > 0: 2, = HB;},

d.h.

. ™w)=1 Vwell
Alternativer L8sungsweg 1: Der Preis der amerikanischen Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist
gegeben durch

(H) = supBo 2]

r<T
und fiir den optimalen Ausiibungszeitpunkt 7* gilt

.\Virhaben
- Eq[Ho] =1,
ko3| =3eara-m=3(22+3) -7

Somit gilt |
o) g [2] « 2
f‘;‘z’EQ[B., =R |3 =T

Also ist der Preis der amerikanischen Option zur Zeit £ = 0

10
g (H) = 3
und der optimale Ausiibungszeitpunkt ist 7* = 1, d. h. es ist optimal die Option zur Zeit 7* =1

auszuiiben.
Alternativer L8sungsweg 2: Der Preis kann auch mit dem Preis-Algorithmus aus der Vorle-
sung bestimmt werden. Es gilt

Hy = h(S;) mit h(s) = min{max{$,1},2} fiir{=0,1,2,

d.h.

Hy = h(So) = h(1) =1,

. Hy(u) = h(Si(w)) = h(2) =2,
Hi(d) = h($1(d)) =h(3) =1,
Hy(u,u) = h(S2(u,u)) = h(2) = 2,
Ho(u,d) = h(S2(u,d)) = h(1) =1,
Hy(d, 2) = h(S2(d, u)) = k(1) =1,
Ha(d,d) = h(S:(d,d)) = h(}) = 1.

Der Preis einer amerikanischen Option nd(H) im CRR-Modell berechnet sich nach folgendem
Algorithmus:

pr(Sr) = h(Sr)

pe(S:) = max { h(5:), 'T'}:;(qpﬂ-l(stu) +(1 - Q)Pt-i-l(std))}

po(So) = max {h(so), ﬁ(qm(sou) +(1- q)p1(Sod))} = wd(H).
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Fir das gegebene Modell erhalten wir

pa(S2(u,u)) = pa(4) = h(4) = 2,

p2(Sa(u, d)) = pa(Sa(d, u)) = pa(1) = h(1) = 1,

pa(Sa(d, d)) = p!(i) = h(i) =1,

p1(S1(u)) = p1(2) = wax {h(2), § (§p2(4) + §p2(1))} = max {2,§ (§ -2+ 1)} = 2'
pi(S1(d)) = pr(}) = max {A(}), § (3p2(1) + §pa(}))} = max {1,§ (§ -1 + }- )}

Po(So) = po(1) = max {h(1), § (4p2(2) + 4pa(8))} = max {1,§ (4 .2+ 4 1)} = -—-.
Der opt.imale Ausiibungszeitpunkt ist 7* = inf{t 2 0: p(S;) = H;} = L.

b) Nach der Vorlesung existiert cine selbstfinanzicrende Handelsstrategie ¢, 8o dass V¥ = B Z;

‘Aufgabe 4

firt < r g te: By Z, > H; fir allo ¢, da fir die Snell-Einhiillende (Z;) von (HB; 1) gilt

Zy 2 HiB;" fir alle t und B;+Z;« = Hy.). Da 7* = 1, suchen wir (ap, 5p), 8o dass folgende
Bezichung crfiillt ist:
| xS + foBy = VY = BiZy,
d.h.
. 3 3 4
ao.S‘l(u) + ﬂ031 = .8121(3) o 200 + §ﬂo = '2‘ ’ 3 = 2,
1 3 2
0031((‘) + Bo By =Blzl(d) — -Qo'i-% =§§ = 1.

Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten liefert

—~aqp=1 a—?-
200 0"'3'

Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

ok

1 3 3 2 ‘
-§+§ﬁo~l = 5‘8"_5 =  fy=-.

@0

Also ist die optimale Hedging-Strategie bis zur Ausitbung

= (o, Bo) = (g. g) -

LSsungsvorschlag:
a) Um den Markt auf Arbitragefreiheit und Vollstéindigkeit zu priifen, bestimmen wir die Menge

aller Aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafle
M* ;= {Q Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, F) : Q ist Martingalmafi, Q ~ P}.

Falls M* # 0, dann ist der Markt arbitragefrei (erster Hauptsatz der Preistheorie). Gilt so-
gar |[M*| = 1, dann ist der Markt vollstindig (zweiter Hauptsatz der Preistheorie). Fir ein
Wahrschemhchkatsm&B Q € M™* muss gelten

Eq[ST | Fo) = 8§ Q-fs., k=1,2.
Dies ist &quivalent zu
EQ[Sf] = S[l):: k=1,2,

da hier Fo = {8, 2} und By = B; = 1. Wir setzen g; := Q({w;}) fiir { = 1,2, 3. Durch Einsetzen
der gegebenen Werte von S! und $? und der Eigenschaft eines WahrscheinlichkeitsmaBes Q,
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

{1 1 1 Q1 1 \
2 1 3]|ee|l=]1]. (1)
35 3/ \n/ \l

Umstellen der ersten Gleichung nach g3 liefert
Bp=l-q-q
Durch Einsetzen von g3 in die zweite Gleichung von (1) erhalten wir

1
291+Qz+§(1—q1—q2)=1

2Q1 292—
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Setzen wir ¢; und ¢ in die dritte Gleichung von (1) ein, so ergibt gich

8/1 1 8 1 1 1 _
5(‘5—3@)+9W+5(1—§+§ﬁ ‘D)—

8 2 2
- e om o= gy =1
g 9 9%
= 10-24;=9
1
> =§-
pamit It ok B o ainl
N=373'2%% s 8 2 3
Also
] furi=1,
Q({w;})= } filr § = 2,
} furi=3

 Das lineare Gleichungssystem (1) ist somit eindeutig 18sbar, d.h. es existiert genau ein Mar-

tingalmaB. Das berechnete Martingalma8 Q ist zudem Bquivalent zu P, da Q({wy}) > 0 fiir
i = 1,2,3. Somit gilt M* # @, insbesondere |M*| = 1. Nach dem ersten und zweiten Hauptsatz
der Preistheorie ist damit der gegebene Finanzmarkt arbitragefrei und vollsténdig.

b) Wir betrachten die Nutzenfunktion U(z) = 1 - 1, z > 0. Es gilt

U'e) =
und daher (Beachte: Bild(U’) = (0, c0).)
(U)() = —;5 y>0.
-Wir setzen
Loy _ [27873 Rri=h
Z(wyg) 1= — e = 3'%=% fiir £ = 2,
81 P({wi}) 3-%=1 fiir ¢+ = 3.

Laut Vorlesung ist das optimale Endvermégen gerade X* = (U’)~(y*Z), wobei y* der Lagrange-
Multiplikator ist, der die Bedingung Eq [ﬁ] = g erfillt. Zupﬁchst ist

1
vv¥'Z'
Wir bestimmen den Lagrange-Multiplikator ¥* aus der Nebenbedingung

X*=U)"'2) =

zo = Eqg [%1] = E[X*Z] =E [f\/:_-fZ—Z‘ = J}E[ﬁ],

wobed f

1{1 \/5 1 1 1 |
E == | — —+41] =c—d4— 4+ = =:Kyg.
vVZ] 3(\/5"' 2+) AT ETI=
Also folgt ‘
1L _ =
N
Daher ist das optimale Endvermégen
\
1 To 1
r:-—-:-—.__..
VIrZ koVZ

Dabei ist zu beachten, dass X* Fy-messbar (F; = F) ist, da Z F-messbar ist. Somit ist das
optimale Endvermdgen X* in der Tat wie behauptet :
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Aufgabe 5

Losungsvorschlag: Scien X,Y € L? zwei Zufallsvariablen mit Werten in (—00,0) und X =ssp Y,
E[X] = E[Y|. Wir bezecichnen mit ux die Verteilung von X und mit uy die Verteilung von Y. Laut

Vorlesung gilt:

XrsspY / fduy 2> / fduy HRir alle wachsenden, konkaven Funktionen f
<= E[f(X)] 2 E[f(Y)] Fir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.

Die zweite Aquivalenz folgt dirckt aus der Definition des Erwartungswerts. Die Mtion f(z) =
-z2 z <0, ist wachsend (f'(z) = =2z > 0 fir z <) und konkav (f”(z} = =2 < 0). Daher gilt

~E[X?] > -E[Y?] <= E[X? <E[Y?].
Somit erhalten wir
Var(X) = E[X?] - (E[X])? < E[Y?] - (E[X?]) = E[Y?] - (E[Y])? = Var(Y).
Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, da E[X] = E[Y] vorausgesetzt wurde.

Aufgabe 6

L3sungsvorschlag:
a) — Der Value at Risk zum Niveau A € (0,1) einer Finanzposition X € L° ist gegeben durch
VaRy(X) := —g%()) = gZx(1 = A) = inf{m : (X + m < 0) < A},

wobei ¢§(A) := inf{z : Fx(z) > A} und gx(}) := inf{z : Fx(z) 2 A}.
— Der Average Value at Risk zum Niveau A € (0, 1] einer Finanzposition X € L' ist gegeben
durch

1 A
AVaR\(X) = 5 /0 VaR, (X)d7.

b) Im Folgenden bezeichne F~(a) := inf{z : F(z) > a},a € (0,1), die Quantilfunktion einer
Verteilungsfunktion F. Es gilt g&()) = Fx'(A) fiir fast alle A € (0,1). Somit erhalten wir

X rrsp Y &= Fg'()) > Fy' (M) fir alle A € (0,1)
= g% ()\) = ¢i()) fiir fast alle A € (G,1)
< VaR\(X) < VaR(Y) fiir fast alle A € (0, 1).

Die erste Aquivalenz gilt nach Satz 8.4 der Vorlesung.

¢) Sei A € (0,1). Unter den gegebenen Voraussetzungen sind die Verteilungsfunktionen Fx, Fy
invertierbar und Fg', Fy, 1 sind ebenso strikt wachsend und stetig. Daher gilt g3 (A) = F(A)
fir alle A € (0,1). Also
VaRx(X) = —g§(A) = —F5' (V).

und analog
VeRA\(Y) = —F5(A).

Wir setzen f(z) := Fx'(z) + Fy Yz), z € (0,.'1), ungd stellen fest, dass f nach Voraussetzung
strikt wachsend, stetig ist und damit invertierbar (insbesondere f(f~*(x)) = z). Somit erhalten
wir

VeR\(X +Y) =inf{m :P(X +Y +m <0) < A}
= inf{m : P(f(U) < —m) < A}
= inf{m : P(U < f~'(+m)) < A}
= inf{m: f~1(-m) < A}
= inf{m : m 2 — f(A)}

—f{(A)

= —Fx'(3) - F7'(3)

= —gx(A) — gy (N)
= VaRa(X) + VaRA(Y).

Bei der vierten Gleichheit wurde verwendet, dass fiir eine gleichverteilte Zufallsvariable U ~
U, gt PU<z)=PULz)=afirze€ (0,1).
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