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Aufgabe 1 (9 Punkte)
Betrachten Sie die folgenden drei einperiodigen Finanzmérkte:

(A) Q={u,d}, Bo=1, Bl=§, So=1und

s

5 fallsw=u
Q —J 3 9
1) {g falls w = d.
(B) (1 = {u,m,d}, .Bo = 1, BI — -g-, SO = 1 und
| -g-, falls w = u,
Sl(w) - %1 falls w = m,
2, fallsw=d.

(C) Q= {u,m,d}, Bo=1, By =%, S5 =S5 =1 und

2, falls w=u, 2, fallsw =1,
Siw)=<2, fallsw=m, Slz(w) =<8, falsw=m,
8, fallsw =d, 2, fallsw=d.

a) Welche der Modelle sind arbitragefrei? Beschreiben Sie fiir diese die Menge der dquivalenten
Martingalmafie. Finden Sie fiir alle anderen Modelle eine Arbitragestrategie und weisen
Sie nach, dass es sich um eine Arbitragestrategie handelt.

b) Welche der arbitragefreien Modelle sind vollstéindig? Begriinden Sie Ihre Aussage.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Gegeben sei ein arbitragefreier, aber nicht notwendig vollstindiger Finanzmarkt mit einem

risikolosen Wertpapier und einer Aktie mit Preisprozess (S;). Es existieren drei Call-Optionen

auf dieselbe Aktie mit gleichem Filligkeitszeitpunkt T > 0 und verschiedenen Basiswerten
(Strikes) K3 > 0, K; > K und K1th2  Zur Zeit t = 0 betrage der Preis der Calls C(Kj),

C(K>) und C (£1£%2), Zeigen Sie durch Arbitrageiiberlegungen, dass folgende Beziehung gilt:
2C (12) < C(Ky) + C(Kz).

Hinweis: Nehmen Sie an, dass die umgekehrte Ungleichung gilt und konstruieren Sie eine Ar-
bitragestrategie. Verwenden Sie dazu folgende Tabelle:
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Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben sei ein dreiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit v = 2, d = 2, So = 1 und
r = 0. Wir betrachten eine amerikanische Lookback Call-Option mit der Auszahlung

H,=5—minS, t=0,1,2,3.

0<s<t

a) Bestimmen Sie den Preis dieser amerikanischen Option zum Zeitpunkt £ = 0. Geben Sie
eine optimale Ausiibungsstrategie an.

b) Bestimmen Sie dje Anfangsposition zur Zeit ¢ = 0 einer Hedging-Strategie der Option.

Aufgabe 4 (8 Punkte)
Wir betrachten das PortfohOOptlmJerungsproblem nach Markowitz mit zwei risikobehafteten

Anlagen mit den zufilligen Renditen R}, R%. Die zugehorige Kovarianzmatrix der Renditen sei

2
i 2 '
- P I102 g

wobei o? die Varianz der Rendite RL, 02 die Varianz der Rendite R und p den Korrelations-
koeﬁimenten von R} und R bezeichnen. Die Matrix ¥ sei positiv definit.

a) Bestimmen Sie das Minimum-Varianz-Portfolio myvp in Abhéingigkeit von oy, o2 und p.

b) Zeigen Sie, dass fiir die minimale Varianz o,yp gilt:

‘712v.rVP < mjn{of,ag},

falls p %{{2—%}, d. h. in diesem Fall ist die minimale Varianz kleiner als die der einzelnen

Anlagen.
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Aufgabe 5 (4 Punkte) | .
Gegeben sei eine Gleichverteilung u auf den Punkten {-2,-1,0, 1,2}, d.h. u({i}) = 5, i €

{—21 —1: 03 11 2}‘

a) Geben Sie eine Verteilung v auf den Punkten {-2,-1,0, 1, 2} an, so dass u <frsp v (bzw.
i =<mon V). Begriinden Sie Thre Wabhl. -

b) Geben Sie eine Verteilung v auf den Punkten {-2,-1,0,1,2} an, so dass u <gsp v (bzw.
i =un V). Begriinden Sie Ihre Wahl.

Aufgabe 6 (6 Punkte)

a) Definieren Sie Value at Risk and Average Value at Risk.

b) Sei Y eine Zufallsvariable mit einer stetigen, strikt wachsenden Verteilungsfunktion Fy
und endlichem Erwartungswert. Zeigen Sie:

VaR,\(Y) = —inf{z € R : AVaRy(max{Y,z}) = -z}, A€ (0,1).
Hinweis: Fir eine monoton wachsende Funktion f:R — R gilt: Ff_(i,)() = f(Fy())-

——______———-’—l_-—-—-—____-————-_—-—
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Musterlosung
Aufgabe 1 (9 Punkte)

a) (A): Offenbar handelt es sich beim Finanzmarkt (A) um ein einperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-
Modell mit Up-Faktor u = g—, Down-Faktor d = % und r = % Wegend < r+ 1 < u, ist
somit der Finanzmarkt (A) arbitragefrei. Es gilt Q({u}) := q = -’-ﬁé = £ und damit ist -
die Menge aller &quivalenten Martingalmafle gegeben durch

M* = {Q Wahrscheinlichkeitsma8 auf §1: ¢ = %} ;
(B): Fiir ein équivalentes Martingalma8 Q auf Q = {u,m, d} muss gelten

-

S D 2 o 4
— | =5 & - - -3 = —,
EQ[BI] 0 s+ 3R+ =3
4

m+@+%=@

q1, 49z, q3 > 0,

wobei q1 := Q({u}), g2 := Q({m}), g3 := Q({d}). Umstellen der zweiten Gleichung nach g2
und Einsetzen in die erste Gleichung liefert

0 2 3 4
§f11+§(1-41—f13)+§qs—§
= q-ra=2
q 903—3

— q1_6+q3.

Offensichtlich ist ¢; € (0, 1) fiir g3 € (0, 1). Analog ergibt sich durch Umstellen der zweiten
Gleichung nach ¢; und Einsetzen in die erste Gleichung

5, -2 0 4
s(l- -~ @)a+36e+ga=3

TS
— qz2 993— 3

3 — 10
= g=- 9q3.

Es gilt g2 € (0,1) falls g3 € (0, 3%5). Somit ist die Menge aller dquivalenten MartingalmaRe
gegeben durch

6+ g3 3—10
g y @2 = 9 q3,Q3€(0,1—%)}.

Nach dem ersten Hauptsatz der Preistheorie ist somit der Finanzmarkt (B) arbitragefre,
da M* #£ 0.
Alternative LOsungen:

M* = {Q Wg.hrscheinlichkeitsmaﬁ auf Q:q =

M* = {Q Wahrscheinlichkeitsma8 auf Q : q; € (

o [

,i%),Q2=7—10fI1,Q3=9Q1—6},

— 3 _
qz',Q2€(0,%),¢13= ng,}-

-J

M* = {Q Wahrscheinlichkeitsmall auf 2: ¢ = 10 10
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(C): Fiir ein Martingaimaﬁ Q auf Q = {u,m,d) muss gelten Eq [g};] =83, i=1,2, dh.

N . ..
5 5 8 4
§QI+§QZ+§Q3—§’a

wobei g1 := Q({u}), g2 = Q({m}), g3 := Q({d}). Die Differenz der beiden Gleichun-
gen liefert g = 0. Somit existiert keine équivalentes Martingalma8, denn dafiir miisste

q1,q2,q3 > O erfilllt sein. Also ist der Finanzmarkt (C) nach dem: ersten Hauptsatz der

" Preistheorie nicht arbitragefre. |
Es ist leicht zu sehen, dass die Handelsstrategie ¢ = (ao, fo) mit ap = (1,-1) und fo =0
eine Arbitragestrategie ist. Tatséchlich ist

V¥=al+ab+P=1-1+0=0

‘und -
VP (w) = abS}w) + a2S3(w) + foBy = SH(w) - SH(w) 20 Vweq

Folglich gilt P(V¥ > 0) = 1. AuBerdem gilt P(V > 0) > 0, da S}(m) — §{(m) = I>0.

b) Die Modelle (A) und (B) sind arbitragefrei, siche a). Wir untersuchen somit nur (A) und (B)
auf Vollstindigkeit.

(A): Wir haben bei a) bereits festgestellt, dass der Finanzmarkt (A) ein CRR-Modell mit d <
1 4+ r < u ist. Somit ist der Finanzmarkt (A) vollstindig. |

(B): Wir haben bei a) bereits gezeigt, dass |[M*| > 1. Somit ist der Finanzmarkt (B) nach dem
zweiten Hauptsatz der Preistheorie nicht vollstdndig. :

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Lssungsvorschlag: Wir haben einen arbitragefreien Finanzmarkt und drei Call-Optionen Ci,C2,C3
auf dieselbe Aktie (S;) mit gleicher Filligkeit zum Zeitpunkt T > 0. Die Call-Optionen Ci, C2 und
C; haben die Strikes K7 > 0, K2 > 0 bzw. 5132-52 AuBerdem existiert ein risikoloses Wertpapier mit

Verzinsung r > —1. Es ist zu zeigen:

oC (KatK2) < C(Ky) + C(K3) <= 2C (5£52) - C(K) - C(Kz) <0.

Dafiir nehmen wir an, dass

B :=2C (523%2) — C(K,) — C(K3) > 0.

Nun konstruieren wir ein Portfolio, welches eine Arbitragestrategie liefert. Die folgende Tabelle stellt
die Werte der Positionen des Portfolios zum Start ¢ = 0 und zur Filligkeit der Optionen ¢ = T dar,

abhingig vom Marktverlauf.

Aktion zur Zeit ¢ =.0 A:szahlung zur Zeit t =T
Sr < K, K< SrgBtfa | X% < Gr < K St > K2 |
verkaufe 2x Call mit Strike X142 0 0 | 2 (ST——— Kitka) | —2(Sr - 51;—"1)'
kaufe 1x Call mit Strike K, 0 St — K Sr — K1 Sr — K,
kaufe 1x Call mit Strike K2 0 I 0 o 0 | St — Kz‘
. investiere den Restbetrag
2C (B2452) - C(K,) - C(K2) in (1+r)"B -~ (1+r)"'B (1+r)TB (1+r)TB
Bond L - ) ) . B _
Portfoliowert = 0 (1+7)TB>0 ST r_),fg ">' ((Jl + KQSTSE : g i3 1+r)TB>0
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Das Portfolio zeigt, wenn wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 zweimal C3 verkaufen, jeweils einmal C} und C7 kau-
fen, und den Rest in den Bond investieren, so erhalten wir eine Arbitragestrategie, da die Auszahlung
zum Zeitpunkt 7' mit einer positiven Wahrscheinlichkeit positiv ist (hier sogar mit Wahrscheinlichkeit

1). Dies ist ein Widerspruch zur Aribtragefreiheit. Also gilt
20 (K142) — C(K,) - C(K2) < 0.

Alternativer L8sungsweg:

Aktion zur Zeit t =0 Auszahlung zur Zeit t =T
K < Sr < Katfa £1Ka <« Sr < Ka

verkaufe 2x Call mit Strike £13%2
kaufe 1x Call mit Strike K

kaufe 1x Call mit Strike X3

Portfoliowert =
~C (Bt52) 4 O(K1) +C(K32) < 0

Das Portfolio zeigt, wenn wir zum Zeitpunkt ¢ = 0 zweimal C3 verkaufen, jeweils einmal C3 und C»
kaufen, so erhalten wir einen Free Lunch, da V¥ < 0 und P(V > 0) = 1. Dies ist ein Widerspruch zur
Aribtragefreiheit, da man aus einem Free Lunch eine Arbitragemoglichkeit konstruieren kann. Also

gilt

2C (F23%2) — C(K1) - C(K3) < 0.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Lésungsvorschlag: Es sei Q = {4,d} x {u,d} x {u,d}.
a) Das gegebene CRR-Modell ist arbitragefrei und vollstéindig, da d < 1 4+ r < u. Das dquivalente
Martingalmafl Q ist durch den Parameter |

. 14+r—d 1

d—

. q
u—d 2
eindeutig festgelegt. Die risikolose Anlage B folgt dem deterministischen Verlauf
| By=By=By=B3=1. )

Die moglichen Entwicklungen des risikobehafteten Wertpapieres S sind im folgenden Baumdia-
gramm dargestellt:

=1 | -

| \1 | -3-

2 \ / 8
-~ 1
4

&

8

t=0—— t=]1] —— =2 t=3
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Die amerikanische Lookback Call-Option entwickelt sich wie folgt:
Hy=0
1
H1(u) = E, H](d) - 0,

Ha(wu) =3, Ha(wd)=0, Haldu)= % Ha(d, d) = 0,
- o
Hs(u,u,u) = %9, H3(u, u,d) = %, Hs(u,d,u) = g, Hj3(d,u,u) = 3’

1
H3(u,d,d) =0, Hs(d,u,d)=0, Hs(d,d,u)= 3’ Hj(d,d,d) = 0.
Bestimme die Snell-Einhilllende Z = (Z;)¢=0,1,2,3 von (H:B; ')e=0,1,2,3, d.h.

25:= 5 = Hs
H,
Zy = max {E’EQ[ZH-I I J:t]} , t=0, 1,2
4
Also
19 1 3 5
Za(u u, u) 8 e ZS(“, u, d) —_— §, Za(u, d, U) — —, Za(d, u, U) = g,

Z3(u,d,d) =0, 2Z3(d,u,d)=0, Z3(d,d,u)= %, Z3(d,d,d) =

g,
5119 1\] 5 1/3 3
Zz(u,u) — max{z,i (g §)} = -4", Z2(u,d) = Imnax {0, 5 ('8' +0)} =~ 161
11(5 5 1/1 1
11 6

. 5 3 23 1/5 1 3
Zl(“)=m“{§’§(z+1—6)}—§’ Zl(d)_m&x{o’é'('ié"ﬁ)}"sz_16’
1 /23 6 |

Zo = max{Ho, Eg[Z1]} = max {0 5 (32 - ﬁ)} = =1

Nach der Vorlesung ist 7§ (H) = Zo = &7 der faire Preis der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Fiir den optimalen Ausiibungszeitpunkt 7* gilt
™ = min{t > 0: Z, = H;B; '},

d.h.

3, sonst.

| o {2, w € {{u,u,u}, {u,u,d}},

b) Nach der Vorlesung exlstlert eine selbstﬁnanmerende Handelsstrategie ¢, so dass V;¥ = B:Z;
fiir t < 7* (Beachte: ByZ; > H; fiir alle ¢, da fiir die Snell-Einhiillende (Z;) von (HtB“l) gilt
Zy > HtB"1 fiir alle ¢ und B;+«Z,» = H,+). Die Anfangsposition (ag, 8g) zur Zeit ¢ = 0 einer
Hedging-Strategie ¢ der Option erfiillt also folgende Beziehung:

apS1 + fo b1 £ V¥ =B12, = 7,

d.h.
3 23
apS1(u) + B1 = Z1(u) <= 500 + fo = 39’
1 6
aSi(d) +B1=2{d) = Zao+h= 35"
Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten liefert
o 17
"~ 3y
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Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt

1 17 6 5
g th=5z < A=

Also ist (ao, B0) = (35, —#) die Anfangsposition zur Zeit ¢t = 0 einer Hedging-Strategie der
Option. Filr die Hedging-Strategie gilt

Vo s v e i
WEnTwH o
Aufgabe 4 (8 Punkte)
L8sungsvorschlag:
a) Lauf Vorlesung gilt:
TMYVP = éE"le mit C = e' 2" e.

(Beachte: Die Annahme der Vorlesung, dass die Vektoren e = (1, 1) und m (Vektor der erwarteten
Renditen) linear unabhéngig sind, ist fiir die Berechnung des Minimum-Varianz-Portfolios nicht

notwendig.) Es gilt
»-l = 1 ( 0'% —p;7102)
= "1 — D . 2 | .
a105 — (po102) po102 0y

~ Also ist
' | 02 + 02 — 2p010
R C el 2 P 1_2_
- 0.10.2_( 2
192 p0102)
und somit
0% — po10g
| o2 — poio 2 -
. . 1 2 1921 _ | 02 + 0% — 2po102
MVP_02+02—2 o 2
1 792 —4«po1o2 | i — poi102
' 0y — PO102

0? + 02 — 2po102

Alternativer Lésungsweg: Wir bezeichnen mit o € [0,1] den Anteil des Vermogens, der in die
Anlage mit der Rendite I% investiert wird. Ein Portfolio aus beiden Analgen ist somit gegeben

durch m = (@, 1 — @). Die Varianz eines Portfolios 7 ist

. p=a_olaz' /
o?(n) = a?o? + (1 — a)’02 +20(l —a)orz = ool + (1 — a)’0s + 2a(l — a)poi02
= (02 + 0% — 2p0102)a* — 2(03 — po1o2)a + o5
S S S N ——’
=:q =:b =C

= aa’® — 2ba + c ;= f(a)
Wir bestimmen eine Minimumstelle von f:
b 05 — pO102

fla)=2aa—-26=0=> a*=-= —.
fle) a of+oi—2p0o102

Bei o* handelt es sich um eine Minimumstelle von f, da

" 2, 2 PEIZL 5 2
(@) =2a = 2(0f + 03 —2po102) 2> 2(01 +03 —20102) = 2(01 — 02)° > 0.

(Alternative Begriindung: Da f(a) = (a,1 — a)X(e,1 - o)’ und aufgrund der positiven Defini-
theit von X, ist f(a) streng konvex und somit a* eine eindeutige Minimumstelle.) Also ist das

Minimum-Varianz-Portfolio 7%,,» gegeben durch
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o3 — po102

a 202 — 2pg102
of+ 05 — 2p0102
TMVP = ="t
1 a* 01"[70'10'2
= 12 Onmin
01+02—2PC"102

b) Laut Vorlesung ist die minimale Varianz o},,,p gegeben durch

o2 yp = é _ 010} . (po102)* 20'%0%2(1 -0
02+ 02 -2p0103  0F + 02 — 2p0102
Es gilt
ohvp < 031
—~ o}ag — pza?crg < Gf T 0303 - 20 %PU 102
&= 0<(0? - po102)°
=  p#—
02
Analog gilt
ohvp <05 = p# g':‘

Folglich ist 0%;yp < min{o?, 03}, falls p # D210
Alternativer Lsungsweg zur Berechnung der minimalen Varianz: Die minimale Vari-
anz o4,y p ist gegeben durch

2 [
o=@ = (¢ =a(2) ~l o= Lo 2T

a a a

_ (of + o3 — 2pg102)05 — (03 — p0102)*
0'% + 0'% — 2p01092

0202 + 0% — 202p0102 — 0 + 203p0103 — pPoto;

0'% 5 0’% — 2p0102

_ _o105(1 - p°)
0% + 03 — 2po102

Aufgabe 5 (4 Punkte)
L3sungsvorschlag:

a) Die Forderung wird zum Beispiel von der Verteilung v, definiert durch

0, ie{-2,-1,0,1},

V(i) = B({ip) = {1 g

erfiillt, da |
Fu(z) < F(z)Vz <= pu=<pspv.

b) Die Forderung wird zum Beispiel von der Verteilung v, definiert durch

v({i}) = {0’ t€1-2,-1,1,32})

1, 1 =.0$
erfiillt. Dazu betrachten wird zwei Zufallsvariablen X ~ v und Y ~ u. Laut Vorlesung gilt:

u=<ssp v < E[f(Y)] SE[f(X)] fir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.
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erfiillt. Dazu betrachten wird zwei Zufallsvariablen X ~ v und Y ~ u. Laut Vorlesung gilt:
u <ssp v < E(f(Y)] <E[f(X)] fir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.

Wegen der Jensenschen Ungleichung gilt fiir eine beliebige wachsende, konkave Funktion f

2

Ef(Y)] < f(E[Y]) = f (z g) = £(0) = Elf(X)]

§=—2

Alternativer Lﬁsungsweg’: Fiir v = 4§y gilt u <gsp v, da u <rsp v impliziert 4 <gsp V.

Aufgabe 6 (6 Punkte)
Ldsungsvorschlag:

a) — Der Value at Risk zum Niveau ) € (0, 1) einer Finanzposition X € L ist gegeben durch
VaR\(X) := —q%(A) = ¢_ (1 — A) = inf{m : P(X + m < 0) < A},

wobei gy () 1= inf{z : Fx(z) > A} und g3 () = inf{x : Fx(z) > A}.
— Der Average Value at Risk zum Niveau A € (0, 1] einer Finanzposition X € L! ist gegeben
durch

A
AVaR)\(X) := —/1\-/ Va,R.,(X) d.

~ b) Im Folgenden nutzen wir die Schreibweise = V y := max{z,y}. Sei A € (0,1). Da Y eine Dichte
besitzt, gilt VaR\(Y) = —Fy ' (}), wobei Fy;! die normale Umkehrfunktion ist. Auerdem ist

Fy, 1 stetig und streng monoton wachsend. Sormt gilt firz e R

X .
AVaRA(Y Va) = § [ VaRy(¥ va)dy = -5 / Fpl (M dy=— [ max{Fy (), z} dv,

wobel wir bei der dritten Gleichheit den Hinweis beziliglich der monoton wachsenden Funktion
f(y) = max{y, z} genutzt haben. Um AVaR)\(Y V x) abzuschitzen, betrachten wir zwei Fille:

— Fall: z > Fy;}(\) <= Fy(z) > ). Folglich ist z > Fy, () fiir alle v € (0,)), da Fy?
wachsend ist. Somit gilt

A A
[ max{Fy ' (y),z}dy = / zdy =z
0 0

Also AVaR\(Y Vz)=—
— Fall: z < Fy;}()) <= Fy(z) < A. Folglich existiert ein ¥ € (0, A), so dass z < Fy,' () fiir
alle v € (¥, A]. Somit gilt

A A
max{F;l(fy),x} dy > / zdy =zA. ,-
0 0

Also AVaR)\(Y Vz) > —=.
Damit erhalten wir

— inf{z € R : AVaR)(max{Y, z}) = -z} =—-inf{z€eR:z > Fyl(N)} = —F7()) = VaRy\(Y).

e —— e e P ——— e ——
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