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Aufgabe 1 (2+3+2£7 Punkte)
Betrachten Sie einen Zahlungsanspruch H = h(Sr) mit folgendem Auszahlungsprofil:

h(ST)

Ks

Ks + K, — K,

Hierbei sind 0 < K; < K3, 0 £ K3 < K3 — K; und Sy der Schlusskurs der zu Grunde liegenden
Aktie.

a) Bilden Sie H mit Européischen Call-Optionen auf die selbe Aktie und durch eine Investi- .
tion in den Bond nach.

b) Berechnen Sie den Preis von H zur Zeit t = () im zweiperiodigen Cox-Ross-Rubinstein-
Modell mit Parametern u = 5 ,d = 5, = ﬁ, K =175, Ko =125, K3 = 30 und Sy = 100.

¢) Wie viele Aktien werden in der Hedgingstrategie fiir H zur Zeit t = 0 gehalten?

Aufgabe 2 (5+4=9 Punkte) .
Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt iiber (2, F,P) mit zinsfreiem normierten Bond B,

dh By = B; = B, = 1 und zwei Aktien S und 5@ Die Kursentwicklung der Aktlen in
Tupelschreibweise (S(l) S(z)) mit £ = 0,1, 2 sei wie folgt:

(13, 10)
(11,9) - (11,9
< (11.9)

| (12,11)
(10, 10) (11,10)==—"__ (10.9)

(12, 5)
(8,11) < (10, 14)
(6,11)
a) Bestimmen Sie die Menge der Martingalmaie M und die Menge der &quivalenten Maxr-

tingalmafile M*.

b) In welchem Preisintervall sollten arbitragefreie Preise fiir H, := (S(l) 5‘52))'+ und H, :=
(9 — S ))'*‘ liegen? Ist einer der Zahlungsanspriiche erreichbar?
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Aufgabe 3 (541=6 Punkte)
Gegeben sei folgender zweiperiodiger Finanzmarkt mit Zinsrate r = %
S

Si1(u) =11 2(u,u) =13
— 52(u: d) = 8
So = Sz(d, U) =9
S1(d) = 8 Sa(d,d) = 5

a) Bewerten Sie eine amerikanische Put-Option mit Basispreis K = 10.

b) Bestimmen Sie die optimale Ausiibungsstrategie fiir die amerikanische Put-Option aus a).

Aufgabe 4 (24+14-14241=7 Punkte)

Im Folgenden werden fiinf Aussagen getroffen. Entscheiden Sie fiir alle Aussagen, ob diese
korrekt oder falsch sind. Beweisen Sie korrekte Aussagen und widerlegen Sie falsche Aussagen
mit einem Gegenbeispiel. | ‘

a) Ein endlicher Finanzmarkt ist arbitragefrei genau dann, wenn es ein Martingalma8 gibt.

b) Ist in einem endlichen Finanzmarkt der Call mit Basispreis K und Falligkeit T auf die
Aktie mit Kurs (S;) erreichbar, so ist auch der Put mit Basispreis K und Falligkeit T auf
die selbe Aktie erreichbar. -

¢) Im Markowitz-Modell kann stets ein Portfoho mit beliebig kleiner Vana.nz gefunden wer-
den.

d) Seien X € L' und X € (0, 1). Es gilt stets AVaR\(X) > VaR\(X).

e) Die Summe zweier monetirer RisikomaSBe ist wieder ein monetéres RisikomaS$.

Aufgabe 5 (14+4=5 Punkte)

Gegeben sei eln einperiodiger Cox-Ross-Rubinstein-Markt mit Parametern u = — S = % = ()
und P({w;}) = 3, ¢+ = 1,2. Ein Investor mit Nutzenfunktion U und Anfangsvermogen will
seinen Endnutzen maxmimieren und erhilt als optimales Endvermdgen

- 1, w=w
X*(w) = {g

5 ) W = Wy,

a) Geben Sie das formale Optimierungsproblem des Investors an.

b) Bestimmen Sie das Anfangsvermogen o und geben Sie eine mogliche Nutzenfunktion des
Investors an.

Aufgabe 6 (24+4=6 Punkte)
Es sei X € L! ;= {Y € L'|Y > 0} eine Zufallsvariable mit E[X] < oo. Welter sei p: L} - R

definiert durch "
. pX) == [ 9(B(X 2 2))ds,

wobei g : [0,1] — [0,1] eine monoton wachsende Funktion mit g(0) = 0 und g(1) =1 sei.

a) Definieren Sie, wann ein Risikomaf-monoton, translationsinvariant und positiv homogen
heifit.

b) Zeigen Sie, dass p ein monotones, translationsinvariantes und positiv homogenes Risiko-
maf ist.
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Musterldsung

Aufgabe 1 (2+43+42=7 Punkte)
Lbsungsvorschlag:

a) Offenbar gilt fiir H die Darstellung

K3) | _ ST 5 Kl
H={K,+K,-85r, Ki<Sr<K, 1P
K3 + K, —.Kz, St 2 K.

Damit schreiben wir

H = Kyl(sr<k,) + (K3 + K1 — Sr)k,<sr<ka) + (K3 + K1 — K2)1(k,<57)
= K3 — (St — K)1(k,<sr<kz} + (= (St — K1) + (S7 — K2)) 1{K:<sr}
= K3 — (Sr — K1) 1(k,<s7) + (St — K2)1{),<5r)
= (St — Kg) = (ST -~ K1)+ + K3. 1P

H kann also geschrieben werden als Kombination aus zwei Call-Optionen mit Basispreisen
K, und K> und einer risikolosen Anlage in geeigneter Hohe. |

b) Wir erhalten in diesem CRR-Markt die Werte Sy(dd) = 64, Sz(Ud) Sa(du) = 192 und
So(uu) = 156.25, By = 21/20 und B; = 441/400. Ferner sehen wir ein, dass g = =8 = 2

gilt. 1P.

Um nun den Wert des Zahlungsanspruches zu bestimmen miissen wir seine Auszahlungen
berechnen. Es gelten

H(uu) = (156.25 — 125)* — (156.25 — 75)* + 30 = 31.25 — 81.25 + 30 = —20,

H(ud) = H(du) = (100 — 125)* — (100 — 75)* + 30 = —25 +30 =5

und
H(dd) = (64 — 125)* — (64 — 75)T +30=30. 1P.

Damit folgt

pemt-

ro(H) = Eq -B’i] = - [ H () + 29(1 - ) H(ud) + (1 - ¢ H(dd)

] 400180 8000
0T oy 20,5y 18 00) OISO _ppps

- 81 44181 3969

¢) Die Hedgingstrategie muss selbstfinanzierend sein, und die Auszahlung von H replizieren.
Die Replikationseigenschaft gewéhrleistet, dass der Teil der Hedgingstrategie in Periode 1
gerade 71 (H)(u) bzw. m(H)(d) kostet. Diese Werte kénnen wir leicht berechnen:

= 3 (3o -5) - 2

= ——— 1P,

2900
189

20 /5 4
nH)@ =57 (5-6)+5-30
Da die Hedgingstrategie selbstfinanzierend sein muss, muss gelten

apS1(u) + 3031 = m (H)(u)
apS:1(d) + BoB, = m(H)(d),

sodass o = Mﬁ%ﬁ&%})ﬁw = — 102 gelten muss.  1P.
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Musterlésung
Aufgabe 2 (5+4=9 Punkte) .
Lésungsvorschlag:

a) Sei (Fi)i=0.12 die von (S, S®) erzeugte Filtration. Fiir ein dquivalentes Martingalma8
Q muss dann fiir £ = 0,1 und 7 = 1,2 jeweils

S(') -89 1
F ~P.
a [Bt+1 ‘] B, 2
gelten. Fiir t = 0 bedeutet das notwendigerwelse (beachte: Sg) ist Fo-messbar)

S(l) S(l)
04 Eq |3~ | Fo| =5 = (11~ 10)q: + (11~ 10)g] + (8~ 10)(1 ~ 01 - ),
(2)

- (2)
~ 50 _ (9-10)q + (10 — 10)g + (11 — 10)(1 — s — &)

0=

EQ[ s

Dabei bezeichnet g die Wahrscheinlichkeit des oberen Pfades und ¢’ die Wahrscheinlichkeit
des mittleren Pfades. Da wir ein Wahrscheinlichkeitsma8 suchen, ergibt sich die Wahr- -
scheinlichkeit des unteren Pfades zu (1 — ¢ — ¢’). Vereinfacht ergibt sich

0

Fo

3q1 + 3q; = 2,
20 +4qi =1 |
Die Losung dieses LGS mit zwei Gleichungen und zwei Variablen ist ¢; = ¢ = 3. 3P

Fiir ¢t = 1 miissen wir in F; die drei méglichen Kursentwicklungen des ersten Schritts
unterscheiden. Man erhilt mit analogem Ansatz fiir jede der drei Moglichkeiten ein Glei-
chungssystem wie oben. '

Im oberen Pfad erhalten wir das LGS -
= (13 — 11)ga(u) + (11 — 11)g5(u) + (9 — 11)(1 — gz(u) — g3(u)),

= (10— 9)(12(%) + (9 — 9)g5(u) + (8 — 9)(1 — g2(u) — g2(u)),
das veremfacht ZU 2 = 4qy(u) + 2g5(u),

‘ | 1 = 2¢3(u) + 1g5(u)

wird. Wir stellen fest, dass dieses durch ¢5(u) = 1 — 2¢gs(u) gelost wird. Damit ergibt sich
_insgesamt das Tripel der Wahrscheinlichkeiten (go(u), 1 — 2¢2(u), g2(u)).  1P.

Die Losungen fiir die iibrigen LGS sind mit gleicher Benennung go(m) = 3 fiir den (nur
zweiarmigen) mittleren Zweig und ¢»(d) = 1,¢5(d) = # fiir den unteren Zweig. 1P.

Um die Wahrscheinlichkeit eines Pfades zu bestimmen, muss man die zum Pfad gehorenden
¢'s multiplizieren. Nummeriert man die Ereignisse von oben nach unten durch, und be-
zeichnet den freien Parameter ¢»(u) mit q findet man

w  Q{w})
uu 1
- um 1_-%23
‘ud 2
- mu 3
md %

du L -
dm %
dd 24—1
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Musterldsung

Nach Konstruktion ist also jedes derartige Q ein Martingalma8, d.h. alle Wahrscheinlich-
keitsmafle von dieser Form bilden die Menge M. Damit es sich um Wahrscheinlichkeits-
mafBe handelt, muss offenbar 0 < ¢ < gelten Damit jedes der 8 Elementarereignisse
unter Q eine echt positive Wahrschemhchkelt hat, und somit ein P-dquivalentes Wahr-
scheinlichkeitsma8 ist, muss sogar gelten 0 < g < 1. Diese MaBe bilden die Menge M”.
1P.

b) Wir notieren die Auszahlungen der Option in einer gemeinsamen Tabelle mit den Wahr-
scheinlichkeiten, dass sie realisiert werden.

w (5w) - SPw) (9-8PN+ Q{w))

uu 3 0 1
um 2 0 %‘1
ud 1 1 1
mu 1 0 5
md 1 0 &
du 7 4 N
dm 0 0 =
dd 0 0 -
Damit ergibt sich fiir die Preise in Abhéngigkeit von ¢
q 1-2¢q, q 1 1 1 4
B S e — ' — T — ].P.
mo(H)=3-3+2- (5= )+3+gtgtT 37=3
und
1 4 q
_— N — — o~ ].P.
mo(H2) YauTaty

Wir stellen fest, dass der Preis von H; unabhingig von ¢ ist, und somit gilt 7_(H;) =
m+(H;) = %. Ferner erhalten wir

4 q 4 1
: — ]E H‘ — nf — _— = — —P.
i (H2) Qlenﬂf;[' Q[ ] qe(o,z) 21 + 3 21 2
und
4 q 8 7 1o 1
m+(Hy) = sup EqlH) oL T3 TR TRTE 3

Da der Preis von H; eindeutig bestimmyt ist, ist der Zahlungsanspruch erreichbar. 1P.

Aufgabe 3 (54+1=6 Punkte)
Losungsvorschlag: Gegeben sei folgender endlicher Finanzmarkt mit Zinsrate » = 0, 05:

S1(u) =11 So(u,u) =13

_ Sg(u,d)=8
ve =10 ( $u)=9
S1(d) = 8 S2(d,d) =5

Wir wollen einen amerikanischen Put auf S mit Basispreis K = 10 bewerten und entscheiden,
ob die Option sinnvoll vor Erreichen des Periodenendes ausgeiibt wird (und in welchem Fall das

so wire). Die Auszahlung ist hier H; = (K — 5;)%, t =0, 1, 2. Fiir beide Fragen miissen wir die
Snell-Einhiillende Z von ( —1) bestimmen und dazu benotlgen wir ein dquivalentes Martingalmas

Q. Wir lesen zunichst die emzelnen u's und d’s aus dem Diagramm ab und bestimmen daraus
wie im CRR-Modell die Einschritt-Faktoren von Q:
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‘Musterlosung

o _n ;-8 _4 PP cidal ..
' 10 ‘T = —-d 6
‘u,g(tl) = 'ﬁ, dg(U) 11’ Q(u"u) uz(u) — dy (u) 100
_9 — 1P,
ua(a) 3 da(d) = g’ q(uld) = uz(d) — dz(d) 20

a) Wir benétigen die Héhe der Auszahlung des Puts zu jedem denkbaren Ausiibungszeitpunkt:

Hy =0, Hl(u) = H2( ,U) =
Hg(’u,d) = 2
Hi(d) = 2, Hy(d,u) = 1,
Hy(d,d) =5. 1P

Mit diesen Informationen rechnen wir (Z;);—0,12 aus. Am Ende gilt Z»(w) = %(‘f)- fiir alle
w, also

Zo(u,u) =0, Zy(u,d) =2 (2‘1))  Zy(du) =1 (2[1))  Zy(d,d)=5- (;‘1)) 1P,

Fiir ¢ = 1 erhalten wir rekursiv Z;(w) = max{H—g(lfl,lEQ[Zz | F1](w)}, also
Z(w) = max{0,q(ulu)Za(u,u) + (1 — g(ulu))Z(u, d)}
29 20 232
{0 T (21) } T 41

max{z @,q(uu)zz(d 0) + (1 - q(uld)) Za(d, d)}

440 (17 15 20 40
| max{21 ('2—04-%)(5) }_ﬁ (&) 1P.
SchlieBllich finden wir fiir t =0

H
ma.x{Bo,IEQ[Zl I.Fo]}
0

max {0, ¢(u)Z1(u) + (1 - ¢(u)) Z:1(d)}
{o§ 232 , 1 40} 1000

6 221 76 21" 133

Z,(d)

VA

‘und der Preis der Option ist 74(H) = Z, ~ 0,756.

b) An der mit (é) markierten Stelle zieht die Snell-Einhiillende den aktuellen Wert dem
erwarteten Wert des néchsten Schrittes vor, hier wird optimalerweise vorzeitig ausgeiibt.

Man erhilt
1 |
T w) =< w € 1(d,u),(d,d)} . 1P.
2, we{(u,u),(u,d)}
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Musterlésung

Aufgabe 4 (24+1+142+1=7 Punkte)

Losungsvorschlag:
a) Die Aussage ist fa.lsch Sei dazu 2 = {wy,wa}, Bp =By =1,85 =1, Si(w1) =1, 51 (ws) = 2
und P({w1}) = 3 = IP’({wg}) Dieser Markt ist nicht arbltragefrel, denn mit ¢ = (1, -1)

erhalten haben wu' V¢ =0 = V¢({w}) und V?({wp}) = 1, aber Q({w1}) = 0 und
Q({wz}) =1 ist ein MartingalmaB. 2P.

b) Die Aussage ist korrekt. Wegen (K — Sr)* = (St — K)* 4+ K — St liefert eine Hedging-
Strategie fiir den Call immer auch eine Hedgingstrategie fiir den Put, da Bond und Aktie
erreichbar sind. 1P.

¢) Die Aussage ist falsch. Das Portfolio mit der minimalen Varianz ist 7};yp = L e mit
Varianz = > 0. 1P.

d) Die Aussage ist korrekt. Nach Definition gilt
A A
AVaR)\(X) = ;- / VaR,(X)dy 2 -}\- / VaRy\(X)dy = VaR\(X),
0 0
da der Value-at-Risk monoton im Niveau 7y ist. 2P.

e) Die Aussage ist falsch. Seien p; und p; zwei monetére RisikomaBe, dann gilt fiir ¢ > 0

(o1 + p2)(X +¢) = pi(X +¢) + po( X +¢) = p1(X) = ¢+ p2(X) — ¢ = (p1 + p2)(X) — 2,

auf der rechten Seite miisste aber (p; + p2)(X) — ¢ stehen, damit es sich um eine monetéres
Risikomafl handeln kann. 1P.

Aufgabe 5 (14+4=5 Punkte)
Losungsvorschlag:

a) Das Optimie}ungsproblem lautet
max EU(VY)] st. V¥ <z, ¢ selbstfinanziernd. 1P.

b) Das dquivalente Martingalmaf ist gegeben durch den Parameter Q({un}) = g = 1;;“ —
5. Damit ergibt sich fiir die State price density

2() = L) {g .

P({w,}) 5

9 W T Wa. 1P.
Dann muss fiir das optimale Endvermégen gelten .

. o 1/8 10 4\ 8
xo=]EQ[X]=E[ZX]=§(9 L i 5)_5. 1P.

Ferner gilt bekanntermaBien X* = I(y*Z). Es muss also gelten

Das ist I(y*Z(w)) = z& Damit ergibt sich die allgemeine Form

% ) N

I(z) = “"’°_;y = U'(z) = “”‘0:;3’

Eine moghche Nutzenfunktion fiir den Investor ist daher U(z) = In(z). 2P. (Es ergibt
sich y* = ) |

— U(.’L‘) =X y"‘ 111(56)

m
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Musterlosung

Aufgabe 6 (2+4=6 Punkte)
Ldsungsvorschlag:

a) Monotonie:X <Y = p(X) 2 p(Y),
Translationsinvarianz: p(X 4+ c) = p(X) —¢, c € Ry,
und positive Homogenitit: p(aX) = ap(X),a >0 2P.
b) e Essei X <Y. Dann gilt offenbar P(X > z) < P(Y > z). Da g monoton wachsend

ist, folgt g(P(X > z)) < g(P(Y > z)) und damit nach Definition von p(X) mit der
Monotonie des Integrals sofort p(X) > p(Y). 1P. |

e Sei c € R, Es gilt
pX+9) == [ g®X +e2 o=~ [ gB(X22-0)da
0 0 '

Substituieren wir nun z — ¢ durch y so erhalten wir

o0 0 | o0 |
pX+0)=- [ X 2u)ay=- [ g@X 20y~ [ o®X =)y
Fiir z < 0 ist natiirlich P(X > z) = 1 und damit auch g(P(X > z)) = 1, sodass wir
erhalten .

| 0 ‘ 3
p(X+c)=—/ ldy + p(X) = p(X) —c. §P.

e Sei a > 0. Dann gilt
paX) == [ g(BlaX 2 o=~ [ gB(X 2 T))da.
Wir substituieren nun £ mit y, also dz mit ady, und erhalten
plaX) = — /0 ) 9(P(X Z‘y))aﬁy = ap(X ); P

Sein nun & = 0. Dann gilt p(aX) = p(O‘) = — [ g(P(0 ‘.2 z))dz = 0 = ap(X), da
P(0 > z) fiir alle z > 0 gleich 0 ist. P

e ———— e —— e e —————————————
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