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Aufgabe 1 (24+5=7 Punkte) |
Betrachten Sie ein dreiperiodiges CRR-Modell mit Parametern So =1, u = 2,d = % und 7 = 0.

a) Bestimmen Sie den Preis einer Européischen Call-Option H mit Félligkeit T = 3 und
Basispreis K = 1.

b) Es sei a € (0,1). Betrachten Sie die sogenannte Pay-Later-Option H® zur Call-Option
aus Teil a) mit Preis (1 — a)V und Auszahlung

Sz —1— Of‘/, S3>1
0, sonst.

o= (5 - {

Bestimmen Sie V € R so, dass (1 — @)V in der Tat der No-Arbitrage-Preis von H® ist.
Geben Sie eine intuitive Erklarung fiir das Verhiltnis der Preise von H und H® an.

Aufgabe 2 (54+142=8 Punkte)
Betrachten Sie ein dreiperiodiges CRR-Modell mit Parametern So =1, u = 2, d = -;- und r =0
und darin die Amerikanische Up-and-out-Call-Option H = (Hj)n=0,1,2,3 mit Auszahlung

H — (Sn—K)+,_ S, <3firallek<n-
" 0, sonst.

a) Berechnen Sie den Preis von H zur Zeit 0 fiir K = 3.

b) Bestimmen Sie die optimale Ausiibungsstrategie.

c) Bestimmen Sie eine Hedgingstrategie fiir H zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Im Folgenden werden vier Aussagen getroffen. Entscheiden Sie fiir alle Aussagen, ob diese

korrekt oder falsch sind. Beweisen Sie korrekte Aussagen und widerlegen Sie falsche Aussagen
mit einem Gegenbeispiel.

a) In einem arbitragefreien, aber nicht vollstdndigen Finanzmarkt gibt es immer unendlich
viele dquivalente Martingalmafe.

b) Im Markowitz-Modell ist die Konvexkombination zweier effizienter Portfolios wieder effi-
zient, d.h. sind m, und 7, effizient, so auch am; + (1 — a)m; fiir alle o € (0, 1).

c) Sei X; ~ N(ui,02),i=1,2. Dann gilt: py > pa Aof < 05 => X; 2ssp Xo, (auch mit >yp
oder >;~, bezeichnet).

d) Ein positiv homogenes und subadditives Risikoma8 ist immer auch konvex.
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Aufgabe 4 (4+3 7 Punkte)
Betrachten Sie ein CRR-Modell mit N Perioden und d < 1 < u sowie r = 0. In diesem Modell

optimiert ein Investor mit Anfangsvermogen xo > 0 und N utzenfunktion
| .
U(z) := -= > 0

sein Endvermdogen.

a) Bestimmen Sie das optimale Endvermdgen mit der Martingalmethode in Abhéngigkeit

von Z(w) = ;Tg%)l %((:"—J)l, w € {1

b) Bestimmen Sie im Fall N =1 die Anzahl der gehaltenen Aktien der optimalen Strategie
in Abhéngigkeit von Z,P und Q.

Aufgabe 5 (242=4 Punkte)

a) Geben Sie zwei vérschiedene Darstellungen fiir den Average-Value-at-Risk AVaR, an.
b) Zeigen Sie, dass A = AVaR), A € (0,1) eine monoton nicht-wachsende Funktion ist.

Hinweis: Es gibt eine geeignete Darstellung fiir den Average-Value-at-Risk aus der Vorlesung,
sodass der Beweis zu Teil b) sehr einfach wird.

Aufgabe 6 (1+5=6 Punkte)
Es seien X,Y zwei reellwertige Zufallsvariablen. Wir schreiben

X <, Y :< E[f(X)] <E[f(Y)],

fiir alle konkaven Funktionen f : R — R, sodass die Erwartungswerte existieren.

a) Definieren Sie die stochastische Dominanz zweiter Ordnung, X <gsp Y, (auch mit. <yp;
oder <;~, bezeichnet).

b) Zeigen Sie: X <o Y <= X <ssp Y und E[X] = E[Y].

Hinweis: Betrachten Sie in Teilaufgabe b) fiir konkaves f zunédchst den Fall, dass ein a@ € R
existiert, sodass f(z) := f(z) + ax monoton wachsend ist.
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MusterlGsung

Aufgabe 1 (24-5=7 Punkte)

Lésungsvorschlag:
a) Es ist
1-— % 1
q — 1 i
2—2 3

und fiir den Preis der Aktie gelten

Sa (uuu) =
Ss(uud) = Sy(udu) = S3(duu) =

8,

2,

Ss(udd) = Sa(dud) = S(ddu) =,
1

53(ddd) = <.

Entsprechend folgt fiir die Auszahlung der Call-Option

H(uuu) =
H(uud) = H(udu) = H(duu) = 1.

In allen anderen Fillen zahlt die Call-Option nichts aus. 1P,
Damit folgt fiir den Preis der Call-Option nach der Preisformel

- T\’ 1\* 2 13
Wo(H)—(g) °7+3'(-3-) :—3' 1l = 27 1P.

b) Offenbar muss die Bedingung

(1— )V = m(H*) = Eq[((S3 — 1) — aV) 15551

erfiillt sein. 1P.
Die rechte Seite schreiben wir um:

Eol((S3 — 1) — aV)1s;513] = Eg[(Ss — 1)*] — aVEq[l{s;>1)]
= 7T0(H) == O:VQ(S3 > 1). 1P.

Offenbar gilt S3(w) > 1 <= w € {vuu,vud, udu, duu}, sodass folgt
1\° 1\?2 7
o>1=(3) +3(3) =5 17

13 7
Eg[((Ss — 1) — aV)ls513) = 57 aV2—7

Durch Auflésen der ersten Gleichung nach V erhalten wir

Damit erhalten wir

Offenbar gilt nun
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Musterldsung

e ——

Die Intuition ist, dass der Preis fiir die Pay-later-Option zu Beginn niedriger ist als der
fiir die klassische Call-Option, da spiter im Austibungsfall noch eine (Nach-)zahlung féllig
wird. Beachte hierbei auch, dass V > #(H) gilt, mit Gleichheit fiir @ = 0, da die Pay-
Later-Option insgesamt vorteilhaft gegeniiber der klassischen Option ist. 1P,

Aufgabe 2 (5+1+42=8 Punkte)

Lésungsvorschlag: Es ist wieder 1

— 2 ——
1 —
3 2 2

a) Die Auszahlung der Barriereoption ist pfadabhia’.ngig, sodass alle Trajektorien betrach-
tet werden miissen. In den folgenden Tabellen tragen wir die Werte der Aktie und die

zugehorigen Werte der Qption fiir alle w € (2 ein.

L
q 3

1
=1
I

2P,
Da keine Diskontierung notwendig ist gilt Zs(w) = Hs(w), wobei Z die Snell-Einhiillende
bezeichnet. Es gelten also in ¢ = 2 |

- 1 |
Zo(uu) = max{0, % -0+ % .0} = max{0,0} =0, -2-P.
21 5 2 1 22, 2 1
und '
1 1 2 1 1
Zz(dd) = max{O, '§ . 6 <+ g . 0} = T-s- §P

Damit erhalten wir fiir ¢ = 1

 und |
i1 2 2 1 7 1
Hd=max{g3 3ty = 3 '
Schlussendlich folgt fiir £ = 0
215 2 7 50 1
ZO—max{§a§°§+§°§7}—8—l. -2-P

b) 1P. Nach Teilaufgabe a) gilt

™w) =1, w € {uuu,uud,udu,udd},

7' (w) € {2,3}, w € {duu,dud}

N
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Musterlosung

und

™(Ww) =3, w € {ddu,ddd}.

c¢) Um eine Hedging-Strategie fiir die erste Periode zu bestimmen, miissen wir ap und S, so

bestimmen, dass
oS + PoB1 = 23

gilt, also
' 5
200 + Po = 3
lao ﬂo 7 1P,

Die Losung ist ag = S1P. und 50 = -2 P., was genau den Preis fiir / aus Teilaufgabe
a) bestatigt: apSy + o By =

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Losungsvorschlag: | :

a) Die Aussage ist korrekt. Da der Finanzmarkt arbitragefrei ist existiert ein aqmvalentes
MartingalmaB, da der Markt nicht vollstéindig ist, kann dieses aber nicht eindeutig sein.
Sind aber Q; und Q. zwei dquivalente Ma.rtmgalmaﬁe, so ist jede Konvexkombination
wieder ein dquivalentes Martingalmaf. 2P. -

b) Die Aussage ist korrekt. Effiziente Portfolios konnen geschrieben werden als 7; = g+ hm,
wobei g, h geeignete Portfolios sind. Damit gilt aber

7= am + (1 — a)ry = g + h(amy + (1 — a)mz).2P.

c) -Die Aussage ist korrekt, Beispiel 8.3 aus dem Buch. 2P.
d) Die Aussage ist korrekt, denn fiir A € (0, 1) gilt
POX + (1= N)Y) < p(AX) + p((1 = NY) = Ap(X) + (1 — Np(Y) 2P

Aufgabe 4 (4+3=7 Punkte)
Lésungsvorschlag:

a) Wir bestimmen zunichst die Radon—Nikodym-Dichté Z = Eg Dazu sei w = u/dV—7 ein
Ereignis mit § up- und N — j down-Bewegungen in beliebiger Reihenfolge. Dann gilt

7= 50 - (%Y(i:;)”"

Mit U(z) = —21 folgen U’(z) = 2z und daher I(z) = —=. Daher gilt fiir das optimale
Endvermogen y
X*'=I(y*7) = , 1P.
V= Tz
wobei y* der Lagrange-Parameter die Budgetgleichung erfiillen muss, d.h.
: ... VZ E[VZ
zo = EQ[X"] = E[X"Z] = =] <= Vy' = [ ]
Vvy* Zg
Insgesamt folgt also X* = W 1P.
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Musterlésung

b) Fir N =1 gilt

Die optimale Strategie 7* = (o, 8) muss natiirlich
. S, + BB, = X* 1P,
erfilllen. Dies liefert des LGS

Zo D
audSe + B = =
o+ P E[VZ]V q
g l1-p
adSy + 8 = —
Wir erhalten insgesamt
—  /l=p
To g 1-g
— 1P.
E[VZ] So(u-d)

Aufgabe 5 (24+2=4 Punkte)
Ldsungsvorschlag:

a) Es gilt nach Definition

- . A
AVaRy(X) = fo VaR,(X) dy. 1P

Es gilt auBlerdem

AVaRy\(X) = max Eq[—X], 1P.

wobei Q) := {Q WmaB|R < 1.}

b) Mit der zweiten Darstellung aus Aufgabe a) folgt die Behauptung, denn mit A; < Az folgt
. sofort Q,, 2 Q,,, womit sofort die Behauptung folgt. 2P.

Aufgabe 6 (14+5=6 Punkte)
- Loésungsvorschléige:

1. Die Definition lautet
X <ggp: &= E[f(X)] < E[f(Y)], 1P.

fiir alle konkaven und monoton wachsenden Funktionen f : R = R, sodass die Erwar-
tungswerte existieren. |

2. ,=:“ Es ist offensichtlich, dass X <, Y schon X <ssp Y impliéiert. 1P.

Ferner sind f(z) = z und g(z) = —z konkave Funktionen, sodass folgt E [X| < E[Y] und.

E[-X] < E[-Y]. 1P.
,<=:“ Es sei f konkav.

e Fall 1: Es existiert ein @ € R, sodass f(z) := f(z) + ar monoton wachsend (und
natiirlich immernoch konkav) ist. Dann gilt nach Voraussetzung

2 u 1
E[f(X)) <E[f(Y)] 5P
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Musterlosung

was dquivalent ist zu
E{f(X)] + cE[X] < E[f(Y)] + aE[Y],

woraus wegen E[X) = E [Y] die Behauptung E[f(X)] < E[f(Y)] folgt. ;P.
e Fall 2: Es existiert kein o € R wie in Fall 1. Dann definieren wir

(1@, esn 1
fnlz) = { f(n) + fi(n)(@ —n), z>n. 2}.9‘

Dann ist & := f, (n) ein passendes « fiir Fall 1, sodass E[f,(X)] < E(f.(Y)]3P.

Ferner gilt wegen der Konkavitét von f offenbar f, \; f -,i-,P., sodass die Behauptung
mit dem Satz der monotonen Konvergenz (Kann vorausgesetzt werden?) folgt. ;P.
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