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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Betrachten Sie einen zweiperiodigen endlichen Finanzmarkt mit einem risikolosen Wert- .
papier mit By =1, B; = (1+71), By = (1+7r)% r > 0 und einer risikobehafteten Anlage,

die sich wie folgt entwickeln kann:

Sy(uu) =7 .
Sy () = 4
So=2 ' Sa(ud) = Sa(du) = 3
Si(d)=1 .
5(dd) =

a) Fiir welche Werte r > 0 ist der Markt arbitragefrei?
b) Es sei r = £. Finden Sie eine Arbitragestrategie.

c) Der Markt sei jetzt arbitragefrei und ein europiischer Call auf die risikobehaftete
Anlage mit Filligkeit T = 2 und Basispreis K = 6 werde zur Zeit ¢t = 0 zum Preis
2 gehandelt. Welchen Wert besitzt 77

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Gegeben sei ein 3-periodiges CRR-Modell mit Parametern u = 2, d = «% und r = % Der
Anfangswert der Aktie sei Sy = 8. Betrachten Sie einen amerkanischen Put mit Filligkeit
T = 3 und Basispreis K = 3.

a) Bestimmen Sie den Preis des amerikanischen Puts zur Zeit £ = 0.
- b) Was wire eine optimale Ausiibungsstrategie?

c) Wie sieht die Hedgingstrategie zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus?

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Gegeben seien zwei unkorrelierte risikobehaftete Wertpapiere auf einem einperiodigen

Finanzmarkt. Die erwarteten Renditen der Wertpapiere betragen m; = ¢ bzw. my = 2

und die Standardabweichungen seien o1 = 35 baw. o3 > 0.

a) Das Minimum-Varianz-Portfolio (MVP) in diesem Markt ist gegeben durch

. (1 9Y)
MVP—\10°10/ °

Bestimmen Sie die Standardabweichung o, des zweiten Wertpapiers.

b) Bestimmen Sie die minimale erreichbare Varianz.

¢) Dem Investor stehe nun zusétzlich eine risikolose Anlage mit einer Verzinsung von
10% zur Verfiigung. Bestimmen Sie ein varianzminimales Portfolio mit eirier erwar-
teten Rendite von 20% sowie dessen Standardabweichung.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass das Tangentialportfolio hier durch nq,,, =
1 3

4% 4 |
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Aufgabe 4 (9 Punkte) -
Seien X ~ N(p,02) und Y ~ N(u,03) zwei Zufallsvariablen, wobei u € R, 01,02 > 0.

a) Zeigen Sie, ohne das entsprechende Beispiel der Vorlesung zu zitieren:
X*>sspY & o01<0,.

3
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fiir Z ~ N(0, 1) gilt E[e*?] = e'r, teR.

Es seien nun R, Ry, Rs unabhingig und identisch N(u,o?)-verteilte Zufallsvariablen, wo-
bei 4 € R und ¢ > 0. Die Zufallsvariablen beschreiben die Renditen von drei risikobehaf-
teten Wertpapieren. Eine Bank bietet drei Portfolios an mit folgenden Portfoliogewichten

der drei Wertpapiere: Portfolio A: ma = (0,1, 0)-r

Portfolio B: g = (0 ! E)T
' \ 10’10
Portfolio C: = o = (3 2 E-)T
| 10°10° 10

b) Kénnen Sie die drei Portfoliorenditen im Sinne der stochastischen Dominanz zweiter
Ordnung vergleichen? Wenn ja, wie sind sie geordnet?

¢) Wie wiirde ein Investor, dessen Priiferenzrelation durch die stochastische Dominanz
zweiter Ordnung gegeben ist, ein Portfolio aus den drei Wertpapieren zusammen-

stellen?

d) Die Wertpapiere 1 und 2 seien jetzt korreliert mit p = —%, jedoch weiterhin stochas-
tisch unabhiingig von Wertpapier 3. Wie #indern sich die Varianzen der Portfolios A,
B und C? .

Aufgabe 5 (7 Punkte)
Sei p: L' — R ein kohirentes RisikomaS.

a) Zeigen Sie, dass || - || := p(—| - |) eine Halbnorm auf L' definiert.
Hinweis: Eine Halbnorm erfiillt die Normeigenschaften absolute Homogenitdt und
Dreiecksungleichung, jedoch nicht notwendigerweise Definitheit. |

b) Zeigen Sie, dass p Lipschitz-stetig beziiglich || - || ist. _
c) Geben Sie ein Beispiel fiir ein koharentes Risikoma8 an (ohne Begriindung).

Aufgabe 6 (5 Punkte)
Geben Sie auf die folgenden Fragen eine Antwort und begriinden Sie diese kurz.

a) Gibt es ein CRR-Modell mit Parametern u, d, r, das a.rbitr'agefrei aber nicht vollstandig
ist?

b) Aufeinem endlichen Finanzmarkt mit risikolosem Wertpapier B seien ein européischer
Put und ein europiischer Call auf die selbe Aktie S mit demselben Basispreis K > 0
und derselben Filligkeit T € N gegeben. Wann ist der Preis des Puts P; gréBer als
Preis des Calls C, zur Zeit 0 < ¢t < T? Finden Sie eine Bedingung an K und den

aktuellen Aktienpreis .5;.
c¢) Eignen sich folgende Funktionen als Nutzenfunktionen auf ihrem jeweiligen Defini-
tionsbereich? ~ (i) U(z) =log(z), >0 ’
(i) U(z) = vz, 220
- (i) Ulz)=¢€¢%, z€R
d) Ist auf einem 7T-periodigen, endlichen, arbitragefreien-und vollstindigen Finanz-
markt der Preis eines amerikanischen Calls immer echt gréBer als Preis des ent-

sprechenden europdischen Calls, d.h. gilt fiir H = ((S; — K)")gcjer
7P (H) < n*(H)? o

e) Ist die Standardabweichung ein monetéres Risikoma8 auf L??
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Musterlésung

i il o,

Aufgabe 1
Losungsvorschlag: (1.5+2+42.5 = 6 Punkte)

a) Hier liegt CRR-Modell mit zustandsabhiingigen Faktoren r, ug, do, u1(-), d1(+) vor.
Fiir Arbitragefreiheit muss demnach gelten:

(i) %=d<1+r<u=2-¢: —%<r<1

. 3 7 1 3

(ii) Z—dl(u)<1+r<u1(u)_z RN —Z<r<4
1

(iii) %=d1(d)<1+r<u1(d)=3 = -—5<r<2

D.h. der Markt ist fiir 0 < r < £ arbitragefrei.
b) Definiere die J;-messbare Zufallsvariable n := =1 (), (u,d))- VegED

. ~ (o —15) >0, w=(uu)
N(S(w) = Siw))=¢ - (32— 75) >0, w=(u,d)
0, sonst

ist ¢ = (@, 8) mit ag = 0,a; =1, fo = 0 und By = —3=7 nach dem Satz iiber lokale
Arbitrage (Theorem 2.1) eine Arbitragestrategie. Der Wert von S, ergibt sich dabei
~ aus den Selbsfinanzierungsbedingungen

0=V(u) = ﬁ1(u)Bl + o1 (u)S1(u) = r(u)(1 + 1) — 4
und 0= VF¥(d) = f1(d) B + a1(d)S:(d) = 1 (d)(1 +r) + 0.

c) Das eindeutige dquivalente Martingalmafl Q ist charakterisiert durch die Parameter
l+r—dg 14+r—35 2 1

o = —— > —'—'—*—_% ='3'?”+§a
1+ 7 —dy(u) 14r—3 1
u =r+ -,
1) = a2 1
1+T—d1(d) 1+T—% 2 1
= o e
ald) = D= 4@ —T 75 75
-Mit der risikoneutralen Bewertungsformel folgt
2 ' 1 1 /2 1 1
~ =q(H) = —6)t] = Zr4 = sl
5=~ &tz el =01 = i (57+5) (+3)
— é2-!---1—1"—3—0 |
9 18 36
= R
5
Aufgabe 2

Losungsvorschlag: (44142 = 7 Punkte)

a) Der CRR-Finanzmarkt ist arbitragefrei und vollstindig, da d < 1 + r < u. Das ein-

deutige dquivalente Martingalmafl Q ist bestimmt durch den Parameter ¢ = 1£=¢ =

2. Der diskontierte Auszahlungsprozess H, = g +r (K —8;),t=0,...,3, des ame-
nkamschen Calls ist rekombinierend und gegeben durch

e = e e ———————
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" Musterlosung

Hi(uuu) =0
-
g(uu) =0
_ e T — _
Hy(u) =0 Hj(uud)
) / e — ) "
Ho 0 Hg(ud) 0
\ _ / — ”
Hl(d) =0 Ha(‘udd) = {)
e — _ "
Hy(dd) = -g-
\ _
H3(ddd) = £
Fiir die Snell-Einhiillende (Z;):=o,...3 ergibt sich
16

Z(uuu) = Zs(uud) = Zy(udd) =0,  Zs(ddd) = o=,

Z»(uu) = max{Ha(uu), Eq[Zs| ) (uu)} = 0,
Z3(ud) = m&x{ffz(Ud)’EQ[Zs\fzi (ud)} =0,

Z1(u) = ma.x{FII(u), Eq[Z2|F1](u)} =0,
Zy(d) = ma.x{Hl(d) Eg|Z2|F1)(d)} = max{O § 0+ % -g-} = %,

~ 2 1 4 4
Zo = max{Hy, Eq[Z1]} = max{O 3 0+3 ﬁ}_—8_1

Damit betrigt der Preis des amerikanischen Puts 4 (H) = Zy = 57

b) Eine optimale Ausubungsstrategle T* ist gegeben durch

 we {(uu,u), (uu,d), (v d, ), (u,d,d)}

* = 3] >0 — —
T (w) mf{t - 0 Zg Ht} {2’ sonst.

~.c) Wegen 7" 2> 1 gilt fiir die Hedging-Strategie ¢:

Ve =B,Z;, dh V¥(u)=0und V¥(d) =g . 217- ~ g;
Dies fithrt auf das LGS | |
3
apS1(u) + By =0 16 + Eﬂo = () 16aq + gﬁo = ()
g_2 & 3 5 = .
aOSI(d) I ﬂo 1= 5 40’0 + §ﬁ0 — -9— -—12(}0 — 6
mit der eindeutigen Losung ¢g = (o, fo) = (—1/54, 16/81).

~Aufgabe 3 |
Losungsvorschlag: (2.5+0.54+3 = 6 Punkte)

a) Die Kovarianzmatrix der Renditen ist

Y = ((m) ) und folglich T~! = ((13_0)2' ?) . |

0 O'% 0 -

1 ' 10\ 2
' 0 . | R 1 ((3)
Es gilt =TMve = 72 €= -
¥ (-—) wEe e O( a—lf)

Aus der ersten Zeile folgt C = 10 - ( 0)? = 109 ypd durch Einsetzen in die zweite

9
Zeile Oy = 1/ 10 J_OO .10 -—-.

M
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Musterlosung

b) Die minimale erreichbare Varianz ist

g 1 9
Var(R™vr) = e = 000"

c¢) Bei zusiitzlicher Verfiigbarkeit einer risikolosen Anlage liegen die varianzminimalen
Portfolios auf der Kapitalmarktlinie, d.h.

0,2 = E[aR s + (1 — a)R)
= OMyng - M+ (1 — )R

1

4 44 2
40 10
— a= é
3
Das optimale Portfolio ist mithin
* * ® w * * 1 1
T = (71'0, 7?1,”2) —_— (1 '—' a, aﬂ'mg’l, aﬂnng’g) = _§i §! .

Es hat die Standardabweichung
4 1N /3\2 /3\? /1}* 1
— * 1 * I b s I i —
OTobin = ||/ Tivag Ehung = 3 (Z) | ('1_0') T (4) (10) T 5V2
Aufgabe 4 (9 Punkte) ' . '

Losungsvorschlag: (4+1.5+2;5+1 = 9 Punkte)

a) Esgilt: X >g5p Y <= E[U(X)] 2 E[U(Y)] fiir alle Nutzenfunktionen U.

== X ~ N(u,07) und Y ~ N(u,03) haben die gleiche Verteilung wie u + 012
bzw. p+02Z fiir Z ~ N(0, 1). Die Abbildung ¢t — —e™*, t € R, ist wachsend konkav
und damit eine Nutzenfunktion. Mit dem Hinweis folgt |

o2 a2
—e 7 = _Ele* %] = —Ele*] > —E[e Y] = —E[e#7?%] = —¢7#*7

und durch Logarithmieren oy < 03.

,<=". Sei U eine beliebige Nutzenfunktion. Weiter sei Z ~ N(0, 02—0%) unabhingig
von X. Nach dem Additionsgesetz der Normalverteilung gilt Y ~ X 4+ Z. O.B.d.A.
sei Y = X + Z (>gsp ist verteilungsinvariant). Mit der Jensen-Ungleichung fiir
bedingte Erwartungswerte folgt

EU(Y)|X] = E[U(X + Z2)|X] L UE[IX + Z|X]) = U(X).
Durch Erwartungswertbildung auf beiden Seiten ergibt sich X »=gsp Y. -

b) Wegen der Unabhingigkeit der Renditen der einzelnen Wertpapiere folgt mit dem
Additionsgesetz der Normalverteilung fiir die Portfoliorenditen

Ry~N (ﬂa 02) |
(3 5)°) 12
28 3% Bt 5 19 ,
RC'”N(“’ (ﬁ*l—oﬁl—oz)“ ) =N(“’%")
Teil a) impliziert also R >gsp R™ =gsp R™4.
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Musterl6sung

c) Jedes solche Portfolio ist normalverteilt und hat Erwartungswert u. Nach Teil a)
wiirde der Investor sein Portfolio m = (my, mp, 73) mit m + w2 + 73 = 1 varianzmini-
mierend wihlen, d.h.

min 7I’¥+7f§+7l‘g st. m+m+m=1 (1)
Aus der Konvexitit der Funktion R 3 z — z2 folgt fiir (71,7, 73) € R® mit m +

7T2+7?'3=1,d8.SS
{1 2_ my + M + 73 2<7rf+7r§+1r§
3] 3 = 3 ’

Hier gilt Gleichheit fiir 7* = (%, %, %), was somit ein optimales Portfolio ist.

Alternative Begrindung: Lose (1) mit dem Lagrange-Ansatz.

d) Fir die Portfolios A und B gibt es offensichtlich keine Anderung. Die neue Varianz
von Portfolio C ist

2. ¥ 5F _,12 3) 2 _ 20 2
1027102 10~ 10 10 10

3 2

d.h. die Varianz verringert sich um o

Aufgabe 5

Losungsvorschlag: (2. 5+4+0 5 = 7 Punkte)

a) Sei X € L'. Wegen —|X| < 0 folgt aus Monotonie und Normiertheit von p, dass
IX[| = p(=1X1) > p(0) = 0, d.h. || || : L* = [0, 00). Weiterhin gl

e aufgrund der positiven Homoggnit:‘ei.t von p:
IAX]| = p(—|AX]) = p(—[Al - X[} = |A] - p(=|X]) = |A] - [| X}

fiir alle X € L! und X € R (absolute Homogenitit).

e aufgrund der Dreiecksungleichung des Betrages sowie der Monotonie und Sub-
additivitdt von p:

X + Y[ = p(=|X + Y1) < p(=]X]| = [¥]) < p(=IX]) + o(=Y]) = [[X]| + |IY]
fiir alle X,Y € L* (Dreiecksungleichung).
Also ist || - || : L* — [0, 00) eine Halbnorm.

b) Seien X,Y € L*. Dann gilt g
p(X)=p(Y +(X -Y))
< p(Y)+p(X -Y)
<p(Y)+p(-1X -Y])
=p(Y)+|[X -Y]

wobei die erste Ungleichung aus der Subadditivitdt und die zweite aus der Monotonie
von p folgt. Dies ist dquivalent zu

p(X) —p(Y) <X +Y].
Durch Vertauschung von X und Y ergibt sich
| 1p(X) = p(Y)| < || X + Y],
d.h, p ist Lipschitz-stetig beziiglich [ - | mit Lipschitzkonstante L = 1.

¢) p(X) = -E[X], X € L.
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Musterlosung

el ———

Aufgabe 6
Ldsungsvorschlag: (0.54+1+1.5+1+1 = 5 Punkte)

a) Nein. Im CRR-Modell gilt

vollstindig <+= (NA) <= d<l+r<u.
b) Es gilt die Put-Call-Paritt
I)t - Ct K— — Sta

d.h. die Bedingung lautet K £+ > S;.

c) (i) Ja, denn U(z) = log(z), = > 0, ist streng wachsend, streng konkav und stetig.
(ii) Ja, denn U(z) = /z, = > 0, ist streng wachsend, streng konkav und stetig.
(iii) Nein, denn U(z) = e™*, z € R, ist streng fallend.

d) Nein, die Preise sind sogar gleich. Denn der diskontierte Auszahlungsprozess des
amerikanischen Calls ist ein Submartingal und die optimale Ausiibungsstrategie ist
daher 7* = T (vgl. Beispiel 7.3).

e) Nein, denn wegen o(X + m) = o(X) fiir alle X € L? und m € R ist die Standard-
abweichung nicht translationsinvariant. -

¢
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Viel Erfolg!



