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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Gegeben sei ein einperiodiger Finanzmarkt mit zinsfreiem, normiertem Bond (d.h. By =
B, = 1) und zunichst einer Aktie. Es sei Q = {u,m,d} und die mogliche Kursentwicklung

der Aktie sei wie folgt:
SH(y) =11

s = 10 S (m) = 10

a) Ist der Markt a.fbitragefrei und vollstindig? Bestimmen Sie ggf. die Menge der
dquivalenten Martingalmafle. |

b) Bestimmen Sie die Menge der fairen Preise zur Zeit ¢ = 0 eines europiischen Calls
C auf die Aktie S{!) mit Basispreis K = 10.

c¢) Im Finanzmarkt mit obigem §2 gebe es jetzt zusitzlich eine zweite Aktie S? mit
moglicher Kursentwicklung

SP(w) =z

S =10 — $®(m) =11

SP(d) =11

Der Markt sei nun arbitragefrei und vollstindig und der eindeutige faire Preis zur
Zeit ¢ = 0 des européischen Calls C aus Teil b) sei 7(C) = 5. Welchen Wert muss z

annehmen?

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Betrachten Sie ein CRR-Modell mit T' = 2, r = 5%, S¢ = 20 und Kursfaktoren v =

%—(1), d = %. Es werde eine Amerikanische Put-Option mit Basispreis K = 21 gehandelt. '’

a) Bestimmen Sie zur Zeit t = 0 einen fairen Preis fiir diese Option.
b) Bestimmen Sie eine optimale Ausiibungsstrategie.

¢) Bestimmen Sie die Anfangsposition (o, 8p) der Hedgingstrategie.

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

Es gilt X; <psp X2 genau dann, wenn eine Zufallsvariable ¥’ und Funktionen fi,fo:R—

R existieren mit fi(y) < fa(y) fiir alle y € R und X, < H(Y), Xz = f(Y).

#———_
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Aufgabe 4 (8 Punkte)

Betrachten Sie ein Portfolio aus zwei Aktien A und B wie in der Tabelle unten angegeben.

Die Aktien seien korreliert mit Korrelationskoeffizient p = 1.

Aktienpreis ‘ Erwartete Rendite | Standardabw. Rendite

1,50 € X 15%
2€ 12% 9%

Anzahl Aktien

Aktie A
Aktie B

a) Bestimmen Sie das Minimum-Varianz-Portfolio und die zugehorige minimale Vari-
anz.

b) Angenommen, es gibt ein weiteres risikoloses Wertpapier mit Rendite Ry = Tlg und
das Portfolio in der Tabelle ist das Tangentialportfolio. Welche erwartete Rendite
hat dann Aktie A? | -

Aufgabe 5 (5 Punkte)

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir definieren fiir eine Menge @ von Wahr-
scheinlichkeitsmaBen auf (§2, F) eine Abbildung p : L' — R durch

p(X) = sup Eg[—X]. (1)
Qe

Dabei ist Q so gewihlt, dass p nur endliche Werte annimmt.

a) Zeigen Sie, dass p ein kohérentes Risikoma$ ist.

Hinweis: Verteilungsinvarianz ist nicht nachzuweisen.
b) Zeigen Sie, dass fiir alle X,Y € L! gilt
' p(X +Y) > p(X) — p(-Y).

c) Geben Sie ohne Begriindung ein Beispiel fiir ein kohérentes Risikomaf der Form (1)
an (Name und Menge Q). | 3

Aufgabe 6 (8 Punkte) | |
Geben Sie auf die folgenden Fragen eine Antwort und begriinden Sie diese kurz.

a) Gegeben sei ein endlicher, arbitragefreier Finanzmarkt. Bleibt der Finanzmarkt ar-
bitragefrei, wenn man die Kurse der We;tpapiere zu einem deterministischen Wech-
selkurs von Euro in US-Dollar umrechnet?

b) Ist in einem endlichen, arbitragefreien Finanzmarkt die Menge der fairen Preise einer
Option immer offen?

c¢) Ist der Preis einer amerikanischen Option stets echt grofer als der Preis der entspre-
.chenden europiischen Option?

d) Seien X ~ Bin(n,p) und Y ~ Bin(n,q), n €N, p,q € (0,1). Wann gilt X <psp Y7

e) Gegeben sei ein endlicher, arbitragefreier und volisténdiger Finanzmarkt mit bekann-
tem physikalischem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Haben zwei Zahlungsanspriiche, die
unter P dieselbe Verteilung haben, immer auch denselben Preis?
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Musterlésung

Aufgabe 1
~ L8sungsvorschlag: (2.54+1.54+2 = 6 Punkte)

a) Wir bestimmen, falls existent, dic Menge der équivalenten Martingalmafie M*. Da
S = S(” muss fir ein Q € M* gelten

0 = Eq[S{" — SV] = (11 — 10)g(u) + (10 — 10)g(m) + (9 — 10)q(d) = q(u) — g(d),
sowie g(m) = 1 — q(u) — q(d). Damit folgt

= {Q : Q({u}) =Q({d}) =g, Q({m}) =1- 2q,' q € (0, %) } ‘

Nach den Hauptsitzen der Preistheorie ist der Finanzmarkt arbltra.gefrel aber nicht

vollstandlg |
b) Die fairen Preise liegen im Intervall (7. (C), n(C)), wobei
1
m+(C) = sup Eq[($;" - 10)*] = sup ¢=,
QeM QE(0,§)
(1) _ 10+ =
m-(C) = inf Eo[(5" -10)7] q ;glf)q 0.

Man beachte hierbei, dass B; = 1.

c) Aus der risikoneutralen Bewertungsformel folgt analog zu Teil b)

% = 7(C) = Eq[(S}” - 10)*] = ¢.

Damit ist das eindeutige &quivalente Martingalmaf gegeben durch Q({u}) = Q({m}) =
Q({d}) = 3. Beziiglich @ = S® muss Q folgende Bedingung erfiillen:

0 =Eq[S® — S = (z — 10) + (11 — 10) + (11 — 10)—- - -"g —y

Daher ist z = 8.
Aufgabe 2

Losungsvorschlag: (44142 = 7 Punkte)

a) Der CRR-Finanzmarkt ist arbitragefrei und vollstindig, da d < 1 4+ r < u. Das ein-

deutige dquivalente Martingalmaf§ Q ist bestimmt durch den Parameter ¢ = +7=4 =
2. Der Auszahlungsprozess H, = h(S;) = (21 — S;)*, t = 0, 1,2, des amerikanischen
Puts ist rekombinierend und gegeben durch

Hs(uu) =
Hi(u)=0
Hy=1 Hy(ud) = Hy(du) =
Hi(d) =5
Hy(dd) = 4—5--
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Musterl6sung

Wir kénnen den Preisalgorithmus anwenden:

Pa(Sa(uu)) =0,  pa(Sx(ud)) = pa(Ss(du)) = 17, - p2(S2(dd)) =;451-
p1(S1(u)) = max {H1 (u), { :_ r (sz(Sz(uu)) + (1 - q)pg(Sz(ud))) }

i)

T prye (QPl(Sl(“)) + (1 - Q)Pl(sl (d))) }
=me {157 (3 55459 | = 5008

b) Eine optimale Ausiibungsstrategie 7* ist gegeben durch

, WE {(d u), (d,d)},
2, w € {(u,u),(u,d)}.

T(w) =inf{t >0 :pt(St(w)) = Hy(w)} = {

c) Wegen 7% > 1 gilt fiir die Hedging-Strategie ¢:

= p1(S1), d.h. V¥ (u) = und Vif(d) =

Da ¢ selbstfinanzierend ist, muss ayS; + By By = Vl gelten, also
21 34
22 + ﬂg =5 06 = —

- 63
21 | 21
pl6 + ﬁo apl6 + ,30% =D,

Die eindeutige Losung ist o = (e, f) = (— 55 S

378 3969 /°
Aufgabe 3
Lésungsvorschlag: (6 Punkte)

< Firallet € R gilt {f;(Y) <t} D {f2(Y) < t}. Damit folgt fiir alle t € R
Fx,t) =P(X: <t)=P(fi(Y) <t) 2 P(fo(Y) <t) = P(X2 < t) = Fx,(¢),

d.h. X; <psp Xs. '
»=>* X1 =rsp X impliziert Fx (u) < Fx, (u) fiir alle u € (0,1). Fir eine Zufallsvariable
U~ U(0,1) gilt F-l(U) X;, ¢ =1,2. Man kann daher f; = Fg!, f, = Fx! und
Y ~ U(0,1) wihlen.
Aufgabe 4 '

Losungsvorschlag: (3+5 = 8 Punkte)
a) Da p = 2% folgt

g102

1 45
012 =091 = pooy =~ +(,15-0,09 = ——.
g 3 10000
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Musterlosung

Die Kovarianzmatrix und ihre Inverse sind somit
5y o on)_ 1 (225 45 }3'1=1—00- 81 —45
o2 03/ 10000 \ 45 81)° 162 \ —45 225/ °

100 400
C=e'Ele= (81 -2:45+225) = —

ist das Minimum-Varianz-Portfolio (MVP) gegeben durch

oo _lpn, 3 100 (81 —a5) (1) _ 1 (36 _ (15
MVP = G €T 300 162 \—45 225/ \1/ " 216 \180) ~ \6'6

Die zugehorige Varianz ist

Mit

b) Die Portfoliogewichte der beiden Aktien sind 13 baw. 320 50 % y1nd das Tangentialport-
T .
folio ist nach Annahme also 7}, = (32,30)" =(3,2) . Mit

T —
A=m'Tle= (:z:012)162

bestimmt sich das Tangentialportfolio durch

. ~1(m — R%)
I
| 100 (81 (2 - 116) i
_ (-45 (%) +2)

200 40 1 . 400
9 3 16 3

100 ( 36 200 40

Die erste Komponente der Vektorgleichung fithrt auf

1 /200 100 153
5( g 5) 162 (81“’—2_0')

mit eindeutiger Losung z = 2 = 15%.
Aufgabe 5
Losungsvorschlag: (24241 = 5 Punkte)

a) Wir verifizieren die Axiome eines kohérenten Risikomafes.

® Monotome Seien X,Y € L! mit X <Y. Aufgrund der Monotonie des Erwar-
tungswertes gilt IEQ[—X] > Eg[-Y] fiir alle Q@ € Q. Supremumsbildung auf
beiden Seiten liefert p(X) > p(Y').

o Translationsinvarianz: Fiir X € L' und m € R gilt

p(X +m) = fn Eq[—X — m] = sup Eq[—X] — m = p(X) —m.
Qe@

o Konveritit: Fiir X,Y € L und A € [0,1] gilt
p(AX + (1 - A)Y) = gup Eg[~AX — (1 — A)Y]
€Q

R S —
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Musterlosung

< Aggp Eq[—X]+ (1 —A) sup Eq[-Y]

= Ap(X) + (1= A)p(Y).

o Positive Homogenitdt* Fir X € L' und X > 0 gilt

p(f\X)—-gggIEo[—AX] AsupEo[-X] Ap(X).

b) Es gilt fiir X,Y € L’ |
p(X+Y)=sup ]EQ[—X Y]

Qe |
= sup (Eq[-X] + Eq[-Y)
Qe@
2 sup Eq[—X] + inf Eq[-Y]
= sup Eq[—X] — sup EqlY]
QeQ
= p(X) — p(—Y)-

c) Average Value at Risk zum N iveau A € (0, 1] mit
| " dQ _ 1
Q=QA= Q: Q W'Ma8 auf (2, F), Q <« P, P = -A-

Aufgabe 6
Losungsvorschlag: (241414242 = 8 Punkte)

a) Ja. Die dquivalenten Martingalmafle bestimmen sich aus den diskontierten Kursen

k)
S . Diese sind ohne Einheit.

b) Nein. Die Menge der fairen Preise einer erreichbaren Option ist einelementig und
damit nicht offen.

c) Nein. Ein amerikanischer Call wird z.B. am Zeithorizont T optimal ausgeiibt und
ist daher gleich teuer wie der entsprechende européische Call.

d) Es gilt
X <psp Y & Fx(z) > Fy(z) fir alle z € R

Z() (1- P)“"k>2( ) "(1‘—,4)"““ fiir alle § =0,...,n

® Ppsq

e) Nein. Als Gegenbeispiel betrachte ein einperiodiges CRR-Modell mlt u=2d=
r = 0 und P({u}) = P({d}) = ; sowie den Zahlungsanspriichen H; = 1), H2
1. Unter P sind H; und H; beide Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit
1. Wegen ¢ = 52 = 2 ist jedoch

n(H;) = Eq[Hi] = Q({u}) = Q({d}) = Eq|H,) = n(Ha).

wll\D

%
3 <
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