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Finanzmathematik in diskreter Zeit
Q’Kldsmher .,,mm"l\ Dauer: 120 min. LOsung: offiziell Bestanden mit: 16 P.

fOr Technologie (KIT) Bemerkungen: Taschenrechner zugelassen

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt iiber einem endlichen Wahrscheinlichkeits-

raum (€2, F, P) mit einem zinsfreien und normierten Bond B (d.h. By = B, = B = 1) und
zwei Aktien S! und S?%. Die mogliche Kursentwmklung der Aktien in Tupelschreibweise

Se = (S}, S) mit t =0,1,2 ist
So UU)—(IO 5)
Sz(Ud - 4 5)

Sg(mm) — (2, 4)

So = (4,3) S1(m) = (2,4)

$i(d) = (2,1) Sa(dm) = (2,1)

a) Bestimmen Sie die Menge der #quivalenten Martingalmafle M?.

b) Ist der Markt arbitragefrei und vollstédndig?

c) Eine Bank verkauft zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen eur0pmschen Call auf Aktie 1 mit
Falligkeit in T = 2 und Basispreis K = 5 zum Preis von 1.05. Wie hoch ist ibr

risikoloser Gewinn?

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger CRR-Markt mit den Parametern r = 0.25, © = 1.3 und
d = 1.1. Weiter seien eine Aktie mit Anfangswert Sy, = 100 sowie eine amerikanische

Option mit dem folgenden Auszahlungsprofil

Hy(uu) =50
H(u) = 45< M-
Hz(d’u,) = 30
| < Hy(dd) = 15

a) Bestimmen Sie den Preis der amerikanischen Option zur Zeit ¢t = 0.

gegeben.

b) Geben Sie eine optimale Ausiibungsstrategie an.

c) Bestimmen Sie die Anfangsposition (g, 5y) einer Hedging-Strategie fiir die ameri-
kanische Option.
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Aufgabe 3 (6 Punkte)

Gegeben sei ein endlicher, arbitragefreier und vollstandlger Finanzmarkt mit einer Aktie
S und einem Bond B.

a) Bilden Sie das folgende Auszahlungsprofil h(Sr) zur Zeit T mit Call-Optionen nach:

h(St)

St

b) Zur Zeit ¢ = 0 werden auf die Aktie eine Call-Option C; mit Basispreis K; = 10
fiir 2€ und eine Call-Option C, mit Basispreis K = 20 fiir 0.5€ gehandelt. Beide
haben den gleichen Filligkeitszeitpunkt T'.

Was ist die kleinste obere Preisschranke fiir eine Call-Option C; auf die Aktie mit
Basispreis K3 = 15 und Filligkeitszeitpunkt T', sodass keine Arbitragemdglichkeit
entsteht? Beweisen Sie Ihre Behauptung durch Abschatzung des Auszahlungsprofils.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreies, T-periodiges CRR-Modell. Betrachten Sle das Portfolio-
optimierungsproblem

sup Ellog(Vr)] =: F(zo)
P
S.t. V(']‘P = 2g € R+,

wobei ¢ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie bezeichnet. Sie konnen ohne Nachweis
verwenden, dass der Logarithmus der Inada-Bedingung geniigt.

a) Bestimmen Sie das optimale Endvermégen in Abhéngigkeit von der Zustandspreis-
dichte Z.

b) Wir betrachten das Optixhierungsproblem jetzt mit Nutzenfunktion log(z — 10), d.h.
' sup Ellog(VZ — 10)] =: G(xo)
. 2 ‘p
s.t. Vy =1x0 € R,

Wie sieht jetzt das optimale Endvermégen aus? Welche Bedingung muss zg erfiillen,
damit das Problem wohlgestellt ist? Driicken Sie G mithilfe von F' aus.
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Aufgabe 5 (7 Punkte)
Seien p : L' = R ein verteilungsinvariantes monetéres Risikoma8 und X,Y € L'.

a) Zeigen Sie |
XrrspY = p(X)<p(Y)

b) Geben Sie ohne Begriindung ein Beispiel fiir p an, das

X¥rsspY = p(X)<pY) | (1)
erfiillt.
c) Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass die Implikation (1) im Allgemeinen nicht
- gilt.

Hinweis: Wihle X,Y mit P(X =2)=1,P(Y =1) =2 und P(Y = 4) =

Aufgabe 6 (8 Punkte)
Geben Sie auf die folgenden Fragen eine Antwort und begriinden Sie diese kurz.

a) Gegeben sei ein endlicher, arbitragefreier Finanzmarkt mit einem zinslosen, normier-
ten Bond und einer Aktie. Eine europiische Call-Option C und eine européische Put-
Option P, jeweils mit Laufzeit T und Basispreis K, haben zur Zeit ¢ = 0 denselben

Preis. Was ist der Anfangswert der Aktie?

b) Gegeben sei ein T-periodiges CRR-Model mit d < 1+ < uund u,d,r > 0. Gibt es
eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ mit V¥ = zo > 0 und V¥ > zo?

¢) Was lisst sich iiber Arbitragefreiheit und Vollstéindigkeit eines endlichen Finanz-
marktes mit nicht leerer, hochstens abzihlbarer Menge dquivalenter Martingalmafe

sagen?

d) Es gilt AVaR\(X) = —2, A € (0,1]. Welche Verteilung hat X? )

e) Die téglichen log-Returns einer Aktie L,y := log ( ) t > 0, seien unabhanglg

identisch verteilt. An hochstens wie vielen Tagen erwarten Sie iiber ein Jahr mit 250
Handelstagen einen kleineren log-Return als — VaRy1(L1)?
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Musterl6sung

Aufgabe 1
Losungsvorschlag: (44142 =7 Punkte)

a) Wir betrachten zuniichst den Ubergang von ¢ = 0 nach ¢ = 1. Hier muss gelten:

= 32 =B | 2] = 7a(w) + 2a(m) + 201 - ow) - alm) = 5a(v) +2

3= 38 = Bq | 2] = sa(u) + 4a(m) + 101 = aw) ~ alm)) = da(w) + 3a(m) + 1.

Aus der ersten Gleichung folgt direkt g(u) = £, damit folgt aus der zweiten g(m) = <

q(u
und schliefllich g(d) =1-2 - & = I,

Fiir den Ubergang von ¢t = 1 nach ¢t = 2 gilt offensmhthch g(dm | d) = g(mm | m) =
1. Im Zustand u erhalten wir die Bedingung

s1 ~Eq [ ] = 10g(uu | u) + Tq(um | u) +4(1 - g(uu | w) — g(um | u))
= 4 4+ 6q(uu | u) + 3g(um | u), |
= %1; = Eo [’BS%] = 5q(uu | u) + 5g(um | v) + 5(1 — q(uu | u) — g(um | u)) = 5.

Die zweite Gleichung ist redundant. Die erste ist dquivalent zu
1= 2g5(uu | u) + g2(um | u)

ist. Wir wiihlen go(uu | u) = X € (0,1) als freien Parameter und erhalten g;(um |
u) =1—-2X, go(ud | u) =1 =X —142X = A Damit dies Wahrscheinlichkeiten sind,

muss A\ € (0, 2) gelten. Durch Multiplikation ergibt sich schliefilich

Q({w}) | %"\ (1—2)\) "" , 15 .1

wobei A € (0, 3).

b) Da M* # 0 ist der Markt nach dem ersten Haupsatz der Preistheorie arbitrage-
frei. Da [M*| > 1 ist er nach dem zweiten Hauptsatz der Preistheorie jedoch nicht

vollstindig.
¢) Der Call hat das Auszahlungsprofil H = (S; — 5)*. Fir Q € M* gilt
H 2 2 4 8 4
Hl_2.5 542 0y 2=m+2-3 22242
\EQ[BJ 5 A5t (=2 =AY

Der héchste arbitragefreie Preis ist somit

H 2 4
n.(H) = sup IEQ[B]= sup g-)\+-5-=1 |
QeM® 2] ae(0,})

und der risikolose Gewinn de; Bank 1.056 — 1 = 0.05.
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Musterlosung

Aufgabe 2
Lbsungsvorschlag: (3+1+4+2 = 6 Punkte)
a) Es gilt ¢ = k=4 — 3 ynd B, = §, B, = %. Durch Riickwirtsrekursion berechnen

wir die Snell-Einhiillende von ’—gf. Es gilt Z; = %&: also

32 96 48
Zo(uu) = 32, Zp(ud) = 5 Zo(du) = 5 Zy(dd) = 5
Damit folgt
3 1 32
Zl(u) = max {%(U),EQ[ZQIII](U)} = Imax {36, Z 32 + Z ; ?} = 36,
H 3 96 1 48 84
Z1(d) = max {Fi(d),EQ[Zﬂfl](d)} = max{lﬁ, 15 + A '-5'} =5
1 84 156
Zo = max{ Ho, Eq[Z1|Fo]} = max {10, % + 36 + 1 ?} =

Der Preis der amerikanischen Option zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist somit Zo = 1.

b) Eine optimale Stoppzeit ist

oy miifi20: 50 o) - {3 e ot

c) Wegen 7* > 1 gilt fiir die Hedging-Strategie ¢:
V¥ = B2, d.h. V*(u) = 45 und V{*(d) = 21.

Da ¢ selbstfinanzierend ist, muss ¢(S; + foB1 = V;’ gelten, also

0130 + ,30‘2' = 45 0920 =24
5 - 5
00110 1 ,BOZ = 21 00110 + ﬂoz = 21.
Die eindeutige Losung ist ¢o = (o, fo) = (§, —%2).
Aufgabe 3
Losungsvorschlag: (244 = 6 Punkte)
a) Aus der Abbildung lisst sich entnehmen, dass
0, Sr < K 1

h(ST) =L Sr—- K, K;<Sr<K,
Ky — K;, Kj< 57

Durch Unterscheidung der drei Félle sieht man, dass
h(Sr) = (St — K1)™ — (St — K»)*.
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Musterl6sung

b) Mit K, =10, K; = 20 und K5 = 15 folgt aus der Konvexitit von z — z+

n +
(Sr— K3)* = (ST - %(Kl + Kz)) = (%(ST — Ky) + %(ST — Kz))

1 1
< -2-(ST - K1)+ -+ §(ST — K2)+.

Hier gilt Gleichheit, falls P(Sz > 20) = 1, d.h. dies ist eine kleinste obere Schran-
ke fiir einen allgemeinen Aktienpreisprozess. Da der Finanzmarkt arbitragefrei und
vollstindig ist existiert genau ein dquivalentes Martingalmafi und wir kénnen die
risikoneutrale Bewertungsformel auf die Zahlungsanspriiche auf beiden Seiten der

Ungleichung anwenden. Es folgt 7(C3) < 37(Cy) + 37(C2) = 1.25.
Aufgabe 4
Lésungsvorschlag: (244 = 6 Punkte)

‘a) Hier ist U(z) = log(z), U'(z) = £ und I(y) = U~ (y) = % Nach der Martingalme-
thode gilt fiir das optimale Endvermégen

1
yZ

X*=1(y*2) =

Der Parameter y* bestimmt sich aus der Nebenbedingung

1
To — E[ZI(y*Z)] = ?
Folglich ist "
« _ 20
X 7
b) Jetzt ist U(z) = log(z — 10), U'(x) = =5 und I(y) = U"'(y) = i + 10. Die
Nebenbedingung lautet
1 1 10
ro=E | ZI(y*Z) = — +10E|Z| = — + —,
o =E[ZI(y*Z)] - []y,, B,

d.h. das optimale Endvermd&gen ist

10

1 o —
3-,*—Z-+10= OZBT-I-].O.

X*'=I1I(y'Z) =

Da die Nutzenfunktion nur auf (10, 00) definiert ist, muss fiir die Wohlgestelltheit
To > é—o gelten. Fiir die optimalen Zielfunktionswerte folgt durch Anwendung der
Nutzenfunktionen auf das optimale Endvermégen und Erwartungswertbildung

Glzg)=F (:Bo— ;—3)

-
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Musterlosung

Aufgabe 5
Lésungsvorschlag: (24-14+4 = 7 Punkte)

a) Fiir X,Y € L' mit X >rsp Y existieren Zufallsvariablen X,Y auf einem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum fiir die gilt X2x , Y 2Y und X > Y. Mit der
Verteilungsinvarianz und Monotonie von p folgt

o(X) = p(X) < p(Y) = p(Y).

Bemerkung: Man kann konkret wihlen X := F'(U), Y = F{," L(U) fiir ein U ~
U(0, 1), was hier jedoch nicht verlangt wird.

b) Average Value at Risk zum Niveau A € (0, 1] erfiillt (1)

¢) Wir weisen zunéchst nach, dass fiir X,Y wie aus dem Hinweis X >»gop Y gilt. Sei
‘dazu U eine Nutzenfunktion. Mit der Jensenschen Ungleichung folgt

| E{U(X)) = U(2) = UE[Y]) 2 E[U(Y)),
also X »gsp Y. Fiir A € (0, 1) gilt

VaR\(X) = =2 + VaRx(0) = -2, y
-1, 0<)A<#2
_ : < — 9 3?
VaR,\(Y) sup{z e R:P(Y < y) < A} {_4’ % <A<l

Damit ist VaR 2 zZusammen mit X,Y aus dem Hinweis ein Gegenbefspiel.
Aufgabe 6 .
Losungsvorschlag: (1+1+2+2+2 = 8 Punkte)
a) Nach der Put-Call-Paritit gilt
So = n(C)+ K —n(P) = K.

b) Ja, zum Beispiel a; = 0 und f; = 2o fiir alle £ =0,...,T — 1.

¢) Die Menge der dquivalenten MartingalmaSe ist konvex und daher einelementig. Der
- Finanzmarkt ist somit arbitragefrei und vollstindig.

d) Es gilt fOA VaR.(X)dy = AAVaR\(X) = —’\?2. Differenzieren auf beiden Seiten ergibt
—\ = VaRy(X) = —q%()). Diese Funktion ist invertierbar und man erhdlt Fx(z) =

z, z € (0,1). Folglich ist X ~ U(0, 1).

e) Es gllt p— VaRo_l(L]_) = Sllp{SU . P(Ll < ﬂ.’?) S 0.1} FOlghCh 1st P(Ll < — VaRo.l(Ll)) S
0.1. Die erwartete Anzahl an Unterschreitungen ist daher hichstens 0.1 - 250 = 25.

._‘——_—'?——_————-—'—__——_——'—__—_—_
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