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Aufgabe 1 (7 Punkte)

Gegeben sei ein dreiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit Parametern u = 1.2,
d = 0.8 und r = 0.1. Der Startwert der Aktie sei Sp = 100.

a) Ist der Markt arbitragefrei? Begriinden Sie Ihre Antwort.
b) Zeichnen Sie die Kursentwicklung der Aktie.

Nun sei auf obigem Finanzmarkt eine européische Lookback-Call-Option H gegeben. Da-
bei entspricht der Basispreis dem niedrigsten Kurs, den die Aktie wihrend der Laufzeit
der Option angenommen hat. Die Auszahlung der Option zur Zeit ¢ = 3 ist also gegeben
durch

— — : oz
H = (33 t=I(]]:Hg,3 St) .

c¢) Bestimmen Sie den fairen Preis der Option zur Zeit ¢ = 0.

d) Bestimmen Sie die Anfangsinvestitionen o und Sy der zu H gehérenden Hedging-
Strategie. ' |

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt iiber (€2, 7,P) mit normiertem risikolosem
Wertpapier, d.h. By, = 1, mit Zinssatz r = 0.1. Zusitzlich existiere eine Aktie S mit
folgendem Aktienpreisverlauf: |

So(uu) = 23
S,l (u) =20 Sa(um) = 17
| Sg(ud) =a

Sg (dU) =b
Si(d) =5 <
Sa(dd) = 2
a) Geben Sie einen geeigneten Grundraum  an, welcher alle moglichen Pfade des
Aktienpreises enthilt.

b) Sei a = 10. Wahlen Sie einen Wert fiir b, sodass Arbitrage entsteht und geben Sie
eine Arbitragestrategie an.

¢) Sei b= 7. Wihlen Sie (mit Begriindung!) einen Wert fiir a, sodass der Finanzmarkt
arbitragefrei ist.

d) Sei nun @ = 10 und b = 7. Gibt es auf diesem Finanzmarkt erreichbare Zahlungsan-
spriiche? Falls nein, begriinden Sie warum nicht. Falls ja, geben Sie einen erreichbaren
- Zahlungsanspruch an.
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Aufgabe 3 (9 Punkte)

Betrachten Sie folgenden zweiperiodigen Finanzmarkt iiber (€2, F,P) mit norrnie:rtem r.i-
sikolosem Wertpapier, d.h. By = 1, mit Zinssatz r = 0.05. Es existiere eine Aktie S mit

Aktienpreisverlauf
Sz('lm) = 150
S, (u) = 130 <
52 (ud) =110

' So = 100

Sz(dU) = 105
S1(d) = 80 < Sty il

a) Geben Sie die Menge der dquivalenten Martingalmafle M* an.

Nun sei auf dem Markt ein Amerikanischer Put mit Basispreis K =90 gegeben.
b) Skizzieren Sie den Auszahlungsprozess des Puts.

c) Bestimmen Sie den fairen Preis des Puts zur Zeit ¢ = 0. Wie sieht die optimale
Ausiibungsstrategie aus?

d) Bestimmen Sie eine Hedging-Strategie bis zur Ausiibung.

e) Betrachten Sie nun die amerikanische Digital-Call-Option D, := 15>} mit Basis-
preis K = 100. Geben Sie mit kurzer Begriindung die optimale Ausiibungsstrategie
der Option an.

(Hinweis: Dazu miissen Sie nicht die Snell-Einhiillende berechnen.)
Aufgabe 4 (6 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreies, T-periodiges CRR-Modell und eine Aktie. Betrachten Sie .
das Portfolio-Problem

(P) { sup, E V7|

V¥ =meRy

Losen Sie dieses Portfolio-Problem mit Hilfe der dynamischen Programmijerung. Zeigen
Sie, dass dabei fiir die Wertfunktion J; und die optimale Anlagepolitik (fg, ..., f3+_,) das

Folgende gilt:
Jy(2) = d¢/7 fiir ein d; > 0 fiir alle ¢t € {0, ..., T},
sowle
ft () = azz fiir ein o € R fiir alle ¢t € {0,...,T — 1}.
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Aufgabe 5 (6 Punkte)
Nun seien Xj, ..., Xn und Yj,..., Y, Folgen von jeweils unabhéngigen Zufallsvariablen mit
Werten in (0, 00).

a) Geben Sie die Definition sowie eine tiquivalente Charakterisierung der stochastischen
Dominanz Y; >=rsp X1 an.

b) Zeigen Sie, dass gilt

n n
},i 7 FSD Xia 1= 1; ey 1 = HK »=FSD Hxi

=1 =]

c¢) Gegeben sei ein arbitragefreies, T-periodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit Para-
metern d < 147 < © und eine europdische Option mit Auszahlung H = Br-1(s,>k}-

Zeigen Sie mithilfe von b):
Der Preis von H ist monoton wachsend im risikolosen Zinssatz .

Aufgabe 6 (5 Punkte) |
Sei (p;, 1 € I) eine Familie von kohérenten monetaren RisikomaBen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum.

a) Zeigen Sie, dass sup;cy p; ebenfalls ein kohérentes monetires Risikoma8 ist. .

b) Geben Sie eine Definition des Average-Value-at-Risk an.

c) Sei p; jetzt der Average-Value-at-Risk zum Niveau A; € (0,1) mit 2 € I = {1,...,n}
und 0 < A\ < A2 < ... < Ap < 1. Geben Sie hier eine moglichst explizite Darstellung

VoI SUP;¢z Pi an.

M
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Musterlosung

Aufgabe 1
- a) Der Markt ist arbitragefrei, da gilt d < 1 + r < u.
b) | \.
172.8
144
120 N 115.2
100 96
80 76.8
64
| 51.2

c) Wir verwenden die risikoneutrale Bewertungsformel. Zuniichst ist das eindeutige
dquivalente Martingalmafl bestimmt durch

_14+r—-d 3
1="w="d "¢
Dle Auszahlungen der Option in den verschledenen Marktzustdnden zum Endzeit-

punkt sind

H(uuu) =728  H(uud) =152  H(udu)=19.2 H(udd)=0 |
H(duu) =35.2 H(dud)=0  H(ddu)=128  H(ddd) =

Damit kann nun mit der risikoneutralen Bewertungsformel der faire Preis der Option

berechnet werden: , ,

H) =Eo | E] = L (728-(3) +52+1924352). (3) 2 4128.3 (1)
ME =™ B, 1.8 4 | T \L) 14T T\
~ =30.88. |

| d) Wir berechnen zunéchst mithilfe der risikoneutralen Bewertungsformel die fairen
Preise der Option zum Zeitpunkt ¢ = 1.

m (H)(u) = Eq [B% | 7’1] (u) = T% (72.8. (2) +(15.2+19.2) Z’ i) = 39.17,
"H 1 3\ ° 3 |
m1(H)(d) = Eq B | fl] (d) =173 (352 (4) +12.8-Z-i) = 18.35.

Fiir die Hedging-Strategie muss zum Zeitpunkt ¢ = 0 nun folgendes LGS erfiillt sein:

a081 (U) + ,BoBl =mM (H) (’U,)
ao.S'l (d) -+ ﬂoBl = 7!'1(H) (d)
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Musterldsung

—
120ag + 1.15p = 39.17
80ap -l_-.l.lﬁo = 18.35
— | (ag, Bo) = (0.5205, —21.173).
Aufgabe 2

a) Zum Beispiel Q = {uu, um, ud, du, dd}.
b) Setze zum Beispiel b = 4. Dann ist eine Arbitragestrategie gegeben durch

o = ((@0, Bo), (e1(w), Bi(w)), (ca(d), Br(d))), -

wobel

ap=fo=a(u) = Fi(u) =0, - a(d) = -1, fi(d) = _5f

c) Wihle zum BeiSpiei a = 10. Berechnet man die Menge der équivalenten Martingal-
mafe, ergibt sich mit ¢ := g(d|u) als freier Variable

Q({w})
uu 31?7‘1
ud %q
du %El,-
dd

Insgesamt erhalten wir also g € (0 =).
Damit gilt nun

. [(5+7¢1-13g 2 21 9 1
" “{( 15 ' 15 '5050’ 50)[‘" ( 13)}'

Nach dem 1. Hauptsatz der Optionspreistheorie ist der Finanzmarkt arbitragefrei,
nach dem 2. Hauptsatz ist er jedoch nicht vollsténdig.

d) Ist ein Finanzmarkt nicht vollstdndig, bedeutet das nicht, dass kein Zahlungsan-
spruch erreichbar ist. Wahle zum Beispiel einfach den Zahlungsanspruch Hy, = Bs.
Dann ist eine Hedging-Strategie gegeben durch

ap=a1(u) =oq(d) =0, Bo=ph(u) =pH(d)=
Aufgabe 3 .

a) Das eindeutige dquivalente Martingalma8 ist bestimmt durch

03 27 8 T

q(ulu) = o5, aldlu) =5, q(uld) = £, a(dld) =
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Musterlosung

Es gilt also
Q) = o, QU{ud)) = =, Qdu}) =7, QUdd)) =52
und damit
M* = {Q}.

- Hz(’U.U) =(
Hy(u) =0 < Hyfum) = 0
. Hy(du) =0 |
Hy(d) =10 < o) = 6 :

c) Berechne die Snell-Einhiillende von (%:)t—o "

Hzé““) =0, Zy(ud) = Zy(du) =0,  Zo(dd) = —
2 . |

Zo(uu) = T

7, (u) = max { W) gz | fﬂ(u)} ~0

B,
10 7 4000) 800
Z1(d) = ma‘x{ﬁ’ 15 147 } ~ 63

| 1 800 400

Die optimale Ausiibungsstrategie im Fall D = 1 ist demnach gegeben durch

. R )1, w e {uu,ud},
W) = {2, w € {du, dd}.

d) Wir suchen eine Hedgingstrategie ¢ = ((ag, £o), (a1(u), f1(u)), (a1(d), B1(d))).
Offensichtlich ist a;(u) = f1(u) = 0, und damit auch V*(u) = 0. Im unteren Teil-
baum ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem:

1050, (d) + 1.05281(d) = 0
60c; (d) + 1.05%8,(d) = 30

= (@), Bi(d) = (-3, 1)
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Musterlésung

Damit gilt V¥(d) = —2 .80 + 420 1,05 = 2.
Vorderer Teilbaum:

130ap + 1.056, = 0

40

80 + 1.055; = —3"

— : (g, Bo) = (—115', %" .

Probe: n(H)=Vy =—3%-100+ 230 = 20

e) Das Auszahlungsprofil der Option ist .gegeben durch

| Dg(uu) =1
D=1 <_ 1
| Dg(d’&) =1
=t < Dy(dd) =0

Demnach ist die optimale Ausiibungsstrategie offensichtlich

(W) = {1, w € {uu, ud},

2, w e {du,dd}.
Aufgabe 4 | Nach der Vorlesung gilt die folgehde Re-
kursionsformel:
Jy = 7;Jt+1: t=1-1,...,0,

wobeli |

JT(x) — U(IC),

(TtJ+1)(z) = sup ((TerJe41) (7)),

fER4

mit

(Tes Jes1)(x) = E [Jeq1 (1 + req1) (z + f(z)Rev1))] -

In unserem Fall gilt r, = r sowie d = 1, also f € R. Nach dem Theorem iiber die Bellman-
Gleichung aus der Vorlesung gilt ebenfalls, dass es Entscheidungsregeln f¥ € R geben

muss, sodass -
Tesr Je1 = TiJia

fiir alle Zeitpunkte t =7 — 1, ..., 0 gilt und ( f3, s f7_1) eine optimale Anlagepolitik ist.

Nach Obigem lisst sich J, wie folgt rekursiv herleiten:
| JT(I) = U(x) = \/E

Somit setzen wir dr := 1. Weiter ergibt sich nach der Bellman-Gleichung:
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ﬂ | Musterlosung

Jr-1(z) = supE [Jr (1 + 1) (z + f(z)Rr))] = supE [ (1+7)(z+ aRT)]

f€ER a€R
=14 rsupkE |/ :z:-l-aRT] \/1+rsup1E[ (1+aI-?a~)] vz
JER a€R
=: dp_1VZ

Wir zeigen die Behauptung nun durch Riickwirtsinduktion. Der Induktionsanfang wurde
fir t =T bzw. t = T ~ 1 bereits oben gezeigt.

Induktionsvoraussetzung (IV):

Fiir ein festes, aber beliebiges t gelte Ji11 = di114/7 sowie dyy; > 0. Dann ergibt sich

Induktionsschritt:
Jt(x) = SI}pE [Jt+1((1 -+ T)(:’L’ -}- f(:D)R{_{_l))] (IV) SIGIEE I:dﬂ_l\/ 1 + T iL‘ + GRH.I)]
= duaVT+7supE VIt R | Vo= div/z

Somit folgt ins besondere d; > 0 und somit der erste Teil der Behauptung. Fiir die
optimale Strategie ergibt sich nach Definition von oz dann gerade (vgl auch Beispiel 10.13

im Skrlpt.) ,_
i =a" =ax
Somit folgt die Behauptung.
Aufgal':)e 5

a) Zeige die Aussage durch Induktion: Der Induktionsanfang n = 1 ist klar.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir £ = 1,.
Induktionsschritt n — n + 1: Sei f : R — R monoton wachsend Es g11t

E(f(X, ... Xo- Xos)] = / / E [f(z, X,,+1)]IP(dx1,...,dx,;)‘
Q / / IE[f - Youn)| P(dzy, ..., dz,)
=E[f(X o X Yo = [ B[ X 9)] P(d)

2 / E[f(Y: ... Yo -y)] P(dy)
=E[f(Yi1-.. Yo You1)]

Bei () wird verwendet, dass Y41 >=rsp Xnj1 und dass die-Funktion
z v+ f(z1 ...z, - ) monoton wachsend ist.

b) Die risikoneutrale' Wahrscheinlichkeit ¢ = 13"';“ fiir den Zustand u ist monoton

wachsend in r. Sei also r < 7/ mltd<1+r<1+r < u. Wegen ¢ < ¢ := H=4

gilt dann
Y/ rspY,  wobel
v L mit WK g, yr )W mit WK ¢/,
' ]d, mitWK1l-—g.' ‘ d, mit WK1-¢.
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Musterldsung

Daniit folgt mit der Monotonie der Indikatorfunktion

137":I{Sh5Yiu"4ﬁr2Jf}]

%) =Eo [Bir] | Br

a ¥ v, .yv!?
S)IEQ' [B_T_}J_SEE?—W] = Eg [B_H:] = m.(H).
T T

" Aufgabe 6

a) Nachzupriifen sind Monotonie, Translationsinvarianz, positive Homogenitét und Sub-
additivitat (oder Konvexitiit).
Monotonie: X <Y = pi(X) 2 p;(Y) fiir alle 2 € I und damit

sup p;(X) > sup pi(Y).
- €l tel

Translationsinvarianz: Fiir ¢ € R gilt: pi(X +¢) = pi(X) —c fiir alle i € I und damit

sup pi(X + ¢) = (sup pi(X)) —c.
1€l tel

Positive Homogenitét: Fiir a > 0 gilt: p;(aX ).= ap;(X) fiir alle ¢ € I und damit

sup p;(aX) = a(sup p;(X)).
iel i€l

Subadditivitét: Es gilt: p;(X +Y) < pi(X) + ps(Y)fiir alle i € I und damit

sup pi(X +Y) < sup pi(X) + pi(Y) < sup pi(X) +sup pi(Y).
17§ iel | icl ic]

b) Definition AVaR siche Vorlesung.

c) Da der Average-Value-at-Risk zum Niveau X fillt (gilt fiir -VaR und damit fiir den
Durchschnitt), ist sup,c; pi(X) = AVaR,, '

e e e ——e————eeeeeeeeeeeeeeeeeeg et eaeren
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