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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Cox-Ross-Rubinstein-Finanzmarkt mit normiertem risi-
kolosem Bond mit Preisprozess B, = 1 fiir t = 0, 1,2 und einer Aktie mit Preisprozess
(St)e=0,1,2 mit So = 10. Es sei @ = {u,d}?, wobe1 d = % und u > 1. Weiter sei der
Zahlungsanspruch H ein européischer Call mit Filligkeit T = 2 und Strikepreis K = 10.

a) Untersuchen Sie den Finanzmarkt auf Arbitragefreiheit und Vollsténdigkeit.

b) Zeigen Sie, dass fiir den Preis nF ( H) des europiischen Calls H zum Anfangszeitpunket

t=0Iin Abhanglgkelt von u gllt
. -1

"E(H) u+1

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Gegeben sei ein endlicher Finanzmarkt.

a) Welchen Zusammenhang gibt es zwischen den Preisen von einem européischen Call
und einem européischen Put auf eine identische Aktie S mit gleichem Strikepreis K
. und gleicher Filligkeit T', wenn der Finanzmarkt arbitragefrei und vollstindig ist?

b) Es sei ein europiischer Call mit Preis 75 (C) und ein europiischer Put mit Preis
7t (P) auf die identische Aktie mit gleichem Strikepreis K und Fa.lhgkelt in T =

1 zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben. Weiter gelte K = 20,7 (C) = 3,7 (P)
r = 0.25 und S = 19. Gibt es Arbitragemoglichkeiten? Fa.Ils ja, geben Sie diese a.n

Aufgabe 3 (9 Punkte)

Gegeben sei ein einperiodiger Finanzmarkt iiber (Q2, 7,P) mit Q = {wy,ws,ws,ws} und

P({wx}) >0,k =1,...,4, einem zinslosen und normierten risikolosen Wertpapier B =
(Bg, B;) und zwei Aktien S = (57, S7) und 5% = (57, S7). Die Aktie S? hat zu Beginn
einen Wert von S5 = 4 Geldeinheiten und Aktie S% hat zu Beginn einen Wert von S2 = 9
Geldeinheiten. Die Entwicklung der Aktien sei wie folgt

6, w=uw 9, W = wy

- 2, w=ws 13, w=ws
SHw)=" , S%(w) = ’

1(w) 2, W=wWws (@) l, w=uws

\7, w=uwy | 14, w = ws.

Zudem sei eine europdische Option H = (S} — S%), gegeben.
a) Bestimmen Sie die Menge der dquivalenten Martingalmafie Q*.
Hinweis: Zeigen Sie
1 1 1
— Z%Qa == & 5‘1,(14 =q¢,9 € R}.

1
3 6

=] O

. 1
Q" C{Q=(q1,92,93,q) : @1 = 5~ 79 %=

b) Untersuchen Sie den Markt auf Arbitragefreiheit und Vollsténdigkeit.

c) Bestimmen Sie alle arbitragefreien Preise fiir H.

—_—————_——____—'_
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Aufgabe 4 (9 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreier und vollstéindiger zweiperiodiger Finanzmarkt iiber (2, F, P)
mit einem normiertem Bond B = {B;);~0,12 mit Zinssatz r = 0. 25 Zusitzlich existiere

eine Aktie mit folgendem Aktlenprelsverlauf
Sa(uu) = 225
S1(u) = 150 <
Sz (Ud) =79
Sz (d’d) =79 -
S,(d) = 50 <
Sa(dd) = 25

Eine amerikanische Bonusoption sei definiert durch

9o = 100

o S +25-K, S; > 200 und S; > 50 fiir alle i < ¢, |
Hy=<¢ 25-K, 50 < S; < 200 und 5; >50furallez<t t=20,1,2.
0, S<50fure1nz<t

wobei 0 < K < 10.
a) Bestimmen Sie das eindeutige dquivalente Martingalmasg.

' b) Zeigen Sie, dass 7(H) = 81 + 17 - K der emdeutlge faire Preis der amenkamschen
Bonusoptlon zur Zeit t = 0 ist.

c) Geben Sie die optimale Ausiibungsstrategie fiir die amerikanische Bonusoption an.

Aufgabe' 5 (7 Punkte)

Peter und Paul gehen auf den Jahrmarkt, wo folgendes Spiel A angeboten wird. In einer
Urne sind 3 Kugeln, die mit den Zahlen 0,50 und 100 beschriftet sind. Rein zufillig wird
eine Kugel aus der Urne gezogen, wobei jede Kugel die gleiche Wahrscheinlichkeit hat,
gezogen zu werden. Der Spieler erhilt als Geldgewinn die Zahl auf der gezogenen Kugel

in EUR. Peter hat die Nutzenfunktion U(z) := log(v/1 + z) fiir z > 0.

a) Wie viel wire Peter mit Nutzenfunktion U(z) maximal bereit zu zahlen, um an dem

Spiel teilnehmen zu konnen?
b) Es wird noch ein zweites Spiel B angeboten, bei dem die Kugeln mit den Zahlen 0,

50, 100 aus einer Urne m1t folgenden Wahrscheinlichkeiten

S

W 0150 100
Q{w}) [ 2] 5 | 2

gezogen werden. Paul ist ein risikoaverser Spieler mit monotoner Préferenz, dessen
Nutzenfunktion nicht explizit bekannt ist. Wird Paul Spiel A oder Spiel B vorziehen?

Aufgabe 6 (5 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreier und vollstdndiger endlicher Finanzmarkt mit T-Perioden
und normiertem Bond B = (Bt)t=0,,_,’T.* Weiter sei die Nutzenfunktion U : (0,00) — R

mit "
1 ,

.. 272

und ein Anfangsvermégen vg > 0 gegeben. Zeigen Sie:

Ulz) = —

max E(U(V) = =03 B [E(LY)]

V&‘o =t

: dO -
wobei L == a% ist.
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Musterlosung

Aufgabe 1 |
Lssungsvorschlag: (1.54-3.5 Punkte)

a) Arbitragefreibeit und Vollstindigkeit im CRR-Finanzmarkt liegt vor, falls gilt
d<l+r<u

Da u > 1 folgt ﬁ < 14+r =1 < u und somit ist der Markt arbitragefrei und
vollstiindig. |

b) Aufgrund des CRR-Modells kénnen wir das équivalente MartingalmaB direkt be-

rechnen. Es gilt
1-2  u-1 1

_1+r—d .
1= =0 —a *u—ﬁ ul—-1 u+1

Die Auszahlung der Calls H ist H = (Sp — K),.. Mit der Bewertungsformel folgt fiir
den Preis des Calls |

w5(H) = Eol5-
= Eq[H]

= ¢ (u*So — K)+ +2q(1 — )(So ~ K)4 + (1 - ‘?)2(%10 — K)+

= (u:1)2(10u2—10)
aa(u—1)(u+1)
=~ (u+1)?
u—1

u+1

= 10

Zudem muss 7 (H) > 0 gelten, da u > 1 ist.

Aufgabe 2
Losungsvorschlag: (243 Punkte)

: a) Es gilt die Put-Call-Paritét, welche besagt

, K '
o (C) + — = my’ (P) + So.
Br
b) Nach der Put-Call-Paritat miisste gelten, dass der Preis des Calls
3 =my (C)
K
mit “g(P)+SO"_BT=3+19_16=6
7§

iibereinstimmt. Jedoch ist der tatsichliche Preis des Calls niedriger, sodass dieser
unterbewertet ist. Eine mogliche Strategie ist, den Call zu kaufen und ein Portfolio,
welches den Call repliziert, zu verkaufen. Die Differenz wird risikolos angelegt. Damit
ergibt sich folgende Tabelle

Strategie Zeit O Zeit T
kaufe Call —mo(C) (St — K)*
verkaufe Put -~ mp(P) —(K —57)7
verkaufe Aktie _ So — St
kaufe risikolose Anlage —3}; K-3 K + 3Bp
Bilanz —3+3+19~16—-3=0 | in jedem Fall > 0
A]so gibt es eine Arbitragemdglichkeit, welche der obigen Strategie entspricht.
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Aufgabe 3 ]
Losungsvorschlag: (4+1+44 Punkte) .

a) Wir berechnen im Folgenden die Menge der dquivalenten Martingalmafle. Dabei sei
¢ = Q({wi}),i = 1,2,3,4. Fiir ein dquivalentes Martingalmafl muss gelten

n+a+ap+a=1,
]EQ[S%I'FO] — Sgs
Eq[S%|Fo] = S3.

Damit ergibt sich das folgende LGS

1 11 1\ [® ]
6 2 2 71 1%|=1{4]).
9 13 1 14/ | B 9
44
Losen des LGS ergibt

1 1 1 1|1 11 1 11
0 -4 -4 1|-2] |0 -4 -4 1f-2].
0 4 -8 5|0 0 0 -12 62

Als Losung ergibt sich mit der freien Variable g4 = ¢

15 1 1. 1.1
QI—Z 4Qa QZ—3 4qa Q3—6 2‘1: g4 = q.

Zusitzlich muss gelten ¢; € (0,1),i=1,2,3,4. Also

1. O 2 2
91—§”ZQ§(0,1)®96(—3,5
1. 1 8 4
‘12—'3'—2?6(0,1)@?6(—5,5
1 1 2 10
Q3—§+§q€(0,1)@q€(—g,?
(I4=q€(0,1)-
Insgesamt folgt ¢ € (0, 2). Somit ist die Menge aller dquivalenten MartingalmaRe
gleich
: 15 11 1.1 2
Q' ={Q= (01,902,093 %):q1 = 5 1P =370 B=+50U=¢4€ (0,-5-)}.

| b) Da |@Q*| > 1 folgt aus dem ersten und zweiten Hauptsatz, dass der Markt arbitrage-
frel und nicht vollstindig ist.

c¢) Die Auszahlung der Option zum Endzeitpunkt ist

(6—9)+=0, W =
(2-13)y =0, w=w,
2-1;=1 w=uw;
(7—14). =0, w=w;s.

H(w) =

Die Preisschranken der arbitragefreien Preise von der Option H sind

m_(H) = Q}éléEQ[Hl] und 7, (H) = sup Eg[H,].
Qeg*
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Musterldésung

Dabei gilt |
Eq(H) = q1+ H(w) + g2 - H(w2) + q3 - H(ws) + g4 - H(wa)
1 1
1 - |
(5 +39
L.
6 27
Also
n_(H) = inf Eq[H]= inf {+=q}==
- Qe €06 27 T @
1 1, 1 12 11 11
m+(H) = sup BolH] = sup (529 =625~ 30 " 30

Somit ist die Menge der arbitragefreien Preise von H das Intervall (3, 33).

Aufgabe 4
Ldsungsvorschlag: (2+45.5+1.5 Punkte)

a) Der Finanzmarkt entspricht einem CRR-Modell mit v = 1.5,d = 0.5,7 = 0.25.

Damit folgt Clbred 3
1= - d T4
and Q({(w,w)}) = & Q{(w AN = $- 3= & = — Q({(d, w)}) und Q{(d )}) = .
b) Bemerke

By =1, B, = 5/4, B, = 25/16.
Die Auszahlung der Option ist in dem folgenden Baum dargestellt

Hy(uu) =225+25-K
Hy(u)=25-K < -

Hz(d’d) =25-K
Hi(d)=25-K < —

Wir bestimmen den fairen Preis der Option zur Zeit ¢ = 0 durch die Berechnung der
Snell-Einhiillenden (Z;)=0.1,2 zu dem Prozess (H;/B;):=0,1,2,-

Hy=25-K

Fiirt = 2 gilt Z; = %‘3 und somit Z(uu) = H’é‘;“) = 2255;*/243'-& = 144+16-K, Zo(ud) =
Hilud) _ 35K — 16. K, Zy(du) = 222 = 16 - K, Z,(dd) = 22 = .

Bz  25/16
Fiir t = 1 gilt
Z1 = max _’]EQ[Z?-‘}-I]}
~ Also
Hi(u
2:(w) = max{ T8, Eo (7,7 (w)
3

= ma.x{20 K, 7(144 416 K) + (1 - %)16 . K}
= max{20- X, 108 + 16 - K}

=108+ 16K
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7,(d) = mex{ LY, EqlZ,|Fi)()} o
= max{20 - X, %16 K+ (11— -?:)0}

4
= max{20- X, 12 K|}
= 20 - X.

Fir ¢t = 0 gilt

= max{25 - K, 2(108 +16-K)+ (1 - 2)20 - K}

4
= max{25 - K, 81 + 17 - K}
=814 17 K.

Der Prozess (Z;);=0,12 hat folgende Darstellung als Baum

| Zo(uu) =144 +16-K

/\

Zg(ud) =16-X
Zg=814+17-K :
Zl(d) =20-X <

Der faire Preis der Option ist somit

8 (H) =2y =81+17-K.

¢) Die optimale Stoppzeit ist gegeben durch
7" =inf{t € {0,1,2} : Z, = H;/B,}.
Aus Teilaufgabe b) folgt
~w={1 okl
Aufgabe 5
Losungsvorschlag: (3+4 Punkte)

a) Sei P die Gleichverteilung auf den Zahlen 0, 50, 100. Wenn mit X der zuféllige Gewinn
von Peter bezeichnet wird, ist der erwartete Nutzen gegeben durch

E[U(X)] = ; 1 3 [log(1) + log(51) + log(101)] = 1.4245.

Peter wire maximal bereit einen Betrag in Héhe von seinem Sicherheitséiquivalent
¢(PP) zu zahlen. Peters Sicherheitsiquivalent erfiillt

U(c(P)) = E[U(X))

Da U-!(y) = e* — 1 folgt ¢(P) = U Y(E[U(X)]) = *1***° — 1 = 16.2705 (bzw. bei
exakter Rechnung 16.2702). Er wére also bereit bis zu 16.2705 EUR fiir das Spiel zu
zahlen. |
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Musterlésung

b) Weiterhin sei P’ die Gleichverteilung auf den Zahlen 0, 50, 100. Wir werden iiberpriifen,

<0
0 <z < 50,
50 < z < 100,

ob
P>sspQ oder P =55pQ
gilt. Sei F die Verteilungsfunktion von P und G die Verteilungsfunktion von Q. Dann
gilt |
0, <0, 0,
1 < 2
F(z) = g 0 <z <50, G(z) = g,
| 3 50 < z < 100, )
1, 100 < z, 1,

100 < z.

Bemerkung: Es gilt F(0) < G(0) und F(50) > G(50). Somit gibt es nach Aufgabe 1
des 12. Ubungsblattes keine Préferenz beziiglich der stochastischen Dominanz erster

Ordnung.
Aufgabe 6

Losungsvorschlag: (5 Punkte) Zuniichst ist

U(z)=z°>0 und U’(z) = —32% < 0,

z > 0.

Damit ist U in der Tat eine stetige, streng monoton wachsende und streng konkave Nut-

zenfunktion mit
~1/3

U (y) =y

sowie limyyo U’ (y) = +00 und lim4ee U ()

» o c*L . 1/3 » —
X* = [ 1( )=(C) I/SBT/L 1/3

Zudem muss die Nebenbedingung
X*L
Yo =% ( Br )
2/3

erfiillt sein. Damit ist (¢*)~Y/3 = voﬁ%,,) und

L
Br

— K ((C ) 1/381/3L—1/3

X = Eﬁ//) BY*L = By [E(LX) L,
SchlieBlich ergibt sich
EU(X") = —ElwoBr{E(LY9] L3
~ —%vo * B2 E(LY)E(L*)
= % B,
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