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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben sei ein T-periodiger endlicher Finanzmarkt mit einer Aktie mit Preisprozess 5 =
(St)¢=o,...7 und einem risikolosen normierten deterministischen Bond mit Preisprozess B =
(B¢)e=o.... 7. Zudem sei ein Zahlungsanspruch H = H(Sr) mit folgendem Auszahlungsprofil

Auszahlung

Ko — K,

K K, | Kz Ky

Replizieren Sie den Zahlungsanspruch ausschlieflich mit Européischen Calls auf die Aktie

S und dem risikolosen Wertpapier B. Beachten Sie, dass eine grafische Begriindung nicht,
ausreichend ist. :

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Gegeben sei ein zweiperiodiges CRR-Modell mit Sp= 20, v = 2 und d = 3.

ﬁ) Fiir welche Zinsraten r ist der Markt arbitragefrei?

b) Es sei » = 0.25. Bestimmen Sie die Hedging-Strategie fiir eine europdische Put
Option auf die Aktie mit Strikepreis K = 20 und Falligkeit T = 2.
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Aufgabe 3 (8 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt mit einem normierten risikolosen Wertpapier
B = (Bi)t=0,12 mit By = 1, wobei der Zinssatz r = 0.25 sei, und einer Aktie mit folgender

Kursentwmklung

Sa(u
-5 < So(ud) =7
So = 16 Sz(du) = 8
51(d) = < So(dm) =17
Sy(dd) = 4.

Zudem sei ein Zahlungsanspruch H := %% . (5 — S3).. gegeben.

a) Bestimmen Sie die Menge Q* der #quivalenten MartingalmaBe und tragen Sie die
Menge in die folgende Tabelle ein:

% T e | & ] —— I
Q({w}) !_ | :]

b) Untersuchen Sie den Markt auf Arbitragefreiheit und Vollsténdigkeit.

c¢) Bestimmen Sie alle arbitragefreien Preise fiir H.

Aufgabe 4 (9 Punkte)
1

Es sei ein 2-periodiger Cox-Ross-Rubinstein . Finanzmarkt mit r = 7 Jo = 20 sowie
u=2und d =3 L gegeben. Der Preisprozess der Aktie sei S = (S;)i=o,1,2- Zudem sei eine
amerikanische Option H gegeben, welche zum Zeitpunkt ¢ die Auszahlung

— St(]- =+ C)1{3¢515 fi.ir ein 1<t}
besitzt, wobei ¢ > 0 gilt.

a) Tragen Sie die Auszahlung der Option in den folgenden Baum ein

e <0
=L__j< Hy(du) =| .

b) Bestimmen Sie den Preis der amerikanischen Option H zum Zeitpunkt ¢ = 0.

c¢) Geben Sie die optimale Ausiibungsstrategie fiir die amerikanische Option H an.

o ——————— T . —— - —E P El N U I T e I T N T TN
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Aufgabe 5 (8 Punkte)

Gegeben sei ein endlicher, arbitragefreier, T-periodiger Finanzmarkt mit einem normierten
Bond B = (Bi)t=o,.,7 mit konstanter Zinsrate r > 0, einer Aktie mit Preisprozess S =
(S¢)e=o,..r und den diskontierten Renditen

1 S,

e . =l T
1+1'Sg_1 ’

die unabhéngig und identisch verteilt mit

R, =

IP(R4=—%) -P(R=2)=7

sind. Die Nutzenfunktion
U:[0,00) 3R  sei  U(z) = %m“’

fiir ein v € (0,1) und C := max,¢(_1 o E [(1+ aRy)7].
a) Es sei £ > 0. Zeigen Sie:

P(z+bR; >20)=1 <= bE —g-,%.

b) Betrachten Sie das Portfolio-Optimierungsproblem

| sup E[U(V0)]
(P) {

p€ed
VY =g € [0,00)

Zeigen Sie, dass
1

Ji(z) = '_y. T(1+ ?‘)(T't)"’C(T"t), z >0, t="T,...,0,

die Wertfunktionen sind.

¢) Geben Sie die optimale Investitionspolitik an.

Aufgabe 6 (7 Punkte)

Gegeben sei ein Portfolio aus zwei Wertpapieren, dessen Renditen (R!, R?) nur die Werte
(-1,-4), (-1,2) , (3, —4) und (3,2) mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen

konnen.

a) Bestimmen Sie das Minimum-Varianz Portfolio und geben Sie dessen erwartete Ren-
dite und Varianz an. |

b) Skizzieren Sie die Effizienzkurve des Markowitz Modells in einem Risiko-Rendite
Diagramm.

¢) Zudem sei eine risikolose Anlage mit Rendite Ry = 0.1 gegeben. Skizzieren Sie die
Effizienzkurve des Tobin Modells in das Risiko-Rendite Diagramm aus b).

—__—___’—————‘———.—————_—_—
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Musterlosung

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Lésungsvorschlag: (4 Punkte) Die Option hat folgende Auszahlung

K, - K,, Sr<K

K;—Sr, K <5r <K
H(St)= (0, K; <51 < Kj
Sr—K;, K;<5r <Ky
K, —K,, K4;<587.

Der Zahlungsanspruch lasst sich durch ein Portfolio mit einer risikolosen Anlage in Héhe
von (K, — K;)/Br, dem Kauf von zwei Calls mit Strike K; und K3 sowie dem Verkauf
von zwei Calls mit Strike K; und K, replizieren. Das replizierende Portfolio hat somit
zum Zeitpunkt T die Auszahlung

K — Ky — (St — K1)+ + (St — K2)+ + (St — K3)+ — (57 — K4)+.

Im Folgenden wird die Gleichheit der Auszahlungen in Abhingigkeit von S iiberpriift.

Falls Sy < K, gilt, so kommt durch keinen Call eine Auszahlung zustande und es wird
nur der verzinste Betrag K, — K; ausgezahlt.

Falls K; < Sr < K, gilt, so liefert der Call mit Strike K; und die risikolose Anlage eine
Auszahlung und es wird K, — K; — (St — Ki) = K; — St ausgezahlt.

Falls Ky < St < Kj gilt, so liefern die Calls mit Strike K, K> und die risikolose Anlage
eine Auszahlung und es wird K, — K; — (St — K1)+ + (St — K2)+ = 0 ausgezahlt.

Falls K3 < St < K, gilt, so liefern die Calls mit Strike K, K2, K3 und die risikolose Anla-
ge eine Auszahlung und es wird Ky — K3 —(St— K1)+ + (57— K3) 4+ (Sr— K3)4+ = S7— K3
ausgezahlt.

Falls K; < St gilt, so liefern die alle Calls und die risikolose Anlage eine Auszahlung und
es wird Ko— Ky —(Sp— K1)+ +(S7—K3)4++(S7—K3)+ — (S7—K4)+ = K4— K3 = Ky~ K,
ausgezahlt. -

In jedem Fall stimmt die Auszahlung des replizierenden Portfolios mit der Auszahlung
des Zahlungsanspruchs iiberein. |

In der Abbildung sind dargestellt: Auszahlung von —HZ(K;) (orange), Auszahlung von
HE(K>) (blau), Auszahlung von HEZ(K3) (griin), Auszahlung von —HE(K,) (lila), Aus-
zahlung von der risikolosen Anlage (rot).

Auszahlung
2 — K,
St
K, K, K Ky
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Musterl6sung

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Lésungsvorschlag: (143 Punkte)
a) . Es muss d < 1+ r < u gelten, und damit % <l+r<2bzw. 7€ (-—-%,1). |
b) Es ist dann Sz(u,lt) = 80, Sg(u, d) = Sz(d, u) = 20 und Sg(d, d) = 5. Mit H =
(K — S2)* gilt H(u,u) = H(u,d) = H(d,u) = 0 und H(d,d) = 15. Damit sind
ay(u) = f1(u) =0 und
H(d,u) — H(d,d) 0-—15
= A a7 - =],
al(d) (?.L = d)S1 (d) (2 = %)10
uH(d,d) —dH(d,u) 2-15—-0 64

S TwaE T@-DE T
Dann ist
Vi(u) = ai(u)Si(u) + Bi(u)Br =0,
Vi(d) = eq(d)Si(d) + 1(d)By = ~1-10+ %é . g = 6.
Schliefllich ergibt sich .
_ K-V _ _0-6 _ 1
0T Tw=d8 (2-H20 5
g, — uVi(d) —dVi(u) 2-6-—-0 _g'
T @w-dB  (2-DE 5

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Losungsvorschlag: (54142 Punkte)

a) Zunichst gilt By = 1, B; = 2 und B; = £. Zudem ist

)_ 1+T—S1(d)/30 _1.25—%_2
20 S /S - si@/%  I-% 3

und
1+7r— Ss(ud)/S51(u) - 125 -3

2(ult) = S5 - Swd)/Si(w) ~ I—1

Zudem muss EO(%“]—F 1)(d) = Sig(:i) bzw. Eq(S2|F1)(d) = S51(d)B; = 5 sein. Damit
erhalten wir das Gfeichungssystem
8 - ga(uld) + 7 - go(m|d) + 4¢2(d|d) = 5,‘
g2(u|d) + g2(m|d) + g2(d]d) = 1.

Mit ¢ := go(u|d) und ¢2(d|d) = 1 — @ — g2(m|d) eingesetzt in die erste Gleichung
ergibt sich

5=28q+7-g(m|d) +4(1 — g — g2(m|d)) = 4¢g + 3g2(m|d) + 4,
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Musterlosung

e a e el o,
- ' S —— N - R

und damit
1 4
@a(mld) = 3 -39,
1 4 2 1
@(dld) = 1-g-q@m|d)=1-g-3+39=5+3¢.

Da zudem ¢, g2(m|d), g2(d|d) € (0, 1) seien miissen, ergibt sich

0 1 {
Q,(d) = é’ +Q(—% :qe(O,Z) :

flw ~ I w | wd [ du_ | dm | dd _}"'___ ]
QUwh | $-3=5% | 3:3=8 | o |3G-10 | iG+30 | €D

! | ! | 1

—— L e —

€ s
G |k

b) Da |Q*] > 1 folgt aus dem ersten Hauptsatz, dass es sich um einen arbitragefreien
und nicht vollstdndigen Finanzmarkt handelt.

c) Es gilt H{uu) = H(ud) = H(du) = H(dm) = 0 und H(dd) = -f% - (5—4) = %53.

Damit ist |
H\ 12 1. %2 2
EQ(“B‘;)—'Q'(g'*"gt'I) ?_g__§+§q
Damit gilt
: H 2
) = gk e (E’) =39
fiir ¢ = 0 und

fiir ¢ = 4. Es folgt, dass die arbitragefreien Preise von w(H) in dem Intervall (2, 1)
liegen miissen.
Aufgabe 4 (9 Punkte)
Losungsvorschlag: (2+45.5+1.5 Punkte)
a) Die Preisverlauf der Aktie ist
. _ Sy(uu) = 80
Sy (u) = 40 <
Sy (ud) = 20
So = 20 |
Sz(dU) = 20
S1(d) = 10 < |
Sa(dd) =5
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Musterlosung

Somit hat die Option H die Auszahlung
HQ(UU) =0
Hy(u) = 0 «::::::
| Hg(Ud) =0
Hz(d’lt) = 20(1 + C)
H,(d) = 10(1 + c) <
Hz(dd) — 5(1 + C)

b) Der Preis der Option wird mithilfe der Snell-Einhiillenden (Z;)¢=0,1,2 beziiglic;h dem
Prozess ()0 1.2 bestimmt. Dafiir wird das &quivalente Martingalma8} benétigt. Da

B, ' & 5 :
hier ein CRR-Finanzmarkt vorliegt, ergeben sich die Ubergangswahrscheinlichkeit g

und 1 — ¢ fiir beide Perioden durch

_l+r-d_1+3-3_32_1
I=7u=d T 2-1 T332
und 1 1
9=

25

A—
_—

Fiir das risikolose Wertpapier gilt By =1,B; =1+7=5B; = &.
Fiir ¢ =2 gilt Z, = £2 und somit | '
16 16

Zg(uu) = 0, Zz('U,d) — 0, Zg(d’&) = %20(1 <t C), Zz(dd) — 2—55(1 + C).
Fir ¢ = 1 gilt . .
7y = max{Fi, Eg[Z:|F1]}.
Also -
7,(s) = max{ 5, EolZ2|F1)(1)
= max{0, 0}

Zy(d) = max{ 229 Eqo(2,|71)(d))

B, R
4 . 116 116
| 40
= (1 + ¢) max{8, —5-}
= 8(1 +¢).
Fiir t = 0 gilt
H,
Zy =,max{§9':EQ[Zl|-70]}
0
1 1
= max{0, '2"0 + 58(1 +¢)}
= 4(1 + ¢).
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Musterlosung

e

Der Prozess (Z;)¢=01,2 hat folgende Darstellung als Baum
Zz (‘UU.) =0
Z1(u) =0 <
Zg(’&d) = ()

| Z3(du) = %(1+ o)
Z1(d) = |
= + i < Zo(dd) = 2(1 + ¢).

Zo = 4(1 +¢)

Der faire Preis der Option ist somit

7r64(H) = Zo = 4(1 + c).
c) Die optimale Ausiibungsstrategie ist gegeben durch 7* = inf{t > 0: Z, = %—f} Also

1, we {(u,u), (u,d)} .

TW= ) we{d ), (4 d)

Aufgabe 5 (8 Punkte)
Loésungsvorschlag: (14443 Punkte)

‘a) Fir z > 0 gilt

| 1 q =
1 = P(z+bR>0)= P (:z:—b§ > 0) 5 -;-P(x+,b2 > 0)
1 1
= plee<z 5110
< b € [—%,2:::].

b) Wir zeigen die Atissage mit vollstindiger Induktion:
LA:t=T: Jr(z) = %:c"' = U(z), z > 0, was die zugrundeliegende Nutzenfunktion
ist. \

LV.: Jeya(z) = 227(1 + )T 0T, 5 > 0.

1.S.: Wir zeigen die Aussage fiir ¢. |

Mit der Bellmann-Gleichung gilt

Ji(z) = sup E(Je+1((1 +7)[z +'ft(~'8)Rt+1]))a

wobei P(z + fi(z)Riy1 > 0) = 1 gelten muss, was mit (a) dquivalent ist zu f(z) €
—%,2z]. Mit der Induktionsvoraussetzung und der identischen Verteilung der dis-

kontierten Renditen gilt dann

1 —t—1)A e
J(g) = —(1+n)TCTD  sup  E([(1+7)(z + file)Ry)]")
| Y ' f(z)€[-§,2z]

= l(1 + )TN CT=-1) qup E([z + azRy]")
7 06[—%,2]

_ é(l + ) T-oT=t-1) g

_ %xv(l + )T o@D 45 .
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Musterlosung

¢) Die optimale Investitionspolitik #* = (fg,..., fr_,) muss
sup E(Jerr((1+ 1)z + £i(z)Rent]) = E(Jesr((1 + 1) [z + f; (2) Resa]))

erfilllen, was mit der Darstellung aus (a) équivalent zu

—(1 + r)T-t-Do(T-t=1) s;xp E(((1+r)[z + fi(z)Ra])")

~(1+ )T CTAVE((1 4 e + £ @R

ist. Daher muss

E(lz+ fi(z)R1]") = o, E([z + bRy]") = s E([z + azRy]")
= 17 sup E([l+aR]") =2"E([l +a"Ri]") =E([z +a’zh:|")
a€[-%,2|

gelten wobei a* = argmax el _1.2]IE([1 + a*Ry]") ist. Daraus folgt f;'(z) = a*z fur
t =00s i L '

Aufgabe 6 (7 Punkte)
Lésungsvorschlag;: (4+1 5+1.5 Punkte)

a) Zunichst bestlmmen wir den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix der Rendi-

ten:
m = E(R)=;[-1+3=1
—_— ]E(R2)=-§[2—4]=—1,
Var(Ry) = (8= 12+ (-1- 1) = 5[4+4)=
Var(Ry) = pl(~4- 1)2+(2+1)2]=-;-[9+9]=
Cov(Ry, Rs) = E(RiRy)—E(R)E(Ry) = 7[4—2-12+6]+1=0

Damit ergibt sich
Dann ist

Mit

1 1 13 1 36 [+ 3
' — el 1o = = — = e 1st e Yl 4 =18
cTeETesitgTE T TMTE 13(5) (-)

das Minimum-Varianz Portfolio mit erwarteter Rendite und Varianz

36 (1 1 36 5 5 36
& T = AR PR | g —— — T —
mM(ﬂ'M) m Ty 13 [4 9] 13 36 13 — und O.M(WM) (ﬂ-M) z}"'M 13
b) +c) '
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