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Aufgabe 1 (3+1=4 Punkte)

Gegeben sei ein arbitragefreier, diskreter Finanzmarkt mit Zeithorizont 7' > 0. Auf diesem
Finanzmarkt gebe es eine Aktie mit Preisprozess (S;)i—o,...r und ein normiertes, verzinstes
risikoloses Wertpapier mit Preisprozess (By)i—o,. 1.

a) Zeigen Sie mithilfe eines Arbitragetableaus, dass der Preis zur Zeit ¢ = 0 eines
européischen Puts monoton wachsend im Basispreis ist. D.h. fiir zwei européische
Puts auf denselben Basiswert mit Basispreisen K, K5 gilt bei gleicher Filligkeit T’

Kl < K2 - s ((Kl — ST)Jr) <7 ((K2 — ST)Jr) .

Nun gelte fiir den Startpreis der Aktie Sy = 110 und das risikolose Wertpapier besitze
einen konstanten Zinssatz von r = 0.1.

b) Wenn ein européischer Put mit Basispreis K = 100 und Falligkeit T" zur Zeit ¢t = 0
einen Preis von 1 hat, welchen Preis hat dann (in Abhéngigkeit von T') ein eu-
ropaischer Call zur Zeit t = 0 mit gleichem Basispreis und gleicher Falligkeit, wenn
keine Arbitrage vorhanden ist.

Aufgabe 2 (44241=7 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt mit normiertem risikolosem Wertpapier, d.h.
By = 1, mit Zinssatz r = 1/8. Zusétzlich existiere eine Aktie S mit folgendem Aktien-

preisverlauf:
Sa(uu) = 150
Si(u) = 120 <

Sp = 100
So(du) = 100
So(dd) = 70

a) Untersuchen Sie den Finanzmarkt auf Arbitragefreiheit und Vollsténdigkeit.

b) Bestimmen Sie alle fairen Preise der européischen Volatilitédtswette

H = |Sl - SQ|

¢) Geben Sie einen in diesem Finanzmarkt erreichbaren, nichtdeterministischen Zah-
lungsanspruch an.
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Aufgabe 3 (2+14243+1=9 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt, bestehend aus einer Aktie mit Startpreis
So = 100 und einem risikolosen Wertpapier mit Startpreis By = 1. Der Preisprozess der
Aktie ist gegeben durch

Sa(uu) = 200
S1(u) = 150
So = 100 So(ud) = Sa(du) = 100
S1(d) =80
Sy(dd) = 50

a) Fiir das risikolose Wertpapier gelte B; = 1.25. Geben Sie alle Preise By an, fiir die
der Finanzmarkt arbitragefrei ist.

Nun gelte By = 1.25. Weiter sei eine sogenannte , Bering-Option“ gegeben, also eine
asiatische Calloption mit amerikanischer Ausiibungsart. Die Auszahlung der Option zum
Zeitpunkt t = 0,1, 2 ist also

H, = (8, - t%i;sjy
=

b) Skizzieren Sie den Auszahlungsprozess der Option.

)
c) Geben Sie die Menge der dquivalenten Martingalmafie M* an.
d) Bestimmen Sie den fairen Preis der amerikanischen Option zur Zeit ¢ = 0.

e) Geben Sie eine optimale Ausiibungsstrategie der Option an.
Aufgabe 4 (142424-2=7 Punkte)
Gegeben sei eine Gleichverteilung p auf den Punkten {—10, -5, 0, 5, 10}, d.h. u({i}) = +
fir i € {—10,-5, 0, 5, 10}.

a) Definieren Sie die Ordnungen > pgp und >gsp.

b) Geben Sie eine Verteilung v # p auf den Punkten {—10,—5, 0, 5, 10} an, so dass
1 = psp v. Begriinden Sie Thre Wahl.

¢) Geben Sie eine Verteilung v # p auf den Punkten {—10,—5, 0, 5, 10} an, so dass
i >ssp v. Begriinden Sie Ihre Wahl.

d) Gibt es eine stetige Verteilung v, die auf ganz R eine positive Dichte hat mit
v = rsp p? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 5 (14+1424-2=6 Punkte)

Wir betrachten das Markowitz Modell mit d risikobehafteten Wertpapieren. Dabei seien
wie iiblich die erwarteten Renditen m = (my,...,mq) € R und e = (1,...,1) € R? linear
unabhéngig, sowie die Kovarianzmatrix > der Renditen positiv definit.

Es sei 7}, p das Minimum-Varianz-Portfolio. Das Portfolio m # 7}, p sei ein weite-
res beliebiges effizientes Portfolio. Auflerdem bezeichnen wir wie in der Vorlesung mit
R™ = 7" R die zufillige Portfolio-Rendite (ebenso fiir 7%, p). Zeigen Sie:
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a) Fir a € Ry ist 7 := am + (1 — a)m},y p ebenfalls ein effizientes Portfolio.
b) Betrachten Sie die Funktion fir o € R
f() := Var(R™).
Begriinden Sie: Es gilt f/(0) =

c) Zeigen Sie: Cov(R™, R™uvr) = Var(R™mvr).
[Hinweis: Verwenden Sie Teil b).]

d) Es gebe jetzt 5 Anlagen Sy, ..., S5 im Modell. Die effizienten Portfolios bei den Ziel-
renditen 0% und 15% seien wie folgt:

Zielrendite ‘ Sl Sg 83 54 S5

0% 2.8% 10.5% 14.3% —7.8% 80.2%
15% 31.2% —1.5% 13.6% 174% 39.3%

Die Prozentzahlen stellen dabei den relativen Anteil der Aktie im Portfolio dar.

Bestimmen Sie ein effizientes Portfolio 7§ o5 zur Zielrendite 5%. Begriinden Sie ihre
Wahl und tragen Sie das Portfolio unten ein.

7TO 05 — ( ) ) ) )
Aufgabe 6 (1454+1=7 Punkte)

Es sei u : R — R eine strikt wachsende, strikt konkave Funktion mit u(0) = 0. Weiter
sei u in 0 differenzierbar und «/(0) = 1. Fiir reellwertige, beschréankte Zufallsvariablen
definieren wir die Abbildung S, : L* — R

Su(X) = itelﬂg{n +Eu(X —n)}.

a) Geben Sie die Definition des Conditional Value at Risk C'VaR)(X) zum Niveau
A€ (0,1) an

b) Zeigen Sie, dass S,(X) die folgenden Eigenschaften besitzt:
(i) Su(X +¢) =S, (X) +cfir ceR,
(i) Su(c) = c fiir c € R,
(iii) X <Y impliziert S,(X) < S, (V).
(iv) Fira € (0,1) und X, Y € L gilt: S, (aX+(1—a)Y) > aS,(X)+(1—a)S.(Y).

¢) Wir wihlen in der obigen Definition u(t) = —1(—t)* (die Funktion erfiillt nicht die
Voraussetzungen oben, das ist hier egal). Welche Interpretation hat —S,(X)?
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Musterlosung

Losungsvorschlag: Aufgabe 1 (34+1=4 Punkte)

a) Wir haben einen arbitragefreien Finanzmarkt zum Zeithorizont 7 > 0 und zwei

endfillige Puts P, und P, die sich nur in den Basispreisen K; und K, unterschei-
den. Es sei K; < K.

Annahme: Es gilt 7(P;) > 7(P,). Um die Behauptung, je hoher der Basispreis, desto
hoher der Preis, zu zeigen, konstruieren wir ein Portfolio, in dem wir den vermu-
tetermaflen besseren Put kaufen und den schlechteren Put verkaufen. Die folgende
Tabelle stellt die Werte der zwei Positionen unseres Portfolios zum Start ¢ = 0 (der
Kapitaleinsatz und damit ein fairer Preis) und zum Ende ¢ = T (Auszahlung des
Portfolios) dar, abhéngig vom Marktverlauf:

t=0 t=1T
St < K K < St < Ks Ky < St
Verkaufe P; —m(Py) —Ki1+ St 0 0
Kaufe P 7(Py) Ky — St Ky — St 0
Anlage Bond | n(Py) — n(Py) | Br(n(P) —n(Py) Br(r(P) — () Br(x(P)— n(F))
Portfoliowert 0 >0 >0 >0

Damit haben wir eine Arbitragestrategie konstruiert, was einen Widerspruch zur
Arbitragefreiheit des Finanzmarkts darstellt. Die Annahme 7(P;) > 7w(P,) kann
demnach nicht gelten.

b) Mithilfe der Put-Call-Paritdt erhalten wir

K 100

Losungsvorschlag: Aufgabe 2 (4+2+1=7 Punkte)

a) Wir bestimmen die Menge der dquivalenten Martingalmaie M*. Mit ¢ := ¢(d|d) als

freier Variable erhalten wir

w  Q({w})
uu g—g
ud é—i
du %q
dm 35
dd 1%(1

Insgesamt erhalten wir also q € (0, 1).

3
Damit gilt nun

. [(39133 3-9¢ 3 |
M _{(64’64’8q’ 16 ’16q>|q€(o’3)}‘

Nach dem 1. Hauptsatz der Optionspreistheorie ist der Finanzmarkt arbitragefrei,
nach dem 2. Hauptsatz ist er jedoch nicht vollsténdig.
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Musterlosung

Losungsvorschlag: Aufgabe 3 (24+142+3+1=9 Punkte)

a) Wir betrachten den rechten oberen und den rechten unteren Teilbaum jeweils als
einperiodige CRR-Modelle. Damit die Teilbdume jeweils arbitragfrei sind, ergeben
sich folgende Intervalle fiir den risikolosen Zinssatz:

Oberer Teilbaum:

100 200

NA d<1 — <1 —
(NA) < <l+r<u < 50 < +r<150

re(—1/3,1/3)
Unterer Teilbaum:

50 100
(NA) & d<l+r<u < %<1+fr<% & re(—3/8,1/4)

Da nach Vorlesung nur nichtnegative Zinssitze zugelassen sind, gilt insgesamt
(NA) < rel0,1/4).
Und damit schliefllich By € [1.25, 22).

) 16
b)
Hs(uu) = 50
Hy=0
c) Es gilt
1-2 1
qulu)=7— =5 =q(d|u)
3 3
_ 30 3
Q(u‘d)_mo_gg_o_g, q(d|d)= -
80 80
125-30 ¢ 5
Q(U) = o PRl Q(d> = T
%g — %% 14 14
Damit: 9 1 9
Quy = 2 2= 2~ @({ua)
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Musterlosung

5 3 3 5 2 1
d = — = = — dd = — e — = —
Insgesamt erhalten wir
M ={Q}.
d) Berechne die Snell-Einhiillende von <%> :
t/t=0,1,2
H. 1
Zo(un) = 2;;“” — 10, Zo(ud) =0,  Zo(du) = 36 Zo(dd) = 0
2

Bl | fl](u)} _ maX{20,40 . %} — 20

H,
Zy = max {—O, EolZ: | ]:o]}
By

9 16 5
- 20 - —+ .24V _14
maX{O, 0 14+5 14}

Fiir den Preis der Option zur Zeit ¢ = 0 gilt also 7(H) = Z, = 14.

e) Die optimale Ausiibungsstrategie ist gegeben durch

, w € {uu,ud},

W) = {2, w € {du, dd}.

Losungsvorschlag: Aufgabe 4 (14242+2=7 Punkte)

a) Seien p, v € P. Dann dominiert u das Mafl v im Sinne der stochastischen Dominanz

erster Ordnung, falls gilt:
[ tdn= [ sav

fiir alle wachsenden Funktionen f :S — R, fiir die die Erwartungswerte existieren.

Das Mafl x dominiert das Mafl v im Sinne der stochastischen Dominanz zweiter

Ordnung, falls gilt:
/ Udp > / Udv,

fiir alle Nutzenfunktionen U fiir die die Erwartungswerte existieren.

b) Die Forderung wird zum Beispiel von der Verteilung v, definiert durch

v({i}) = 0 10({i}) = {O’ £€ {50,510}

1, +=-10,
erfiillt, da
F,(z) < F,(v)Vz < v =<pgp [
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Musterlosung

c¢) Die Forderung wird zum Beispiel von der Verteilung v, definiert durch

1 e {-10,-5,0,5},
0, =10,

v({i}) =

erfiillt. Dazu betrachten wird zwei Zufallsvariablen X ~ v und Y ~ pu. Laut Vorle-
sung gilt:

w=sspv <= E[f(Y)] <E[f(X)] fiir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.

Fiir eine beliebige wachsende, konkave Funktion f gilt

E[f(X)] = i(f(—lo) + f(=5) + f(0) + f(5))

< Z(f(-10) + £(=5)+ J(0) + £(3) + f(10)) = ELF(¥)].

Alternativer Losungsweg: Fiir v = §_1¢ gilt u <gsp v, da pu <psp v impliziert
H =ssp V.

d) Eine solche Verteilung kann nicht existieren. Die Verteilung v hat eine positive Dich-
te auf ganz R, und damit insbesondere Wahrscheinlichkeitsmasse auf (—oo, —11].
Dementsprechend gilt F,(—11) > 0 = F,(—11), wodurch das Ma v das Maf}
nicht bzgl. der stochastischen Dominanz erster Ordnung dominieren kann.

Losungsvorschlag: Aufgabe 5 (14142+2=6 Punkte)
a) Ein effizientes Portfolio zur vorgegebenen Rendite m,, besitzt die Darstellung

— A B—A
T = Cmp—E_lm + —mpZ_le.

D D

Fiir das Portfolio 7¢ gilt nun

Cm, — A B—-—Am,___
o a(m—2‘1m+—m2 )

D D
C’mMVp—A 1 B—ATTLMVP 1
+(1—-a) ( D X m+ 5 Y e
_ C(ozmw + (1 —DOé)vap) - AZ’lm 4 B — 14(0[’/717r +l§1 — Oé)’lTLMVP) Zfle.

Das Portfolio 7® ist also optimal und ein effizientes Portfolio zur Rendite m :=
amy; + (1 — a)myvp, da when m, > myvp auch m > myvp.

b) Fiir @« = 0 handelt es sich bei 7* gerade um das Minimum-Varianz-Portfolio. Damit
nimmt die Funktion f an der Stelle 0 ihr Minimum an, wodurch die Ableitung an
der Stelle ebenfalls 0 sein muss.

c¢) Fiir das Portfolio aus a) gilt:
Var(R™) = o?Var(R™) + 2a(1 — a)Cov(R™, R™vr) + (1 — a)*Var(R™mvr).
Die Ableitung ist gegeben durch
f'(a) = 2aVar(R™) +2Cov(R™, R™uvr) — 4aCov(R™, R™vr) —2(1 — o) Var( R™uvr).

Nach b) gilt, dass f’(0) = 0. Umstellen der Gleichung liefert dann die Behauptung.
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Musterlosung

d) Es gilt folgende Zerlegung effizienter Portfolios: 7% = g + hm,,. Damit fogt sofort:
7} = g. Weiter gilt: 75 — 77 = 0.15h. Also

mr — 7 = (0.284, —0.12, —0.007, 0.252, —0.409)

und
h = (1.893, —0.8, —0.04666, 1.68, —2.726).

Fiir m, = 0.05 folgt
To.05 = g + 0.05h = (0.123,0.065, 0.141, 0.006, 0.666).

Alternativ: 7§ o5 = 37 + 273 = (0.123,0.065, 0.141,0.006, 0.666).
Losungsvorschlag:  Aufgabe 6 (1+5+1=7 Punkte)
a) Siehe Vorlesung.
b) (i): Es gilt:
Su(X +c¢) =sup{n+Eu(X +c—n)}

neR
=c+sup{n—c+Eu(X - (n—1c))}
neR
=c+ Su(X).
(ii): Da u(0) = 0 und «'(0) = 1 ist wegen der Konkavitit u(z) < z. Also gilt

Su(c) =sup{n + Eu(c —n)} <sup{n+c—n} =c
neR neR

Andererseits, da u(0) = 0 gilt: S,(c) > {c+u(c—0c)} =c.
(iii): Folgt aus der Monotonie von v und dem Erwartungswert.

(iv): Sei a € (0,1). Die Funktion
f@,m) = n+ulx—n)
ist konkav auf R2. Also gilt:
floxy + (1 — a)zg, am + (L= a)ne) = af (w1, m) + (1 — a) f(22,m2)-
Da Sy(aX + (1 = )Y) = sup,cg{n + Eu(aX + (1 — )Y —n)} folgt

sup{n + Eu(aX + (1 — @)Y —n)}

nerR

= sup. {Ef(aX + (1 — )Y, am + (1 — a)nz) }
n1,m2E€ER?

> sup {aBf(X.m) + (1= 0)Bf(Y.m)}

=aS,(X) + (1 — a)S,(Y).

¢) Nach Einsetzen und Umformen: Conditional Value at Risk zum Niveau a.
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