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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Gegeben sei ein zweiperiodiger CRR-Finanzmarkt mit den Parametern v = 1.5,d = 0.9
und r = 0.2. Der Startpreis der Aktie sei 100. Aulerdem gebe es am Markt einen eu-
ropéischen Put P mit Basispreis K = 117, welcher aktuell bei einem Preis von 7(P) =5
notiert. Untersuchen Sie den Finanzmarkt auf Arbitragefreiheit und geben Sie gegebenen-
falls eine Arbitragestrategie an.
Aufgabe 2 (34+2+42=7 Punkte)
Gegeben sei folgender einperiodiger Finanzmarkt mit einem risiko- und zinslosen Bond B
und zwei risikobehafteten Aktien S' und S?. Die erste Aktie starte mit Wert
Sy =z > 0, die zweite mit S3 = 16.
St(u) = 24 S2(u) = 20
St ==z St(m) =12 S2 =16 S2(m) = 16
SH(d) =12 S%(d) =8
a) Fiir welche Werte x ist der Markt arbitragefrei? Bestimmen Sie fiir diese = jeweils
die Menge der dquivalenten Martingalmafle.
Nehmen Sie fiir die folgenden Teilaufgaben an, dass gilt x = 18.
b) Betrachten Sie folgenden européischen Spread auf die beiden Aktien:
H:=S -5
Bestimmen Sie den fairen Preis des Spreads.
¢) Nehmen Sie nun an, dass entweder Aktie 1 oder Aktie 2 vom Markt genommen
wird (sogenanntes Delisting). Untersuchen Sie, wie sich das Delisting auf die Arbi-
tragefreiheit und Vollstindigkeit des Finanzmarkts auswirkt. Kreuzen Sie die ent-
sprechenden Eigenschaften des resultierenden Finanzmarkts an und begriinden Sie
Ihre Antwort.
1. Fall: Delisting von Aktie 1:
Der resultierende Finanzmarkt (Aktie 2 + Bond) ist:
[] arbitragefrei, [J vollsténdig.
2. Fall: Delisting von Aktie 2:
Der resultierende Finanzmarkt (Aktie 1 + Bond) ist:
[ arbitragefrei, L] vollsténdig.
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Aufgabe 3 (24+1+3+1+1=8 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt, bestehend aus einer Aktie mit Startpreis
So = 100 und einem risikolosen Wertpapier mit Startpreis By = 1. Der Preisprozess von
Aktie und Bond ist gegeben durch

So(uu) = 144
Sy (u) = 120
So = 100 Sy (ud) = Sy(du) = 96
S1(d) = 80
So(dd) = 64
Byp=1——— B =105 ——— By, =1.1025

a) Geben Sie die Menge der dquivalenten Martingalmafie M* an.

Weiter sei eine amerikanische Garantieoption gegeben. Die Auszahlung der Option zum
Zeitpunkt ¢t = 0,1, 2 ist dabei

H; := max{S;, 100 - B;}.

b) Skizzieren Sie den Auszahlungsprozess der Option.

)

¢) Bestimmen Sie den fairen Preis der Option zur Zeit t = 0.

d) Geben Sie die optimale Ausiibungsstrategie der Option an.
)

e) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage:

,In einem beliebigen arbitragefreien diskreten Finanzmarkt ist der Preis der ameri-
kanischen Garantieoption zur Zeit ¢t = 0 stets gréfler oder gleich dem Startpreis des
Basiswerts.

Aufgabe 4 (1+14142=5 Punkte)

Gegeben seien die drei reellwertigen Zufallsvariablen XY, 7 mit X ~ FExzp(\),Y ~
Exp(\),Z ~ Exp(A\/2) wobei A > 0. Die Zufallsvariablen sind dabei nicht unbedingt
unabhéngig.

[Hinweis: Ist X ~ Exp(\), so besitzt X die Dichte f(z) = Xe™*?, solange x > 0, sonst ist
sie null.]

a) Definieren Sie die Ordnung >ggp .

b

Gegen Sie eine weitere Charakterisierung von >ggp an.

d

)
¢) Zeigen Sie: 37 ~ Exp()).
) Zeigen Sie: X +Y =g5p Z.
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Aufgabe 5 (5+3=8 Punkte)

a) Gegeben seien ein zweiperiodiges CRR-Modell mit Parametern d = 0.8, 4 = 1.2 und
r = 0. Dabei sei P die Gleichverteilung auf Q = {uu, ud, du, dd}.
Ein Investor besitze ein Anfangsvermogen von xy und eine Nutzenfunktion U(z) =
—e~*. Losen Sie das Portfolioproblem

(P): max E[UVY)] st Vi ==
¢ selbstfinanzierende Handelsstrategie.

Bestimmen Sie das optimale Endvermogen und eine optimale Investitionsstrategie.

b) Gegeben seien zwei Nutzenfunktionen Uy, Us, die auf den reellen Zahlen definiert
sind und beide zweimal stetig differenzierbar sind. Der Arrow-Pratt Risikoaversions-
koeffizient ist definiert durch

Ay = L@

Zeigen Sie:

Ai(z) > Ay(x), firallex € R & Uy(Uy'(t)) ist strikt konkav auf R.

Hinweis: Sie konnen ohne Beweis die Umkehrregel der Differentialrechnung verwen-
den: Sei f : R — R bijektiv. Ist die Funktion f an der Stelle x € R differenzierbar
mit f'(z) # 0, dann ist auch die Umkehrfunktion f=* an der Stelle y = f(z) diffe-

renzierbar mit
1 1

() @)
Aufgabe 6 (1.541.54+24-2=7 Punkte)

Uberpriifen Sie die potentiellen RisikomaBe Varianz und Standardabweichung darauf, ob
sie die folgenden Eigenschaften besitzen:

a) Translationsinvarianz,
b) positive Homogenitét,
¢) Monotonie,
)

d) Subadditivitat.
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Musterlosung

Losungsvorschlag: Aufgabe 1 (5 Punkte)

Wir berechnen zunéchst mithilfe der risikoneutralen Bewertungsformel den fairen Preis

des Puts. Es gilt
_1l+r—d 12-09 1
1= Tu=d T 15-09 2

Der Put liefert nur Fall w = dd eine Auszahlung in Hohe von 36. Wir erhalten also

P 1 25 1
36

P E 1-— 236 =—---36=06.25.
"(P)=Bo |5 | = 5 (1= 0 :

Der Call ist am Markt also zu billig. Daher kaufen wir den Call und shorten die Hedging-
Strategie. Da wir nur im unteren Teilbaum eine Auszahlung erhalten, folgt sofort

ay(u) = Bi(u) =0

Im unteren Teilbaum muss gelten

13504 (d) + 1.228,(d) = 0
8lay (d) + 1.228,(d) = 36.
Hier gilt
2 125
a1 (d) = —3 Bi(d) = -5

Damit ist m (P)(d) = —2-90 4+ 2. 1.2 = 15.
Im vorderen Teilbaum muss gelten

15000 + 1.28, = 0
900&0 + 1250 = 15.

Hier gilt
1 125
Qo = _Z_l’ Bo = T
Die Arbitrage-Strategie ist also folgende: Kaufe zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen Put und }1
Aktie. Nehme auBerdem einen Kredit in Hohe von % auf. Steigt die Aktie, werden alle
Positionen im Portfolio glatt gestellt. Fallt die Aktie, wird das Portfolio so umgeschichtet,

dass 2 7 einer Aktie im Portfolio liegt und ein Kredit von 125 aufgenommen ist.

Losungsvorschlag: Aufgabe 2 (3+2+42=7 Punkte)

a) Der Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn ein dquivalentes Martingalmal Q €
M* existiert. Hinreichend und notwendig erfiillt ein solches ¢; € (0,1) fiir ¢; :=
Q({wi}), i =1,2,3, die Normiertheit ¢; + g2 + g3 = 1 und die Martingaleigenschaft

S Sd
E
¢ [Bl] By’
Wegen By = B; muss hier also

Sf(u)ql + Sf(m)qg + Sf(d)% = Sg, d=1,2,

d=1,2.

gelten. Zusammen mit der Normiertheit 16st man das lineare Gleichungssystem z.B.
mit Gauf3:
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Musterlosung

11 1 | 1
24 12 12 | =
20 16 8 | 16

1 1 1 | 1

~ o0 =12 —12 | 2—24
0 —4 —-12 | —4
10 -2 | 0

s 00 —24 | 2—12
01 3 | 1
100 | jHo—1

s 00 1 | ix—%s
010 | —%x—i‘i

Wegen der bereits erfiillten Normiertheit geniigt es auf ¢; > 0, i = 1, 2, 3, zu priifen:

G = %x—1>0 — > 12
1 5

Qo = —§x+§>0 — <20,
1 1

Damit ist der Markt arbitragefrei genau dann, wenn x € (12, 20), und die dquivalenten
Martingalmafle sind charakterisiert durch
1 1 1
— =z =—r—=.
g BT ot T

b) Im Fall z = 18 ist das eindeutige dquivalente Martingalmafl gegeben durch

1

M; = {(C]1>C]2,C]3)T q1 = EJU -1, g2 =

DO | Ut

=5 Qmph-7 Q) -

Mit der risikoneutralen Bewertungsformel erhalten wir

H] 1 1 1
Eg|—|=c-4+>-(—4)+--4=2.
@{BJ At

c¢) 1. Fall: Delisting von Aktie 1:
Der resultierende Finanzmarkt (Aktie 2 + Bond) ist:

B arbitragefrei, L] vollsténdig.

In diesem Fall ist die Menge der dquivalenten Martingalmafle gegeben durch

M = {(2q,1 ~3¢,q) ‘q e (0, %)}

Dementsprechend ist der Finanzmarkt nach dem 1. Hauptsatz zwar arbitragefrei,
nach dem 2. Hauptsatz aber nicht vollstéandig.
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Musterlosung

1. Fall: Delisting von Aktie 2:
Der resultierende Finanzmarkt (Aktie 1 + Bond) ist:

B arbitragefrei, [J vollsténdig.

In diesem Fall ist die Menge der dquivalenten Martingalmafle gegeben durch

e {(bod e (02))

Dementsprechend ist der Finanzmarkt nach dem 1. Hauptsatz zwar arbitragefrei,
nach dem 2. Hauptsatz aber nicht vollsténdig.

Losungsvorschlag: Aufgabe 3 (24+1+3+1+1=8 Punkte)

a) Es handelt sich hier um ein klassisches, zweiperiodiges CRR-Modell mit den Param-
tern u = 1.2, d = 0.8, r = 1.05. Wir berechnen also

l+r—d 5
7= u—d 8
Das eindeutige dquivalente Martingalmafl Q ist demnach gegeben durch
25 15 9
=q¢ = = =q(l—q) = — d}) = (1—¢q)? = —.
QUuuh) =¢ = 2. Q{ud}) = Q{du}) = a(1-q) = o, Q({dd}) = (14 =
Insgesamt ist also
M ={Q}.
b)
Hy(uu) = 144

Hi(u) = 120
Hy =100 < Hy(ud) = Hy(du) = 110,25
Hi(d) = 105

Hy(dd) = 110,25

c¢) Berechne die Snell-Einhiillende von <%> ;
t/t=0,1,2

Hy(uu) 6400

B Hy () B 800 11675\ 11675
Zy(u) = max{ B EglZs | fl](u)} = max{ — o8 } = 58

Z(d) = max {100, 100} = 100

H,
7y = max {—0, EolZ, | fo]}
By

11675 5 3
= 100, ——— - +100-< > =111,9579
max { , 08 3 + 3 } )
Fiir den Preis der Option zur Zeit ¢t = 0 gilt also 7(H) = Zy = 111,9579.
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Musterlosung

d) Die optimale Ausiibungsstrategie ist gegeben durch

(w) = 2, w € {uu,ud},
)1, we {du,dd}.

e) Die Aussage ist korrekt. Ware der Preis der amerikanischen Garantieoption echt
kleiner als der Startwert der Aktie, dann erhélt man eine Arbitrage-Strategie durch
Kauf der Garantieoption und Leerverkauf der Aktie. Das ist ein Widerspruch zur
Arbitragefreiheit des Finanzmarkts.

Losungsvorschlag: Aufgabe 4 (14141+2=5 Punkte)

a) Seien p, v € P. Dann dominiert u das Mafl v im Sinne der stochastischen Dominanz

zweiter Ordnung, falls gilt:
/ Udp > / Udv,

fiir alle Nutzenfunktionen U fiir die die Erwartungswerte existieren.

b) Fiir beliebige p, v € P sind folgende Aussagen dquivalent:

i) p=ssp v.

) [ fdu > [ fdv fiir alle wachsenden, konkaven Funktionen f.
iii) Fiir alle ¢ € R gilt [(c —2)Tpu(dz) < [(c — )T v(dz).

iv) Fiir die Verteilungsfunktionen F, und F, gilt:

11

/_C F(z)dx < /C F,(z)dz, ceR.

[e.e] —0o0

v) Fiir die Quantilfunktionen F, " und F, " gilt:

t t
-1 -1
/0 F (s)ds > /0 F  (s)ds, 0<t<1.

Hier reicht es, eine Charakterisierung zu nennen.

c) Es gilt fiir beliebiges z € R:
1
F(§Z§z> =F(Z <22)= l—e 22 =1 _ ¢

Das entspricht gerade der Verteilungsfunktion einer Exp(\)—verteilten Zufallsvaria-

ble.
d) U(-) ist genau dann eine Nutzenfunktion, wenn U(3-) eine Nutzenfunktion ist. Daher
gilt
1 1
X+Y =7 & §(X+Y)E§Z.

Nun folgt aufgrund der Konkavitéat der Nutzenfunktion un der Monotonie des Erwar-
tungswertes direkt aus der Definition der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung

E {U (%(X + Y))} >E EU(X) + %U(Y) _EUx) 27 E [U (%Z)] .

Hier ist zu beachten, dass 17 ~ Exp()\).

Name der Klausur (hier doppelklick) 7 ©fsmi.uni-karlsruhe.de fsmi.kit W fsmikit
Biuerle WS 23/24 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.uni-karlsruhe.de



Musterlosung

Losungsvorschlag: Aufgabe 5 (5+3=8 Punkte)
a) Wir bestimmen zunéchst das optimale Endvermogen. Es gilt nach Vorlesung
X =1y*2).

Zu I:
U':R— (0,00), Ulx)=e".

1:(0,00) =R,  I(y) = —log(y).
Zu Z: Zunéchst ist hier ¢ = % Das risikoneutrale Mafl Q ist also gegeben durch

Q({w}) = 411’ w € {uu, ud, du, dd}.

Hier fallt auf, dass das Mafl Q mit dem Mafl IP {ibereinstimmt, ein Maf3wechsel ist
also gar nicht notwendig. Es ergibt sich

1 Qw)
== Yw € (.
((.U) BT P(CL)) ) w
Zu y*: Der Lagrange-Multiplikator ergibt sich aus der Nebenbedingung:
X*
E@{ 1 21, & E[X*] =z
Br
< ElI(y")] = 2o
s I(y") = xo
& —log(y") = xo
&S yr=e ™

Damit ist das optimale Endvermégen schliellich:
X" =1(y*Z) = —log(e ™) = xo.

Das optimale Endvermoégen entspricht also schlicht dem Anfangsvermogen. Eine
optimale Investitionsstrategie ergibt sich daraus sofort, indem man das gesamte An-
fangsvermogen iiber die zwei Perioden in den zinslosen Bond anlegt.

Ui(U;1(t)) ist strikt konkav <> %U1(Uz_l(t>) = % :

Ui(z)
< log U(z) 4
d . Uj(z)
d lgUé( ) !

Alternativ kann die Aussage auch durch direktes Nachrechnen gezeigt werden.
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Musterlosung

Losungsvorschlag: Aufgabe 6 (1.541.542+2=7 Punkte)

Seien X,Y € L2. Wir iiberpriifen Varianz und Standardabweichung darauf, ob sie die
folgenden Eigenschaften besitzen:

a) Translationsinvarianz: Es gilt Var(X +m) = Var(X) und Std(X +m) = Std(X) fir
m € R, also keine Translationsinvarianz.

b) Positive Homogenitit: Es gilt Var(aX) = o?Var(X) und Std(aX) = aStd(X) fiir
a > 0, also ist die Standardabweichung positiv homogen, die Varianz hingegen nicht.

¢) Monotonie: Wir geben ein Gegenbeispiel an. Seien dafiir X und Y beschrinkte
Zufallsvariablen (insbesondere X,Y € L?) mit Var(X) > Var(Y). Wegen der Be-
schrianktheit findet man ein v € R, so dass X +~ > Y. Nun gilt Var(X + ) =

Var(X) > Var(Y') und analog Std(X + ) > Std(Y). Also gilt in keinem Fall Mono-
tonie.

d) Subadditivitdat: Wegen Var(X +Y') = Var(X) + 2Cov(X,Y) + Var(Y') ist die Vari-
anz im Allgemeinen (fiir positiv korellierte) Zufallsvariablen nicht subadditiv. Der
Erwartungswert des Produkts zweier Zufallsvariablen ist ein Skalarprodukt auf L?.
Mit Cauchy-Schwarz gilt daher

Cov(X,Y) = E |(X—E[X])(Y —E[Y])

Wir folgern

Std(X +Y) = /Var(X V)
= /Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y)

< \/Var(X) + 24/ Var(X)+/Var(Y) + Var(Y)

- \/ <\/Var(X) + \/Var(Y)>2

= Std(X) + Std(Y),

also ist zumindest die Standardabweichung subadditiv.
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