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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Gegeben sei ein T-periodiges Cox-Ross-Rubinstein Modell mit einer Aktie mit Preispro-
zess (Stefoa,...1), ¥ = 2 und d = 3/5, sowie 5o = 60. Der Bond hat einen Zinssatz von
r = 0.3 mit By = 1. Ein Investor kauft eine europiische Fixed-Strike-Average Option H
auf diese Aktie mit Strikepreis K = 79.5. Die Auszahlung der Option H ist zur Falligkeit

T gegeben durch - LT +
H = ((‘TTI';S‘) -K) .

Wir betrachten nun den 2-Perioden Fall. .

a) Bestimmen Sie die Auszahlung H der Option.

b) Geben Sie die Hedging-Strategie (co, fo) fiir H zum Zeitpunkt ¢ = 0 an.
Aufgabe 2 (4 Punkte)

,,,,,

Aktienpreis definiert als .
AP Y8
T 14T 4"

| £=0
Die Auszahlungen einer asiatischen Call-Option H und einer asiatischen Put-Option H

sind gegeben durch _ ~
g. . H = (ST — ST)+ und H — (ST p— ST)+.

Zeigen Sie, dass die fairen Preise II(H) von H und II{(H) von H die Gleichung

. 1 S (Q+n)TH-1
N(H) - T(H) = So~ {27 T4 F Ar =T

erfiillen. |
Hinweis: Sie konnen verwenden, dass fiir n € N und ¢ > 0 gilt

Cn+1 _ 1

n
E Ck — 1 .
k=0 ¢

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt mit einem Bond mit By = 1 und Zinssatz

r = 0.2 sowie einer Aktie mit Kursentwicklung: S, (u) = 420
S1 (u) = 300 Sg(um) = 300
Sg (Ud) = 240
So = 240
Sz(d&) = 300
S1(d) = 200 <
Sy(dd) = 220
S S R A S ™ S R S S
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Gegeben seien die Zahlungsanspriiche H! und H?, wobei

i) H! eine europiische Call Option auf die obige Aktie mit Filligkeit T = 2 und Stri-
kepreis X = 300 ist, '

ii}) H? eine europiische Put Option auf obige Aktie mit Fiilligkeit T = 2 und Strikepreis
K = 230 ist.

Untersuchen Sie, ob die Zahlungsanspriiche H! und H? erreichbar sind und geben Sie
gegebenenfalls die fairen Preise an.

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit u = 2, d = 3, Sp = 2
und r = 3. Wir betrachten eine amerikanische Option mit der Auszahlung

H; = max{min{S;,4}, K}, t=0,1,2,

wobei K € (1, 2]. Bestimmen Sie die Menge aller K € (1, 2], sodass der optimale Ausiibungs-
zeitpunkt der Option zum Zeitpunkt 1 ist.

Aufgabe 5 (9 Punkte)

Es sei ein arbitragefreier, zweiperiodiger Finanzmarkt gegeben mit einem risikolosen Bond
mit konstanter Zinsrate r = 1 und einer Aktie mit Preisverlauf

Sa(uu) = 200
Si(u) = 40 <S( d;_zs

Sz(d‘u) = 20
51(d) =5 < S, (dd) = %5 |

wobei jeder Pfad mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt.
Mit Anfangsvermégen vy € (0, 00) sei das Portfolio-Optimierungsproblem

(p) {5 E[-3(V5)~°),
Vi =1 € (0,00) und V7, V€ (0,00)

gegeben.

_ a) Begriinden Sie, warum U(z) = —3z73, z > 0, eine Nutzenfunktion ist.

b) Bestimmen Sie die Verteilung der Renditen R; der diskontierten Aktie, i = 1,2 und’
den Erwartungswert

]E[(l + qR;)_""’] fiir jedes a € (%%, 2).

c) Gegeben seien die Funktion

ho) =5 (1 +30)°+(1-2)7), ae(-3.2),

mit ¢* := argmin,e(_1 ayh(a) und die Konstante K := Zth(a*). Zeigen Sie mit Hilfe
dynamlscher Progra.mmlerung (die Uberpriifung der Voraussetzung ist nicht nétig),

dass
[ 1 _a] K*?
sup  E[—=(V)7°| = ——=v5°
ngvo, ! 3 | * 3
VI V] €(0.00)
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Aufgabe 6 (6 Punkte)
Eine Pareto-verteilte Zufallsvariable mit Parameter a > 1 besitzt die Verteilungsfunktion

Fo(z) = {1 -(z)° . =>1

0 ., sonst,

mit Erwartungswert E[X] = ~-2=.

a—

Im Folgenden seien X ~ Paxetota) und Y ~ Pareto(f)-verteilt mit Parametern o, 5 > 1.
a) Zeigen Sie die folgende Aquivalenz:

X <ZsspY <= o> B

b) Berechnen Sie den Average Value at Risk von X zum Niveau A € (0,1).
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‘Musterlosung

Aufgabe 1 (5 Punkte)

a) Der Aktienkurs, der Wert von == 3"/ S, und die Auszahlung von H/B; sind in
dem folgendem Diagramm dargestellt.

= YeS H

Sa(uu) =240 140 60.5
Si(u) = 120 <

So = 60 .
Sa(du) =72 56 0
S,(d) = 36 <
Sz(dd) = 21.6  39.2 0
b) Dad<1+r<u, iSt q= lir=d - 01 % Damit ergeben sich die Preise fiir ¢t = 1

durch IT,(H, u) = 13(160.5 + 14.5) = 25 und I1;(H, d) = 0. Somit erhalten wir mit
Satz 2.9 der Vorlesung

= A 22 - 0.2976
- (4= d)s0 84 uadd
und . | |
ull; (H,d) = dHI(H w) _ 15 _ _goa1s

bo = (u—d)(1+7) 182
Aufgabe 2 (4 Punkte) Es gilt
== (ST - -gr)"' = max(O, ST = 3’1‘) — max(?r = ST, 0) + ST =3 §T — ﬁ + ST e §T-

Da der Markt arbitragefrei und vollstéindig ist, existiert ein eindeutiges dquivalentes Mar-
tmga]ma.B Q und wir kénnen die rmlkoneutra.le Bewertungsformel anwenden Zudem ist

( )te{O T} €ln Q—Ma.rtmga.l so dass

11 (#) - IH) = Eo | 5 BET]
Sy Sr
=EQ_B:' Br_
— . -ST“
=Eo |5, | ~Fe 1+T§

= 5o 1+TBTZB‘

t=0

= S - (1 ¢
. =8 1+T 1+1-)TZ +7)

1 So (1 + T)T+1 1

=S, et 4

"TI¥TA+0T Q471 -1
-—_—_,__——_——_—___———
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Musterl6sung

Aufgabe 3 (8 P unkte) Wir berechnen im Folgenden die Menge der dquivalenten

MartingalmaBe. Dabei sei Q({i,5}) = q( )g(7)4), 1 € {u,d} und j € {u,m,d}. Da in dem
ersten Teilbaum die Aktie mit u = 3 bzw. d = steigt bzw. fillt, und d < 1+ 7 < u

gilt, erhalten wir g(u) = =4 = £ und g(d) = 3 € (0,1). In dem unteren Teilbaum
(t = 1,d-Zustand) erhalten wir u; = 5 und d; = }(’J, somit gilt d; < 1+ 7 < u;, und

wir erhalten g(u|d) = § und g¢(d|d) = 3 € (0,1). Als néchstes betrachten wir den oberen
Teilbaum (¢ = 1, u-Zusta.nd) Fiir ein aqulvalentes Martingalmaf muss gelten

q(ulu) + Q(ml‘U) + q(dlu) = 1

[ |~7'-1( )=
Damit ergibt sich
| o =T 22 ——(420q(u|u) + 300g(m|u) + 240(1 — g(ulu) — g(m|u))
& 300-1.2—240 = 180q(u|u) + 60g(m|u)
& 2 = 3q(u|u) + g(m|u).
Wir wihlen g(mfu) = q € (0,1) als freien Parameter. Es folgt
q(ulu) = g - -g-

und

B 2 g 1 2
q(dlu) = 1 —g(ulu) —g(m|u) =1 -3 +5—q=3 -3¢

Zusitzlich muss gelten q(i|u) € (0,1),% € {u,m,d}. Also

dwln) =3 -2€(©,1) & ge(-L, %

(@) =3-30€ 01 & g€(-13)

Insgesamt folgt g € (0, 1/2). Somit ist die Menge aller &quivalenten Martingalmafle gleich
1
= {Q: Q({7, 5}) = a(¥)q(jle), a(uw) = 1 — g(d) = ,q(uld) =1~gq(d|d) = 7

2 1 2

g(ulu) = < — —, g(mlu) = q,q (d\u) 3 307€ 0,1/ 2)}~

i) Der erste Zahlungsanspruch ist gegeben durch H 1 = (S; — 300)* und hat die Aus-
zahlungen H(uu) = 120, H'(um) = H'(ud) = H'(du) = H'(dd) = 0. Damit ist

] Bz ),
Damit gilt
H! 11
- g [5]-823- 0
fiir ¢ = 2 und
IT*(H') = sup Eg kN . A
QeQ" By 9

fiir ¢ = 0. Es folgt, dass die arbitragefreien Preise von II(H!) im Intervall (332, 25°)

liegen und der Zahlungsanspruch nicht erreichbar ist.
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Musterlésung

i) Der zweite Zahlungsanspruch ist gegeben durch H? = (230 — S;)* und hat die Aus-
zahlungen H?(uu) = H*(um) = H?(ud) = H?(du) = 0, H*(dd) = 10. Damit ist

H?] 100 3 3 5
‘E"[E, =%’

Es folgt, dass der arbitragefreie Preis von [1(H2) = £ eindeutig ist und damit ist H*
erreichbar.
Aufgabe 4 (8 Punkte) Es sei Q = {u,d} x {u,d}. Das gegebene CRR-Modell
ist arbitragefrei und vollstindig, da d < 1 + r < u. Das dquivalente Martingalmall Q ist
durch den Parameter

1+r—d 2

q ——
u—d 3
eindeutig festgelegt. Die risikolose Anlage folgt dem deterministischen Verlauf

3 9
Bo=1, Bl=§, BQ=Z

Die moglichen Entwicklungen des risikobehafteten Wertpapieres und der amerikanischen
Option sind im folgenden Baumdiagramm dargestellt:

Fiir den optimalen Ausiibungszeitpunkt 7* gilt
T*=min{t_>_0:Zt=HtB{1}

und somit bestimmen wir im folgenden K, sodass 7* = 1 gilt. Dafiir bestimmen wir die -
Snell-Einhiillende Z = (Z;)=0,1,23 von (HyB; ')1=0,12,3 als

Ho
22 u — Fz,
H,
Zy = maX{g,EQ[Zm | }'t]} , t=0,1
4
Also
16 _8 4

Zo(u,u) =

9’
3’3 9 '3 9 3 27 3
1
5

Zl(d)=ma.x{§K-§- g 2+ gK}=-§max{K,§+'§K}.
Fiir den up-Zustand gilt, dass Z;{u) = u)B7". Damit auch fiir den down-Zustand
Zy(d) = Hy(d) By gilt, muss K 23 s+ sK gelten Dles ist erfiillt, wenn K > %. Firt=0
erhalten wir 9 8 1 9 16 2
Zy = max {2§ § 3" §K} g+§K
da K > 1. Also ist Zp > Hp und 7* = 1, genau dann wenn K > 3.
Finanzmathematik in diskreter Zeit 6 @ KIT / Fasen-Hartmann © fsmikit W fsmikit

Fasen-Hartmann WS 24/25 E-Mail: mathe-klausuren@fsmi.org



Musterlosung

Aufgabe 5 (9 Punkte) '
a) U : (0,00) = R mit U(z) = —327° ist eine Nutzenfunktion, denn mit U'(z) =
z~4 > 0 und U”(z) = —4z~® < 0 ist U streng wachsend und streng konkav . Zudem
ist U stetig.

b) Es handelt sich hier um ein CRR-Modell mit 4 = 5 und ¢ = -g-. Damit sind die
Renditen R; und R; uiv mit

u 4
, —; — — 0 B =3
B =y =g
d d 54 1

jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2 fiir ¢ = 1, 2. Weiter gilt

E[(1 +aR)™) =  ((1430)7 + (1~ 5)°) = ha)

¢) Die Wertfunktion fiir den Zeitpunkt ¢ = 2 ist gegeben durch

1
Jz(ﬂ?) = U(SC) = —§$_3.
Da V%, = (1+r)(V+¢R;) wieder grofier Null sein muss (i = 0,1), muss ¢ so gewihlt
werden, dass z — ¢1 > 0 und z + ¢3 > 0, was dquivalent ist zu ¢ € (—3z, 2z). Fir
den Zeitpunkt ¢ = 1 gilt dann fiir die Wertfunktion

Ji(z)= sup E[L((1+r)(z + ¢R))]

¢€(—%2,23)
1/5 ~3
= sup E|-—= (—(x+axR2))
GG(—%Q) 3 4
64

-3 inf E[(1+ aR,))™
3,125~ aez{l%,z) [(1+aR,))™"]

|

64 3 : h
= - f
31057 aezilé-,z) h(a)
= I;:'B—s = KJz(x)
Damit folgt fiir den Anfangszeitpunkt aufgrund der identischen Verteilung der Ren-
diten
1, . .—3
wp B [-305)| = o
V6"=ﬂo,
Vl*,Va"e(O.oo)
= sup E[Lh{((1+7)(z+ dRy))l
¢G(—§,2x)
=K sup E[JL((1+7)(z+ ¢R)))]
$E(~—5.27)
K2
— —~—:§---x“3
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Aufgabe 6 (6 Punkte)
a) ,& “: Da filr s > 1 gilt

Fa(s) > Fp(s) &

folgt aus a > B3, dass

Musterldsung

s9<s? o a>p,

( ¢
/ Fa(s)dSZj Fs(s)ds VteR,

was X =ssp Y impliziert.
»=> “: Es sei X <ssp Y. Nach der Vorlesung ist dann E[X] < E[Y]. Wir erhalten dann

was « > [ entspricht.

b) Da F, stetig und streng monoton wachsend ist, erhalten wir fiir A € (0,1)

VaR,\(X) = —inf{z € R: F(2) > A} = —inf{z €(l,00):1- (l)a > A}

—;lnf{ze(l,oo): 1=

1

Mit der Definition des AVaR folgt

AVaRy(X) = ~ f VaR,(X)dy

- ] (1—7)"Vody

(1 ,.Y) ~1/a+1

/\1—

12

g *7::0

a 1—(1-))"Vetl

a—1

A

,\)—1-/—<Z

4
} -1
T= /e
_ 1 o _ y\—1/a+1 o
All-— (-4 1l -«
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