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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Gegeben sei ein einperiodiger, arbitragefreier CRR-Finanzmarkt mit risikobehafteter An-
lage Sp = 100 und u = 3. Zudem sei der Bond normiert mit Zinsrate r = 0.

a) Das dquivalente Martingalma8 erfiille Q({u}) = 3 = 1 — Q({d}). Bestimmen Sie den
Preis der risikobehafteten Anlage zum Zeitpunkt 1.

b) Es sei H eine européische Call-Option mit Strikepreis X > 0 und Preis II(H) = 10
zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0. Bestimmen Sie XK.

c) Geben Sie eine Hedgingstrategie fiir den europiischen Call aus b) an.
Aufgabe 2 (8 Punkte)

Gegeben sei ein einperiodiger Finanzmarkt mit normiertem Bond mit Zinsrate r = 0.5
sowie einer Aktie mit Startpreis Sy = n mit n € N. Der Endkurs S; ~ U({1,2,...,3n})
sel eine Gleichverteilung auf {1,2,...,3n}.

a) Untersuchen Sie fiir n > 3 den Markt auf Arbitragefreiheit.
b) Es sei n = 1.

bl) Untersuchen Sie den Markt auf Vollstdndigkeit.

b2) Gegeben sei eine europidische Put Option mit Strikepreis K = 2 und Filligkeit
T = 1 auf die Aktie. Bestimmen Sie die fairen Preise dieser europdischen Put

Option.
Aufgabe 3 (8 Punkte)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt bestehend aus einem Bond mit Startwert
By = 1 und einer Zinsrate r = 50% sowie einer Aktie mit Preisentwicklung:

Sz(u‘U) 720
SJ_('U. = 360 <
Sa(ud) = 270

So = 180

S1(d) = 135 <
Sa(dd) = %2

Wir betrachten eine amerikanische Option mit der Auszahlung
H, = max{S, — 45,K}, t=0,1,2,

wobei K € (90, 135]. Bestimmen Sie die Menge aller K € (90, 135], sodass der optimale
Ausiibungszeitpunkt der Option zum Endzeitpunkt 2 ist.

Y
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Aufgabe 4 (6 Punkte)

Gegeben sei ein Finanzmarkt mit zwei unkorrelierten, riskanten Wertpapieren A und B,
mit erwarteter Rendite 6 von A und 1 von B, wobei die Varianz der Rendite von B gleich
1 ist. Das Minimum-Varianz-Portfolio hat eine erwartete Rendite von 4.

a) Bestimmen Sie die Varianz der Rendite von Wertpapier A.
b) Berechnen Sie die Varianz des Minimum-Varianz-Portfolios,

¢) Bestimmen Sie ein Portfolio, das sowohl ein Grenzportfolio des obigen Markowitz-
Modells als auch des Tobin-Modells ist, das neben den beiden risikobehafteten Anlagen
zusitzlich ein risikoloses Wertpapier besitzt, was mit 20% verzinst wird.

Aufgabe 5 (5 Punkte)

Gegeben sei ein einperiodiger Finanzmarkt mit normiertem Bond (d.h. By = 1) sowie

Zinsrate r = 31,; und einer Aktie mit Preisentwicklung Sy = 3 sowie

8, (w) = 4 2 Wit Wahrscheintichkeit 1
Y7710, mit Wahrscheintichkeit 2

Ein Investor mit Nutzen U(z) = 2log(z), z > 0, mdchte eine Geldeinheit so anlegen,

dass zur Zeit 1 sein erwarteter Endnutzen maximiert wird, d.h. es wird folgendes Opti-
mierungsproblem betrachtet

(P) {2&:2 ?(2 log Vi)
a) Bestimmen Sie mit der Martingalmethode das optimale Endvermégen Vf fiir (P).
b) Bestimmen Sie die optimale Handelsstrategie ¢* & ® fiir (P).
Aufgabe 6 (7 Punkte) |
Es sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
[}:={X:Q - R: X messbar mit E|X| < oo}
und p : L' — R sei ein monetires Risikomas. Dip Akzeptanzmenge von p ist definiert als
A, ={X e L': p(X) < 0}. | |

Zeigen Sie die folgenden Aussagen: |

a) Aus X €A, YeL'undY > X folgt Y € A,.

b) Fiir X € L gilt p(X)=inf{m e R: m+ X € A4,}.

c) Wenn p konvex ist, dann ist A, konvex (d.h. fir X,Y € A, und A € [0,1] ist
A X +(1=-XNY € A,).

d) p ist genau dann positiv homogen, wenn A, ein Kegel ist (d.h. fir X € A, und
~A>0ist AX € A,)).
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Musterlésung

Aufgabe 1 (6 Punkte)
a) Da es sich um einen arbitragefreien CRR-Finanzmarkt handelt, gilt mit ¢ = Q({u})

1 1+r—d 1—%
—=g= —=
3 u—d U —

& b

Dies ist Aquivalent zu 0 = u? — 3u+2 = (u — 2)(u — 1) Da u > 1 gelten muss, ist die
einzige Moglichkeit gegeben durch u = 2. Es folgt d = 1 = 1 und somit S;(u) = 200 .

und S;(d) = 50.

b) Die europdische Call Option ist gegeben durch H = (S) — K)4. Dar =0 folgt
10 = TI(H) = Eq(H) = 3 H(u) + SH(d) = $(200— K), + +(50 - K)s.

Falls K < 50 wire, wiirde (200 — K) > 50 > II(H) sein. Also muss 50 < K < 200
gelten. Aufidsen der Gleichung 10 = 3(200 — K)) ergibt K = 170.

c) Es gilt H(u) = 30 und H(d) = 0. Dann ist nach Satz 2.3 eine Hedgingstrategie gegeben
durch ¢ = (8,a)" mit

_ H@-H@ _ 30 _1
* T Tw-d)S -'31100"5’

_ uH(d)-dH(u) _—130
h = (u—d)B; N 2% B

Aufgabe 2 (8 Punkte)

a} Mit Satz 1.12 gilt:
Es extstiert eine Arbitragestrategie genau dann, wenn eine Fo-messbarer Zufallsva-

riable n: Q@ — R existiert, sodass
P(n(S,— S) >0)=1 und P(n(S; — Sp) >0) > 0. (1)

Mit B; = £, gﬂt IP(SI So = 2 —n) =& fiir j = 1,...,3n. Da die Zufallsvariable
n Jo-messbar sein muss, ist sie konstant er unterschelden drei Fille:

o n=0: P(n(S; — So) > 0) =0, also ist die rechte Selte von (1) nicht erfiillt.

o 7> 0: P(n(S; — So) < 0) > P(S1 — Sp = 2 —n) = &, also ist die linke Seite von
(1) nicht erfillt.

e 1 < 0: P(n(S) — Sp) < 0) > P(S1 — Sp = n) = &, also ist die linke Seite von (1)
nicht erfiillt.

Demnach existiert keine Arbitragestrategie und der Markt ist arbitragefrei.

bl) .5‘1 nimmt die Werte 2 53 4 und 2 jeweils mit Wahrscheinlichkeit 5 L an. Damit EQ(SI) =
= 1 gilt, muss fiir ¢1,¢2,1 — 1 — g2 € (0, 1) die Glelchung

2 4 .
it 3e+2(l-a-g)=1
gelten, was wiederum #quivalent zu
T SIS S .
Q1 = 1 2‘12, 'Q:s— n '2% g2 € ( ' 5

ist. Schliellich ist

' 3 1 | |
= {Q : Qwn) = a '2-42;‘@(&’2) = 2, Q(ws3) = % — %%qz € (0, %)}
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Musterlésung

die Menge aller équivalenten MartingalmaBe. Da es unendlich viele dquivalente Mar-
tingalmafle gibt, ist der Markt nach dem 2. Fundamentalsatz des Asset Pricing nicht
vollstiandig,

b2) Da H = (K — S))™ ist, ergibt sich H(w;) = 1 und H(w;) = H(w;) = 0. Zudem ist

Eq (g;) = (% = %fh)ga

Daher gilt
1 2 1
II*(H) = su ( )= sup (= — =q2)7 = =,
H) =gz, q,e((f;,(et 7%)3 =2
sowie
ey s H\ 3 1 __l
I1 (H)—ngé.EQ(Bl) -Qzél(lofi)(‘l Qz) 3"

Damit bildet das Intervall (3, 5) die Menge aller fairen Preise.

Aufgabe 3 (8 Punkte) Eg sei O = {u,d} x {u,d}. Bei dem Finanzmarkt

handelt es sich um ein CRR-Modell mit © = 2 und d = 2. Das gegebene CRR-Modell
ist arbitragefrei und vollstdndig, da d < 1 + r < u. Das a.qulva.lente Martingalma8l Q ist
durch den Parameter {4 i 3

r —

q — o ——
u—d 5
eindeutig festgelegt. Die risikolose Anlage folgt dem deterministischen Verlauf
' | | 3 9
B 0 1; B 1 2 3 2 4
Die méglichen Entwicklungen des risikobehafteten Wertpapieres und der amerikanischen
Option sind im folgenden Baumdiagramm dargestellt:

| fa ' Sa(u, u) = ]
_ - Hy(u,u) =

] L

Si(uw) = 360 .
"Hy(u) = 315 | - |
E,—_ B} k Sz%u, dg - 52((d, u))= 270 ] |
H, 135 Ho(u,d) = Ha(d,u) = 225
g 5@ = 13 lj A2\ d) = Hald, U
Hl(d) = K ¥ |
Sp(d,d) = 4
Hy(d,d) = K

Fiir den optimalen Ausiibungszeitpunkt 7* gilt
™ =min{t > 0: Z, = H,B;'}

und somit bestimmen wir im folgenden K, sodass 7 = 2 gilt. Dafiir bestimmen wir die
Snell-Einhiillende Z = (Zt)t=0,l,2,3 vo1 (HgBt_ 1)¢=0'1,2'3 als
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Musterlosung

Also
4
Zy(u,u) =300, Zy(u,d) = Z(d,u) = 100, Zy(d,d) = 5K,
Z,(u) = max {210,-;i . 300 + % - 100} = max {210, 220} = 220,
2. 3 2 4 2 4
Z,(d) —ma.x{gK,-g . 100 + g §K} = gma.x{K,90+ 151{} .

Fiir den up-Zustand gilt, dass Z,(u) > H;(u)By l Damit auch fiir den down-Zustand
Z\(d) > Hy(d) By gilt, muss K < 90+ + K gelten. Dies ist erfiillt, wenn K < 130 Dann
ist Zy(d) = 60 + S K. Fiir ¢t = 0 erhalten wir

3 16

2 8 -
= - o T T - K$ |
Zs ma.x{135, =220+ 2 - (60 + 451{)} 156 + oo

da 135 < 156 und K > 0. Also ist Zp > Hy und 7* = 2, genau dann, wenn K < %’-0 =
122.7273.

Aufgabe 4 (6 Punkte)

a) Zuerst wird das Minimum-Varianz-Portfolio 7}, p bestimmt. Mit m = (6, 1)T muss
auf der einen Seite m n}yp = 6%y py + Thvpy = 4 und auf der anderen Seite

e Thvp = Tyuvey + Tyvpe = 1 sein. Die Losung dieser beiden Gleichungen ergibt
myvp = (0.6,0.4)7. Weiter ist die Kovarianzmatrix der Renditen von der Form

20 | -1 ’0'*20
E=(0 1) und 2 —-(0 1)

Damit folgt

und

06 . 1o, o (X\ (A
(04) =miwr =7 = 7775 (1) = ().

Demzufolge ist o2 = 2.
b) Die minimale Varianz ist gegeben durch & = 2(= 7}/, pZmisyp)-
¢) Gesucht ist das Tangentialportfolio, das gegeben ist durch

. Y~} (m — R%)
Teog = g — RO¢

) =10

. _ 2 (87/10
”"‘“‘—19(4/5 )

wobei R° = 0.2 und

[ 1 [

a=m'Sle=(6,1) (

Einsetzen von R° und a ergibt
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| Musterlosung

Aufgabe 5 (5 Punkte)

a) Notiere Q = {w;, w2} und setze S;(w;) = 10 und S)(wz) = 2. Der Markt lisst sich
als elnpenodlges CRR-Modell mit Kursfaktoren v = 139 und d = 5 sowie Zinsrate

r = 1 auffassen. Dad < 1+ < u gilt, ist der Markt arbltragefrel und vollsténdig.
Es gllt Q{w,}) = ¢ = 1=d = und Q({ws}) =1 - Well nach Voraussetzung

tt—d

P({w}) = § und u»({wg} gllt erhélt man L = @ mit L(w) = Y = 2 und

W)

L(wy) = g=4s = {. Die Nutzenfunktmn U erfiillt hm,\oU (z) = limgng 2 = +00
=: (U")~!(y) erhilt man

die Losung X* = (U')~(58) = . Der Lagrange—Parameter ¢* muss die folgende

({w2})

und lim,_,,, U'(x) = 0. Wegen U’( ) =E=y & = v

c‘

Gleichung erfiillen:

1 [ X* _ LX*] 2B, [L]
I_EQ _Bl] =E Bl B C'BIE[L] B

2— & c"'=2
c‘

Das optimale Endvermégen ist also X* = 2L mit X ‘(wl) 2 und X*(w2) = 77 l

eine Jj-messbare und positive Zufallsvanable ist.

b) Die optimale Handelsstrategie (e, 8) ' erhalten wir durch Hedgen von X*:

[asl(wl)‘ + 8B, = 100: + 53 = 3?- =
aSi(w2) + BBy = 20+ 5 = 33 = X*(w2)

Aufgabe 6 (7 Punkte)
a) Aufgrund der Monotonie von p und X € A, folgt Y € A4,, da

p(Y) < p(X) 0.
b) Sei X € L. Aus der Translationsinvarianz folgt

infimeR:m+ X € Ay} inf{m € R: p(m + X) <0}
= inf{m € R: p(X) < m} = p(X).

c) Sei p konvex sowie X,Y € A, und A € [0,1]. Dann gilt p(X), p(Y) < 0 und aus der

Konvexitéat erhalten wir
C AAX 4 (1= NY) < Mp(X)+ (1= Na(¥) <0
- Daraus folgt
AX+(1—NY € A4,

d) ,=*: Sei p positiv homogen. Sei X € A, und A > 0. Dann gilt: p(AX) = Ap(X) <0

und daher AX € A,.

,<": Sei A, ein Kegel X e Ll und A > 0. Dann ist p(X + p(X)) < 0 und folglich
X +p(X) € .A Wegen der Kegel-Eigenschaft erhalten wir A(X +p(X)) € A,. Daher -

folgt mit der 'I&'anslationsinvarianz
0 > p(M(X +p(X))) = p(AX) — Mo(X) = p(AX) < Ap(X).

Auf der anderen Seite erhalten wir damit aber auch

pX) = p(FAX) < 3P(AX).

Damit gilt die Gleichheit p(AX) = Ap(X) und p ist positiv homogen.
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