Institut fiir Stochastik
Finanzmathematik in diskreter Zeit WS 2025/26
Prof. Dr. Nicole Bauerle

. ) Sebastian Hofer, M.Sc.
Karlsruher Institut fur Technologie

Losungsblatt 7

Aufgabe 1 (Preisintervalle und Erreichbarkeit)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt Gber (Q, F, IP) mit zinsfreiem normierten risikolosen Wertpapier
B, d.h By = By = B, = 1 und zwei Aktien S{') und S(2). Die Kursentwicklung der Aktien in Tupelschreibweise
(Stm, S}Z)) mit t = 0, 1, 2 sei wie folgt:
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a) Bestimmen Sie die Menge der MartingalmaBe .# und die Menge der aquivalenten MartingalmaBe .#*.

b) In welchem Preisintervall sollten arbitragefreie Preise flir Hy := (S;) — Séz))Jr und Hs := (9 — Séz))Jr
liegen? Ist einer der Zahlungsanspriche erreichbar?

Lésungsvorschlag:

a) Sei (Jt)t—0.12 die von (S!1), S(2)) erzeugte Filtration. Fir ein &quivalentes MartingalmaB Q muss dann
firt=0,1undi=1,2 jeweils

@) (N
E St 7| = St
Q| By B;

gelten. FUr t = 0 bedeutet das notwendigerweise (beachte: Séi) ist Fy-messbar)

' s 8(1)
0=Eq E131 Fo 7870 =(11-10)g; + (11 —10)gy + (8 —10)(1 —q1 — q1),
' s (()2)
0=Eq 51 Fo| — g~ = (9-10)as +(10—10)g7 + (11 = 10)(1 — 1 — 7).

Dabei bezeichnet g die Wahrscheinlichkeit des oberen Pfades und g’ die Wahrscheinlichkeit des mittleren

Pfades. Da wir ein WahrscheinlichkeitsmaB suchen, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit des unteren Pfades
zu (1 —qg—q’). Vereinfacht ergibt sich

391 +3q; =2,
2q1 +q{ =1.

Die Lésung dieses LGS mit zwei Gleichungen und zwei Variablen ist g1 = g = %

Far t =1 mUssen wir in ¥4 die drei mdglichen Kursentwicklungen des ersten Schritts unterscheiden. Man
erhélt mit analogem Ansatz fiir jede der drei Mdglichkeiten ein Gleichungssystem wie oben.
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Im oberen Pfad erhalten wir das LGS

0=(13—11)ga(u) + (11 = 11)gz(u) + (9= 11)(1 — go(u) — gz (),
0=(10-9)g2(u) +(9—9)gz(u) + (8 =9)(1 — g2(u) — g2 (),

das vereinfacht zu

2 =4qe(u) +2g5(u),

1 =2@g2(u) +1g(u)
wird. Wir stellen fest, dass dieses durch g;(u) = 1 —2g»(u) geldst wird. Damit ergibt sich insgesamt das
Tripel der Wahrscheinlichkeiten (go(u), 1 —2go(U), g2(U)).
Die Lésungen fir die tbrigen LGS sind mit gleicher Benennung g-(m) = % fir den (nur zweiarmigen)
mittleren Zweig und gz2(d) = 1, g(d) =  fiir den unteren Zweig.

Um die Wahrscheinlichkeit eines Pfades zu bestimmen, muss man die zum Pfad gehérenden g’s multipli-
zieren. Nummeriert man die Ereignisse von oben nach unten durch, und bezeichnet den freien Parameter
go(u) mit g findet man

w  Q{w}
uu g
um 1A
ud 3
mu §
md §
du o
dm 2
dd A

Nach Konstruktion ist also jedes derartige Q ein MartingalmaB, d.h. alle WahrscheinlichkeitsmaBe von
dieser Form bilden die Menge .# . Damit es sich um WahrscheinlichkeitsmaBe handelt, muss offenbar
0<g< % gelten. Damit jedes der 8 Elementarereignisse unter Q eine echt positive Wahrscheinlichkeit
hat, und somit ein IP-&quivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf ist, muss sogar gelten 0 < g < % Diese MaBe
bilden die Menge .7 *.

b) Wir notieren die Auszahlungen der Option in einer gemeinsamen Tabelle mit den Wahrscheinlichkeiten,
dass sie realisiert werden.

w  (S(w) =8P (w)*t (9-8Ph+  Qw))

uu 3 0 g
um 2 0 12
ud 1 1 3
mu 1 0 &
md 1 0 &
du 7 4 X
dm 0 0 %
dd 0 0 =

Damit ergibt sich fir die Preise in Abh&ngigkeit von g

q 1-2q

qg 1 1 1
H)=3.-+2.
7'[0( 1) 3 2 (

)+§+6+6+7§:

Wl
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und 1 4
_9. ., 1 _ q
mo(He) =3 +4 57 =57 3

Wir stellen fest, dass der Preis von H; unabhangig von q ist, und somit gilt m_(H;) = 714 (Hq) = %. Ferner

erhalten wir A .
: ; q
ni_(Ho) = inf EplHsl = inf —+—-=—
(Fo) = . EolF] gelop 21 3 21
und

14 (Ho) = sup EglHa] sup 4+q 8+7 15
+\r2) = QlM2l = —t - = — 4+ — = —.
QEL%* qE(O,%) 21 3 42 42 42

Da nur der Preis von Hy eindeutig bestimmt ist, ist nur dieser Zahlungsanspruch erreichbar.

Aufgabe 2 (Unvollstandigkeit und Erreichbarkeit)

Betrachten Sie einen zweiperiodigen endlichen Finanzmarkt mit einem normierten risikolosen Wertpapier mit
Zinssatz r = 0.25 und einer risikobehafteten Anlage S, die sich wie folgt entwickeln kann:

So(uu) =8
S1(U) =6 Sg(um) =4
So(ud) =2

So=4
S>(du) =5
So(dd) =2
a) Ist der Markt arbitragefrei?

b) Ist der Preis einer européischen Call-Option mit Basispreis K = 3 eindeutig bestimmt? Falls ja, geben Sie
den Preis an und andernfalls ein Preisintervall. Ist der Zahlungsanspruch erreichbar?

c) Geben Sie einen nichtdeterministischen Zahlungsanspruch an, dessen Preis unter allen &quivalenten
MartingalmaBen gleich ist.

Lésungsvorschlag:

a) Wir bestimmen die Menge .#* der &quivalenten MartingalmaBe.

@ Flr f =1 muss im oberen Teilbaum gelten:

6 . S1(U) - % _ 1
25~ B —Fe|g!T1| (W) =55z (Bauiu) +4q(miu) +2g(du)
15
- = 8q(ulu) +4q(mlu) +2q(d|u)
Setze p := q(ulu). Durch Subtraktion des Zweifachen der Gleichung 1 = q(ulu) + q(m|u) + q(d|u)
ergibt sich
7 —6p 11 11 7
=2 “rF_ 1 _ —1_p— —_°
g(mju) = 5 7 3p und qgldluy=1—p 7 +3p 4+2p

Da q(-|u) € (0, 1) erhalt man schlieBlich

11 7 7 11
(q(ulu), g(mlu), q(d|u)) € {(p,43p,4+2p) pe <8,12>}-
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a Fir t =1 ist der untere Teilbaum ein einperiodiges CRR-Modell und mithin ist

5 2
-~ Sid 33 7
QU = g s@n ~5 2~ 13"
Si(d)  Si(d) 3 3
a Analog folgt fur t =0
S (d
_1+r7 13(0) _%_%_2
9= 5w 5 ~3_38 3
s s 24

Insgesamt erhalt man

I T L P . P - T
A {(BP’B 2p. 6+3p’36’36>'p€<8’12>}

Insbesondere ist .#Z* # () und der Markt nach dem Ersten Hauptsatz der Preistheorie arbitragefrei.

b) Sei H:= (S, —3)*. Es gilt

. (H) :Qseu/Z*IEQ {gﬂ = ;2 p;;}i) <130,0+1612,D+ ;,g)
:g. (?'E“LE_Z'B“L;’;) :‘2122 ~ 220 .

-l (55
—;?(?}1;2-};2) :%%2.17.

Der Preis ist nicht eindeutig bestimmt, sondern liegt im Intervall (7_(H), 7ty (H)). Der Zahlungsanspruch
ist folglich nicht erreichbar.

c) Unabhangigkeit des Preises von der Wahl des &quivalenten MartingalmaBes ist &quivalent zur Erreichbar-
keit. Wahle also zum Beispiel H = S5.

Aufgabe 3 (Amerikanischer Put)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Finanzmarkt mit einer Aktie und einem risikolosen Wertpapier. Dessen Kursver-
lauf sei gegeben durch By =1, By = % und B, = %. Die méglichen Kursentwicklungen der Aktie seien durch
das folgende Baumdiagramm beschrieben.

Sa(wy, wy) =36

Si(wq) =12
Sa(w1, wz) =4

Sp=6

So(w2, w1) =9

Si(wz) =3
So(wa, wz) =1

a) Geben Sie die Menge .#* aller &quivalenten MartingalmaBe auf dem Grundraum Q := {w1, wa} x {w4, wo}
an und untersuchen Sie den Finanzmarkt auf Arbitragefreiheit und auf Vollstandigkeit.

b) Bestimmen Sie den fairen Preis zur Zeit t = 0 fir eine amerikanische Put-Option mit Auslibungspreis
K =28.

c) Geben Sie die optimale Ausiibungsstrategie flr diese amerikanische Put-Option an.
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Lésungsvorschlag:

a) Zunéchst stellen wir fest, dass es sich bei dem gegebenen Finanzmarktmodell um ein CRR-Modell mit
zeitabhangigen Parametern r;, uz, d; handelt. Diese sind:

' B 4 &
_ B> _ 15-4 4 1
2= " '=85 '~2
_Silwy) 12
Uy = S() 6 =2
_ Si(wp) 31
o = So 6 2
Us = So(wy,wq))  Sol(wz, wi)) _3
St(wy) So(ws)
dy = So(wi, wa))  Spl(wa,wp)) 1
St(wy) So(ws2) 3

Der Markt ist demnach arbitragefrei und vollstandig, dennesqilt d; <1+ r <ujund do <14 r < Us.
Es qilt weiterhin

g1(wq) = =

14+ —d 1“1‘1 5
Uy — dy 2—

q1(w2):1—q1(w1):1

2
4np—d 1+3-%F 7

Qw )= bd 51 =5
(w2 |) =1 galar]) = —
Rlwz ) =1-=q(wil) = 1.
Wir erhalten das eindeutige aquivalente MartingalmaB nun als
1 7 7
Q(w1, wy)) = g1(w1) - ge(w1 | wy) = 5 76 =133
Ql(wy, wa)) = G (1) - Golwz | wy) =+ 2 = 2
1, W2)) =q1{w1) - galwz | Wy =576 a2
1 7 7
1 9 9

b) Um den fairen Preis der amerikanischen Put Option zu bestimmen, berechnen wir die Snell-Einhillende
(Zt)t=01,2 zu (%;)[:0’1!2 wobei H; = (8 — S;)* die Auszahlung der Option zum Zeitpunkt t ist.

Ho((wq,wq)) =0
Hi(wy) =0

Ha((wq, wz)) =4

Ha((w2,wq)) =0
Hi(w2) =5
Ho((wa, wp)) =7
Wir berechnen die Snell-Einhiillende durch Rickwartsrekursion und starten bei t = 2, also mit Z, = g—;
und erhalten:
32

= — Zo(wo, wq) =0, Zo(wa, wp) =

4
Zo(wy,w1) =0, Zp(wy,wz) = 45 = 15
8

oo\[‘,,‘ ~
—
[6)]
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Far t = 1 erhalt man:

3

EqlZe | Fwn) p = max {0; T2

Hi(wq)
B;

Z1 ((U1) = max{

_k
o

N

> ©

——
I

ol o

und

B Hi(w2)
Z1(w2)_max{ B1 15 16

56 9
JEqlZz | fTrﬂ(wz)} = max {4; 2. } _
AbschlieBend berechnen wir fiir t = 0:

Ho . B 6 1 11 13
ZO—maX{BO,]EQ[Z1 |3"o]}—max{2,5-2+4~2}_ 5

1

w

Der faire Preis zum Zeitpunkt t = 0 der gegeben amerikanischen Option lautet also n(H) = Z5 =

o

c) Die optimale Auslibungsstrategie ist nach Theorem 8.5 gegeben durch t* (w) = inf {t >0:4= %ﬁ")}

also
T*(w): 1! w:(w21w1)1(w21w2)1
2, w=(wq,wi),(wq,ws).

Aufgabe 4 (Amerikanischer Collar)

Der kleine Sebastian war dieses Jahr sehr artig und wiinscht sich daher vom Weihnachtsmann eine amerikani-
sche Collar-Option mit der Auszahlung

Hi = min{max{S;, K1}, K2}, t=0,1,2,
wobei K1 = 1 und K> = 2. Betrachten Sie ein zweiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit u =2, d = %
So=1undr=1.
a) Wie viel Geld muss der Weihnachtsmann fiir die amerikanische Option H zur Zeit t = 0 bezahlen, wenn
er diesen Wunsch erflillen méchte?

b) Was ist die optimale Auslibungsstrategie, die der kleine Sebastian anwenden sollte?

Lésungsvorschlag:
Es sei Q ={u, d} x {u, d}. Das gegebene CRR-Modell ist arbitragefrei und vollstindig, da d < 1+ r < u. Das
aquivalente MartingalmaRB Q ist durch den Parameter

_1+4r—d _2
 u—-d 3
eindeutig festgelegt. Die risikolose Anlage B folgt dem deterministischen Verlauf
3 9

Die mdéglichen Entwicklungen des risikobehafteten Wertpapieres S und die zugehdérige Auszahlung amerikani-
schen Option sind im folgenden Baumdiagramm dargestellt:

www.Kkit.edu Lésungsblatt 7



a) Wir bestimmen zunéchst die Snell-Einhillende Z = (Z;)—0.1 2 von (HtBt_1 )t=0,1,2, d.h.

Ho
22.78—2
Hy
Zt = max B,IEQ[Zt+1|3rt] , t=0,1.
t
Also
4 4
By =g, Zlud=2du=3 2dd=g,
1 3’3 9 '3 9 327 3
22 4 1 4 24 2
Z1(d)max{3,3~9+3~9}maX{S,g}3,
2 4 1 2 10 10
Z_ 17.7 —. = = 17 = R
o max{,3 373 3} maX{,g} 5

Nach der Vorlesung ist g (H) = Zy = 12 der faire Preis der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0.
b) Fir den optimalen Auslibungszeitpunkt t gilt

™ =min{t > 0: Z; = H;B; '},
d.h.
™(w)=1 VYweQ.
Alternativer L6sungsweg: Der Preis kann auch mit dem Preis-Algorithmus aus der Vorlesung bestimmt werden.
Es gilt
Hi = h(S¢) mit h(s) = min{fmax{S, 1},2} firt=0,1,2,

d.h.

Ho = h(Sp) = h(1) =1,

Hi(u) = h(S1(u)) = h(2) =2,
Hi(d) = h(Si(d)) = h(3) =1,
Ha(u, u) = h(Sz(u, u)) = h(2) =2,
Ha(u, d) = h(Sz(u, d)) = h(1) =1,
Ha(d,u) = h(Sz(d,u)) = h(1) =1,
Ha(d, d) = h(Sz(d, d)) = h(3) =1

Der Preis einer amerikanischen Option 71’5‘(H) im CRR-Modell berechnet sich nach folgendem Algorithmus:

pr(St) = h(Sr)

pi(S0) = max { (S0, 11 (@prer (S + (1~ Q)prer(Sie) |

Po(Sp) = max {h(so), T (api(Sou) + ( —q)msodn} — m(H).

-
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Fir das gegebene Modell erhalten wir

P2(S2(u, u)) = p2(4) = h(4) =2,

P2(S2(u, d)) = p2(S2(d, u)) = p2(1) = h(1) =1,

p2(Sa(d, d) = pa(3) = h(§) =1,

p1(S1(u) = p1(2) =max {h(2),5 (5p2(4) + Ip=(1))} =max{2,5 (5-2+%-1)} =2,
pi(S1(d)) = pi(3) = max{h(3),§ (§p2(1) +3p2(3)} =max {1, 5 (§-1+3-1)} =1,

Frohe Weihnachten und einen

guten Rutsch!

-
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