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Aufgabe 1 (Amerikanische Barriereoption)

Betrachten Sie ein dreiperiodiges CRR-Modell mit Parametern So =1, u=2,d = % und r = 0 und darin die
Amerikanische Up-and-Out-Call-Option H = (Hp)n—0,1,2,3 mit Auszahlung

o (Sh—K)™, S, <3flrallek<n
"7 o, sonst.
a) Berechnen Sie den Preis von H zur Zeit 0 fur K = J.

b) Bestimmen Sie die optimale Auslibungsstrategie.

Lésungsvorschlag:

a) Die Auszahlung der Barriereoption ist pfadabhéngig, sodass alle Trajektorien betrachtet werden missen.
In den folgenden Tabellen tragen wir die Werte der Aktie und die zugehdérigen Werte der Option fiir alle

w € Q ein.
w | 3t:S(w) =8 | S3(w) | Hs(w) | Sa(w) | Ha(w) | Si(w) | Hi(w) | So(w) | Ho(w)
uuu ja 8 0 4 0 2 2 1 z
uud ja 2 0 4 0 2 3 1 £
uau nein 2 > 1 2 2 2 1 £
udd nein z z 1 z 2 2 1 £
duu nein 2 2 1 z 3 : 1 £
dud nein : z 1 z 5 : 1 £
ddu nein 5 z 3 0 3 : 1 £
dad nein z 0 x 0 3 : 1 ‘

Da keine Diskontierung notwendig ist gilt Z3(w) = H3(w), wobei Z die Snell-Einhilllende bezeichnet. Es
geltenalsoint =2

1 2
Zo(uu) = max{0, 3 -0+ 3 0} = max{0,0} =0,
21 5 21 2 2 2
Zo(ud) = Z>(du) = max{g, 33 + 3 6} = max{g, §} =3
und 11 2 1
ZZ(dd):maX{O,g'é-l-g‘O}:ﬁ.
Damit erhalten wir fir t = 1 5 1 5 o 5
Z1(u):max{§,§~0+§~§}—§
und 11 2 2 1 7
Z1(d):max{6,§ §+§ﬁ}:§
Schlussendlich folgt fiir t =0
Z—man2, .54 2. 1, 9
0= 3'3 33 27 81
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b) Esist ™ =inf{t > 0: Z; = H;}. Nach Teilaufgabe a) gilt also

1, w € {uuu,uud, udu, udd},
™ (w) =<2, w €{duu,dud},
3, w € {ddu, ddd}.

Aufgabe 2 (Amerikanische Option in Abhédngigkeit eines Parameters)

Gegeben sei ein zweiperiodiger Cox-Ross-Rubinstein-Finanzmarkt mit den Parametern u=2,d = J und r = }

sowie ein risikoloses Wertpapier B mit By = 1 und eine Aktie mit dem Startwert S; = 1. Weiter sei fir y > 0
eine amerikanische Option mit dem folgenden Auszahlungsprofil (H;) gegeben:

H>(uu) = 60
Hi(u) =y
1 < Ho(ud) =15

Ho = 10

Ho(du) = 9
Hy(d) =5
1 < Ho(dd) = 4

a) Bestimmen Sie den fairen Preis in Abhangigkeit von y zur Zeit t = 0 so explizit wie méglich.
b) Welche Bedingungen missen an y gestellt werden, dass der faire Preis der amerikanischen Option (H;)
zur Zeit t = 0 gerade Zy = 130 betragt?

Lésungsvorschlag:

a) In dem betrachteten Finanzmarkt gilt:

_1+r—d_g

u—d 3

und 3 9
B1:§, BZZZ

Nach Theorem 8.5 ist der faire Preis 7(H) einer amerikanischen Option H zur Zeit t = 0 durch den Wert
7 (H) = Z, gegeben, wobei (Zt)t=0,1,2 die Snell-Einhillende zum Prozess (%)t—01 ) ist. Nach Definition
der Snell-Einhiillenden kénnen wir diese durch Riickwartsrekursion bestimmen:

Ho

2= B’
also 80 20 16
Zp(uu) = 3 Zo(ud) = 3 Z(du) =4, Z(dd) = 9

Damit lassen sich Z; (u) sowie Z;(d) berechnen. Es gilt:

B Hi (u) B 2 28 1 20y 2
Z1(u)7max{ B| ,IEQ[Z_2|5—"1](U)}7max{§~y,§-?+§-?}7max{§-y,20},
sowie
_ Hi(d) _ 252 4,116y 10 88y _ 10
Zi(d) = max { 2 ,]EQ[22|3"1](d)}—max{3-5,3-4+3~ 5 =max{= =} =3
Damit ergibt sich weiter:
Ho _ 2 1 _ 2 2 1 10
Zo—max{B—O,]EQ[Zﬂ&"o]}—max{10,§~Z1(u)+§-Z1(d)}—max{10,§-max{g-y,20}+§-?}.
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Um nun 7A(H) maéglichst explizit anzugeben, 16sen wir noch die beiden Maxima in entsprechende

Bedingungen an y auf.
2
max{gy’zo}: 3V y>30
3 20, y <30

Damit erhalten wir fiir y < 30 :

> 110 1307 130
A — — —. _ — — [ —_
T (H)_Zo_max{10,3 20+ 3} max {10, } o
Fir y > 30 erhalten wir:
22 110 4 10y 4 10
A — — —_ . — _ — — — — — — —
m (H)_zo_max{1o,3 v+ 3 3} max{1o,9y+ 9} Vg
b) Es soll gelten:
2 2 1 10y 1 130
nA(H)_ZO_max{10,§max{§y,20}+§~?}—?.

Aus Teil a) wissen wir bereits, dass dies fir y < 30 erfullt ist. Da die Funktion y — %y + % fir y =30 den
Wert % annimmt und streng monoton wachsend ist folgt

1
A (H) > % fir y > 30.
Somit muss also y € (0, 30] gewahlt werden.

Aufgabe 3 (Amerikanischer Collar - Fortsetzung)

Gegeben sei wie in Aufgabe 4 von Blatt 7 ein zweiperiodiges Cox-Ross-Rubinstein-Modell mit u =2, d = %
Sp = 1 und r = }. Wir betrachten eine amerikanische Collar-Option mit der Auszahlung

H; = min{max{S;, K1}, Ks}, t=0,1,2,

wobei K1 = 1 und K> = 2. Bestimmen Sie eine Hedging-Strategie der Option bis zur Auslibung.

Lésungsvorschlag:
Es sei QO ={u, d} x {u, d}. Nach der Vorlesung existiert eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢, so dass
Vi = BiZ; fir t < 1. Es gilt BiZ; > H; fir alle t nach Definition der Snell-Einhillenden (Z;) von (HtBt_1) und
B.«Z. = H~ nach Theorem 8.5. Es gilt T = 1, vgl. Aufgabe 1. Wir suchen also («gp, Bg), sodass folgende
Beziehung erfullt ist:

xSt + BBt = V¥ = B2y,

d.h.
3 3 4
xoS1(U) + BoB1 = B1Zi(u) < 200+ 5Bo=5"3=2
Si(d)+BoBy =B1Z4(d) — 1 +§[3 _3 g71
Xp o1 0b1 = B144 2%207237_
Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten liefert
§ =1 — = E
2(X0 = Xg = 3
Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt
1 3 3 2 4
§+§[5071 = 5(3075 = [3075.

Also ist die optimale Hedging-Strategie bis zur Ausibung

¢ = (x0, Bo) = (g ;) :
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Programmieraufgabe (Hedging Amerikanischer Optionen im CRR-Modell)
Wir betrachten einen T-periodigen CRR-Markt mit vom Benutzer wahlbaren Parametern d, u, r, By, Sy > 0 und

T €{1,...,10}, in dem wir verschiedene Amerikanische Optionen hedgen und bewerten méchten:
H = (K-St (Amerikanischer Put)
H;y = (max{S;, B} — K)™" (Amerikanischer Auswahi-Call)
Hy = 1g-k (Amerikanische Digitaloption)

Erstellen Sie in einer Programmier- oder Skriptsprache lhrer Wahl ein Programm, das Folgendes leistet:

a Abfrage aller Parameter vom Benutzer und Prifung auf Zulassigkeit
a Auswahl der gewiinschten Option H durch den Benutzer inklusive Abfrage des Auslibungspreises K
a Berechnung und Ausgabe der optimalen Ausibungsstrategie und des Optionspreises zur Zeit t =0

@ Berechnung und Ausgabe der zugehdrigen Hedgingstrategie

Die Aufgabe wird in der Ubung am 07.01.2025 anhand eines in R realisierten L&sungsvorschlags besprochen.

Lésungsvorschlag:
Siehe R-Datei im llias-Ordner.
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