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Aufgabe 1 (Stochastische Dominanz zweiter Ordnung und Laplace-Verteilung)

Es sei pp, eine Laplace-Verteilung auf (IR, B(IR)) mit Parameter b > 0, d.h. ihre Verteilungsfunktion ist gegeben
durch ;

1 eb, x <0,

1-1ed, x>0

a) Zeigen Sie, dass fur b, b’ > 0 gilt: up =ssp Wy = b < b'.

b) Gilt die Aussage aus Teil b) auch fiir =ggp anstelle von =ggp?

Lésungsvorschlag:

a) Wir verwenden die Charakterisierung der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung Uber Verteilungs-
funktionen (siehe Theorem 9.13):

c C
Hp ~SSD Hpy < J Fu, (x)dx < J Fy,, (x)dx furalle ¢ € R.
—0Q0 —00

Fir ¢ < 0 ist das &quivalent zu:
c 1, «]° 1, ¢
J Fu, (x)dx = {beb} = —beb <
% 2 oo

Dies ist wiederum &quivalent zu b < b'.
Fir ¢ = 0 erhalten wir:
0 1. «1° 1
J Fu, (x)dx = [beb} ==-b<
o 2 e
und argumentieren analog zum ersten Fall.
Fir ¢ > 0 erhalten wir:

c 0 c c
J Fuu, (X)0x :J pr(x)dx+J Fu,(X)dx = 1b+ [x+ 1bebx} —ctibeF
o o 0 2 2 2

und argumentieren wieder analog.
b) Nein, die Aussage gilt nicht fir stochastische Dominanz erster Ordnung, denn fiir x > 0 und b < b’ gilt

1 —x 1 —x
Fub(x):1—§eb >1—§eb' = Fy,, (X),

doch statt > mulsste hier < flr alle x € R gelten, damit u, >=rgp 1y folgt, sieche Theorem 9.11.
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Aufgabe 2 (Stochastische Dominanz zweiter Ordnung und unabhéangige Addition)

Es seien Xj und X zwei Zufallsvariablen und Y eine weitere von Xi, Xo> unabhangige Zufallsvariable. Zeigen
Sie:
XizsspXe = Xi+Yi=sspXotY.

Lésungsvorschlag:

Beachte: Fur zwei Zufallsvariablen Xi, X gilt genau dann Xy >=gsp Xo, wenn p =ggp v flr die zugehérigen
Verteilungen p,v € & mit X; ~ pund X, ~ v gilt. Entsprechend kann die Definition fir die stochastische
Dominanz zweiter Ordnung auch fir Zufallsvariablen umformuliert werden:

X1 =ssp Xo & E[U(X1)] > E[U(X)] fir alle Nutzenfunktionen U.

Seinun U : R — R, x — U(x) eine beliebige Nutzenfunktion. Fir ein festes y € R ist dann auch die
Verschiebung x — U(x + y) eine Nutzenfunktion. Aus Xj =ggp X> und der Unabhé&ngigkeit von Y kénnen wir

E[UXi+Y)|Y=y]=EUXi+y)] >EUXo+y)] =E[UXo+Y)|Y =y] firPy-fastalley eR
folgern. Es folgt mittels iterierter Erwartungswertbildung
E[U(X; + Y] =E[E [UX + Y)|Y] | > E[E[UDG+ Y)|Y] | = ElUOG+ Y),]

dh. X;+Y =ssp Xo+ Y.

Aufgabe 3 (Stochastische Dominanz zweiter Ordnung und abhéngige Addition)
Seien X; und X5 Zufallsvariablen mit gleicher Verteilung, aber nicht notwendigerweise unabhangig. Zeigen Sie

X1+ Xo =ssp 2X;.

Lésungsvorschlag:
Es qilt

’
Xi+Xo =ssp 2X1 & §(X1 + X2) =ssp X1,

denn U(-) ist genau dann eine Nutzenfunktion, wenn U(% -) eine Nutzenfunktion ist. Es reicht daher aus, die
Gililtigkeit der rechten Seite zu Uberprifen. Diese folgt auf Grund der Konkavitat der Nutzenfunktion und der
Monotonie des Erwartungswertes direkt aus der Definition der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung:

T [u (;m +x2))] S E [; UIX3) + 4 U) | = EU(X)

fir alle Nutzenfunktionen U.
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Aufgabe 4 (Martingalmethode)

Gegeben sei ein einperiodiger Trinomialmarkt mit Q = {w1, wo, w3} und P({w;}) = %,i = 1,2,3. Auf die-

sem Markt gibt es ein risikoloses Wertpapier B mit By = By = 1. AuBerdem existieren zwei risikobehaftete
Wertpapiere S', S mit S} = S2 = 1 und

2 furi="1, 8 furi=1,
Slw)={1 furi=2, Sfw) =<8 furi=2,
5 furi=3, T furi=3.

a) Zeigen Sie, dass der Finanzmarkt arbitragefrei und vollstandig ist.

b) Auf dem Finanzmarkt betrachten wir nun einen Investor, der Uber das Anfangskapital xo > 0 und die
Nutzenfunktion

U(x):171, x>0,
X

verflgt. Der Investor méchten den Nutzen, welchen er aus seinem Endvermdégen zieht, maximieren.
Zeigen Sie mit Hilfe der Martingalmethode, dass das optimale Endvermégen X* gegeben ist durch

X ..
K—‘(’)\@ fari=1,

1 1 1
X (w) =< 2. /2 firi=2, mit kg=—=+—F7=+=.
Ko V'3 ! 3v2 V6 3

=2 fur i = 3,

Lésungsvorschlag:

a) Um den Markt auf Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit zu prifen, bestimmen wir die Menge aller aquiva-
lenten WahrscheinlichkeitsmaBe .#*. Fir ein WahrscheinlichkeitsmaB Q € .#Z™* muss gelten

EqlS! | 5ol = EglSf1 = Sk Qfs, k=12,
da hier ¥y = {#, Q} und By = By = 1. Wir setzen q; := Q({w;}) fir i = 1,2,3. Durch Einsetzen der

gegebenen Werte von 511 und 812 und der Eigenschaft eines WahrscheinlichkeitsmaBes Q, ergibt sich das
lineare Gleichungssystem

1 1 1 qi 1
2 1 3 lae|=(1] (1)
IR VACYRIN
Umstellen der ersten Gleichung nach gz liefert
G=1-01—Q.

Durch Einsetzen von gz in die zweite Gleichung von (1) erhalten wir

’
2Q1+02+§(1—Q1—Q2):1

3, 1.1

201 2672—2

1 1

= Gitzlk=gj
= q=1-1
CI1—3 302-

Setzen wir gy und g3 in die dritte Gleichung von (1) ein, so ergibt sich

8 /1 1 8 1 1 1
3(S—SCIZ>+9C72+3<1—3+3CI2—C72>—1
o 8,22

9 9 9
— 10-2g =9
— QQ:%.
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-

Damit ist

11 1 11 1
©=37337 g Ud B=T-5-5-3
Also
& furi=1,
Qw) =<3 furi=2,
T furi=3.

Das lineare Gleichungssystem (1) ist somit eindeutig I6sbar, d. h. es existiert genau ein MartingalmaB.
Das berechnete MartingalmaB Q ist zudem &quivalent zu P, da Q({w;}) > 0 fir i = 1,2, 3. Somit gilt
|.#*| =1, d.h. der Finanzmarkt arbitragefrei und vollstandig.

Wir betrachten die Nutzenfunktion U(x) =1 — } x > 0. Es gilt
1
U,(X) == ?
und daher (Beachte: Bild(U’) = (0, c0).)
y
W)y 'y)=—, y>0
y NG y
Wir setzen 1 1
ce=5 fliri=
1 Q({w}) 6 2 )
Z(wj) = — =<38-5=35 fliri=2,
)= B D) z =2 fur/
g=1 furi=3

Laut Vorlesung ist das optimale Endvermégen gerade X* = (U')~'(y*Z), wobei y* der Lagrange-
Multiplikator ist, der die Bedingung Eq [%] — Xo erfiillt. Zunachst ist

1

* /\—1 * _
X =) D=

Wir bestimmen den Lagrange-Multiplikator y* aus der Nebenbedingung

*

X 1 1
X0 =Eq |5 | =EIX*Z] =E Z| = —=EVZ],
0 Q[B1] (X*Z] Tz 7 VZ]
wobei
1 1 3 1 1 1
EVZ] = . +\/>+1 = —=+—+ 7 = Ko.
Ve 3(@ > ) a2 V63 "
Also folgt
L)
VY* Ko
Daher ist das optimale Endvermdgen
xr—_ 1t _ X1
y*Z koZ

Dabei ist zu beachten, dass X* Fi-messbar (F; = F) ist, da Z F-messbar ist. Somit ist das optimale
Endvermdgen X™* in der Tat wie behauptet

%\@ firi=1,
X*(w;) = % 2 furi=2,
X0 fir i = 3.
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