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Aufgabe 1 (Das Log-Problem der Endnutzenmaximierung)

Betrachten Sie einen arbitragefreien CRR-Markt mit IP wie im Beispiel aus der Vorlesung (nach Theorem 10.3).
Es sei xo > 0 das Anfangsvermdgen. Lésen Sie das Problem der Endnutzenmaximierung mit logarithmischer
Nutzenfunktion:

(P): max E [log (V{)] s.t. Vi <xo
¢ sf. Handelsstrategie mit V{ > 0.

a) Bestimmen Sie das optimale Endvermdgen X* als Losung des statischen Problems.

b) Zeigen Sie, dass die Strategie

* *

* Vt(p * P 1—,0
(1_3)Bt>’ a (1+r)<1+r—d+1+r—u)

eine Hedging-Strategie flr X* ist. Hier bezeichnen «; und 7 die im Intervall [t,t+ 1) zu haltenden
Stiickzahlen von Aktie bzw. risikolosem Wertpapier. a* ist der (hier zeitunabh&ngige) Anteil des Vermdgens,
der in die Aktie investiert wird.

Ve
St

of = (o, BT) = (a*

Lésungsvorschlag:

Hier sei U :=log : (0, ) — R unsere Nutzenfunktion. Der Logarithmus ist strikt wachsend, strikt konkav, stetig
differenzierbar und es gilt

. . 1 . .1
lim U'(x) = lim — = +oo, lim U'(x) = lim — =0,
x—0+ x—0+ X X—00 X—00 X

also handelt es sich um eine INADA-Nutzenfunktion. Zur Lésung des Endnutzenmaximierungsproblems (P)
gehen wir in zwei Schritten vor.

a) Wir bestimmen das optimale Endvermégen X* als Lésung des statischen Problems. Bezeichne mit

I)C:—{X:Q—HR+

X ist ?T-mb, ]EQ |:é(:| < Xo}
T

die Menge der aus xp erreichbaren, zulassigen Endvermégen. Wir suchen das bezliglich (P) optimale
X* € X. Optimiert wird unter IP, die Nebenbedingung ist aber unter Q formuliert. Also wechseln wir zuriick
zuP mit Z := BLT%, erhalten daraus die Nebenbedingung

E[ZX—Xx] <0
und schlieBlich den Lagrange-Ansatz
L(X,y) =Ellog(X) —y (ZX —Xo)].

Mit dem Kandidaten X* := yJZ gilt gerade

0

1
x LX Yx=x- =E [X*yz} =0.
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Der optimale Lagrange-Multiplikator y* muss so gewahlt werden, dass IEQ[BLT} = Xp, d.h. die Neben-
bedingung ist bindend. Durch einsetzen von X* in die Nebenbedingung E[ZX — xp] = 0 finden wir den
optimalen Parameter y*:

N 1
E[ZX* — xo] = y——xo—O = y* Xo

Also ist das optimale Endvermdgen X* = X7° Es gilt X € X, denn By und Z sind Fr-messbar, alle
Teilterme sind positiv und Z ist im CRR-Markt beschrankt (denn Z(w) = BiTQ({w})]l’({w})_1 und beide
MaBe sind nach Voraussetzung konzentriert auf (0, 1]).

b) Wir leiten zunachst die Vermdgensgleichung des CRR-Modells her. Sei dazu

(@t)t=0,... 71 = (ott, Bt)t=0,... 71
eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Wir spezifizieren das WahrscheinlichkeitsmaB IP. Wir nehmen
an, dass
P{w}) =P{y1,....¥y7H) =Py - Py
wobei

P, falls y; = u,

€(0,1), t=1,...,T.
1—p, fallsy;=d, (0.1)

yfe{u7d}! p,Vt_{

FiUr das aquivalente MartingalmaB Q gilt

Q({w}) :Q({y1= !yT}) = q,V1 T 'era
wobei

t=1,...,T.

_Ja falls y; = u, _14r—d
W = 1—gq, fallsy;=d, 9= =a

Die Stlickzahlen o; und 3¢ lassen sich in Vermdgensanteile umrechnen. Der Anteil des im Intervall [t, t+ 1)
in die Aktie investierten Vermdgens ist

4 — ‘Xﬁf — o alt.
da wir stets das gesamte Vermdgen investleren gilt fir den Vermégensanteil 1 — a; im Bond
BBt Vi®
1—a = 7V(p = Bt = (1 at) Bt
Die Variable Y; := =t € {u,d}, t=1,..., T, gibt den Multiplikator des Aktienkurses beim Wechsel von
Si_4 auf St an. Mit dlesen Beze|chnungen giltfart=0 ,T—2
Vi1 = 1S40+ ﬁt+1Bt+1

ot St 1+ BtBiia

otStYiq + BeBr(1+r) + ot St — ot S

Vi + ot St(Yier — 1) + BeBer

VP +at VP (Yier — 1)+ VPr—a Vi®r
= VPO +r+a (Ve —1-1)

und daher rekursiv die Vermégensgleichung

t
Ve =V [T +r+ap 1 (Ya—1-1)).

n=1

Wir setzen die laut Behauptung optimale Strategie ein und Uberprifen, ob diese das in Teil a) bestimmte
optimale Endvermdgen erreicht. Falls Y, = u gilt, |aBt sich der n-te Faktor zu

1+r+a (Yp—1-r)

1_
1+r+(1+r)( P d+1+rfu> (u—1—r)

1—r)
( ( 14+r—d (1_'0)))
p
p

- (i)

(1+1)

Q
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vereinfachen. Analog gilt im gegenteiligen Fall Y, = d

1+r+a (Yp—1—-r) = 1+r+(1 ( rp— 1lrfu>(d1r)
(1—p)(d—1—=r)
- < 1+r— )
d—1—-r)
- ( 1+r7u )
1 p
= (1+ 1_q

Eingesetzt in die Vermdgensgleichung finden wir

.
* * * Py, «n Plw)
VE (W) =V (y1,....y1) =V n|7|1 (1 H)CTL =V BTW,

also wie gewtinscht V¢~ = V" BTdQ =29 =X*

Aufgabe 2 (Wurzelfunktion)

Gegeben sei ein 2-periodiger CRR-Finanzmarkt mit Parametern u = %, d= % und r = %. Der Anfangswert des
risikobehafteten Wertpapiers sei Sy = 18. IP sei die Gleichverteilung auf Q = {(u, u), (u, d), (d, u), (d, d)}. Die
Praferenzen eines Investors seien durch die Nutzenfunktion

U:(0,0) = R, U(x)=+x

reprasentiert.

a) Zeigen Sie, dass U der Inada-Bedingung genigt.

b) Der Investor mdchte den erwarteten Nutzen, welchen er aus seinem Endvermégen zur Zeit T = 2 zieht,
maximieren. Bestimmen Sie das optimale Endvermdgen bei gegebenem Anfangsvermégen xg > 0.

Lésungsvorschlag:

a) Esqilt U'(x) = 217 d.h. U’ € C'(0,00). Ferner limy_,o U’(x) =co und limy_,s U’(x) = 0. Somit ist
die Inada-Bedingung erfullt.

b) Wir verwenden die Martingalmethode. Das aquivalente MartingalmaB Q ist durch den Parameter g =

“ljrdd =7 3 charakterisiert. Der entsprechende Parameter von P ist p = 1. Weiterist B, = (1+r)2 = %.

Die state price density Z = BZ]P ist gegeben durch

¢*__ 8t _qlt-q _27
Zlu) = 5% = 49 2ud) = "g % = a9’
_qt-q) _27 (=92 9

A ="p % ~ i 2l0d) =g e = a9

Die Umkehrfunktion von U’ ist l‘ (0,00) = (0,00), I(y) = (21W Nach der Vorlesung ist das optimale

Endvermégen X* = I(y*Z) = Der Multiplikator y* ist durch die Nebenbedingung

2y*Z )2

X sz ] T]__1 1 (49, 49 49 49
ro=Fa |5, | =B 2= gk 7] = g i (51t et o)

_ 1 1%
~(2y*)2 8t
. . . 81X
bestimmt. Folglich ist X* = 75:25.
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Aufgabe 3 (Ein unlésbares Portfolioproblem)

Betrachten Sie einen einperiodigen Finanzmarkt mit einem unverzinsten risikolosen Wertpapier und einer Aktie
mit Startwert Sy = 1 und Uberrendite Ry, P(Ry = 1) = 3 =1 —P(R; = —1). Ein Investor hat eine unbekannte,
stetig differenzierbare~Nutzenfunktion U:R - R Wir wissen nur, dass sie auf den ganzen Zahlen mit der
linearen Interpolation U Ubereinstimmt, wobei U : R — R definiert ist durch

U0) =0, U'(x) = J_Fi x€(n ,n],ne]l_\l, |
3 xe(nn+1], ne =N

n2’
Der Investor méchte folgendes Portfolioproblem Iésen:

(P) maxE [U (V{?)] s.t. Vi =0, ¢ sf. Handelsstrategie.

a) Bestimmen Sie die Preisprozesse und zeigen Sie, dass (NA) gilt.
b) Skizzieren Sie U.

c) Zeigen Sie, dass (P) keine Lésung besitzt. Wie lasst sich das mit Theorem 10.6 in Einklang bringen?

Lésungsvorschlag:

a) Der Finanzmarkt ist ein einperiodiges CRR-Modell (Q = {u, d}) mit Bondpreisen By = By = 1 und
Aktienpreisen Sop = 1, S§; = uSo, w =0, wobei u = Ry(u)+1 = 2 mit P{u}) = % und d =
dSo, w = d,

Ri(d)+1=0mit P({d}) = 1. Wegen d < 1+ r < u gilt (NA).

b) Die Funktion U:R — Rist tiber die Ableitung definiert:

X
[

, xe(n—1,n, neN,
, xe€(nn+1], ne —IN.

<
—
x

Il

wW —

|
=3

Far n € N gilt U(n) = D(n— 1)+ U’(n), denn die Ableitung ist stiickweise konstant. Induktiv folgt

1 U
U(n):Z<1+12>:n+ZI2, neN.
i=1

i=1

Analog gilt fir n € =N, dass U(n) = U(n+1)— U’(n+1), also

1 — 1
umn=->y (3_i2> =3n+Zi—2, ne —N.
= i—1

—n
i=1
Die approximierte Nutzenfunktion ist stlickweise linear mit Graph

www.Kkit.edu Lésungsblatt 11



-

Nutzenfunktion U des Investors

Mutze nbewertung Ux)

Endvermogen x

c) Wegen r =0 und vy = 0 vereinfacht sich das Portfolioproblem zu

(P): max [E[U(aRy)] st ack.

Wir betrachten die Funktion M : R — R definiert durch M(x) = E[U(xR;)] = 2U(x) + ;U(—x) und zeigen,
dass diese kein Maximum hat. Dafiir zeigen wir, dass M streng monoton wachsend ist. Es gilt

M (x) = %U’(x) — %U’(—x).

Da U konkav und stetig differenzierbar ist, gilt U(y) — U(x) < U’(x)(y — x) fur alle x, y € R. Wegen der
Konkavitat ist U’ monoton fallend und es folgt
U'(x) > U(lx] +2) = U(|x] +1),  U'(x) < U(|x]) = U(|x] —1).

Folglich gilt
1

— 4y W(=x]) = Ul=x] =1)).

M’(x)}%(U(L x| +2)—U(|x]+1))

Wir definieren y := | x].
Far x > 0 gilt:

y+2 y+1_I 1
M’ (x) > Z (y+2) +Z y+1)+ZI.—2 — | ¥+
i=1

3 1 1 1
~7 (1 * (y+2>2)_4 (3_ (y+1)2> >0

Far x < 0 gilt:

Ty oty 1 A ety
M'(x) > y+2+Z = By+1+ ) |-z vtz |- —1+Z 12
i=1 i=1
3 1 1 1
—4<3‘<y+n2>‘4(‘+y2)>°'

Aufgrund der Monotonie von U’ miissen wir den Fall x = 0 nicht separat betrachten und wir kénnen direkt
folgern, dass das Optimierungsproblem nicht I&sbar ist. Theorem 10.6 und nachfolgender Bemerkung ist
dennoch nicht widersprochen worden, denn U ist nicht beschrankt.

(o 2)
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Aufgabe 4 (Das mehrperiodige Log-Problem)

Betrachten Sie in einem allgemeinen diskreten arbitragefreien Finanzmarkt das mehrperiodige Portfolioproblem
mit positivem Startvermdgen und logarithmischem Nutzen, d.h. die Wertfunktion

Jr(x) :=log(x), Ji(x) :==supE[log(VF)I V[ =x], t=0,...,T—1,
7T

wobei nur Politiken 7t zul&ssig sind, welche V/*(x) > 0 garantieren fir alle x >0und t =0, ..., T. Finden Sie
mit Hilfe dynamischer Programmierung die optimale Anlagepolitik 7 = (f7,...,f;_,) sowie eine moglichst
explizite Darstellung der Wertfunktion.

Lésungsvorschlag:

Wir suchen also eine optimale Investitionspolitik 7* = (f7,...,f;f_,) bestehend aus den stufenweisen Ma-
ximisatoren. Gegeben ein Zwischenvermdgen von x zur Zeit t investiert man dann fiir die nachste Periode
optimalerweise die Betrage ¢ = f*(x) in die verschiedenen Anlagen. Das mit dieser Strategie gesteuerte Ver-

mdgen bezeichnet man mit (th’),:o 7 oder gleichbedeutend mit (V{*);—o 7. Es ergibt sich die Wertfunktion

..........

Jr(x) :==log(x), Ji(x) :=sup{E [log (VF) | V{* = x]}. (1)

Die Investitionspolitik 7* ist optimal, wenn Jo(x) = E [log (V') | Vi = xo| fiir alle x und t. Der Suchraum
muss hier noch auf solche Poltiken eingeschrankt werden, die fast sicher strikt positive Zwischenvermégen
garantieren, damit die Nutzenbewertung mit dem Logarithmus wohldefiniert ist.

Zum Periodenende gilt nach Definition Jr = log. Fiir jeden Schritt nach vorne nutzen wir die Bellman-Gleichung

Jilx) = SL;IO{]E [Jr1 (T + 1) (X +F(X) - Reiq )]}, x> 0. (@)

Zur Zeit t = T — 1 bedeutet das gerade

Jroix) & SUp {E [Ur ((1-+r7) (x + x) - Ar)))}

St;p{lE llog (1 + rr)(x +f(x) - Rr))l}

log(1+ rr) +sup{E llog (x + f(x) - R7)l}. (3)
f

Wir transformieren allgemeingultig fr_1(x) = o7_1 (X)X, d.h. wir schreiben die optimale Strategie als Anteil des
Vermoégens. Dieser Ansatz ist durch Blatt 12 Aufgabe 1 motiviert. Wir schranken die Wahl solcher «’s noch so
ein, dass stets positive Zwischenvermdgen garantiert sind:

!
xr_1(x) €Ar_y, p={&e€R¥:1+& Ry >0P-fs), t=0,...,T—1

Eingesetzt in (3) ergibt sich

=

Jro1(x) = log(x)+log(1+rr)+ sup {Eflog(1+ «(x)- Rr)l}
o (x)E™AT_4
X log(x)+log(1+rr)+ sup {El[og(1+c- R}
ox€eAT_4
= log(x)+dr_1, (4)
wobei dr_4 :=log(1 + rr) +supyea, , {E [log (1 + - R7)]} den vom Vermégen unabhangigen Teil der Wert-

funktion bezeichnet. Wir kdnnen im Schritt % die Optimierung unabhé&ngig von x durchfiihren, weil der Maximi-
sator nicht von x abhangt, notieren also nur noch « und erhalten ein vom Vermégen unabhangiges dr_ 1. Wir
vermuten kess, dass eine solche Separation zu jeder Zeit mdglich ist, also

Ji(x) = log(x) + d ©®)

gilt mit vermdgensunabhangigem d; fur alle t € {0, ..., T} und alle x > 0. Wir zeigen durch Induktion, dass dies
richtig ist:

m IA (t = T): Klar, wahle schlicht dr := 0.
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w |V: Es gelte (5) zur Zeit t + 1.

w IS (t+1 — t): Zerlege wieder f;(x) = o;(x)x mit a;(x) € ;. Fiir alle x > 0 gilt

A

Jilx) = Sl;p{lE [Je1 (1 + 1) (X + F(X) - Rea))]}
= oc(?(l;ga(,{]E (1 (14 repe) (14 o(x) - Req)x)1}
i P (Elog ((1-+14)(1-+ () Rrs)x) + chir)
= log(x)+log(1+ri 1)+ fggt {Eflog (1 +oc- Rty 1)]} + Oty 1
= log(x)+d;, (6)

wobei d :=log(1 + ri11) + SUPy, e, {E llog (1 + &t - Rry1))]} + di1 wie gewlinscht vom Vermdgen unab-
hangig ist. Die behauptete Darstellung der Wertfunktion haben wir damit gezeigt.

Die optimalen o := argsupycq, {E [log (1 + o - R, 1)1} sowie die Optimisatoren f*(x) = of x werden wir ohne
Kenntnis der Verteilungen der (relativen) Renditen R;,{ nicht ndher bestimmen kénnen. Die d; sowie die
Wertfunktionen J; hangen weiterhin von den Zinssétzen r;, 1, also vom gesamten Markimodell ab.

-
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