0.1 Holomorphie herausfinden

Cauchy-Riemannsche-DGL
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0.2 Was Holomorphie bedeutet

Gebietstreue Ist f nicht konstant und auf G holomorph, so ist f(G) wieder ein Gebiet.

Maximumsprinzip Sei f auf G (beschranktes Gebiet) holomorph und nicht konstant.

Dann hat |f| auf G kein lokales Maximum (also auf dem Rand von G).

Minimumsprinzip Hat f in G ein lokales Minima, so ist f dort entweder Null oder f

ist konstant.

Potenzreihenentwicklung f lédsst sich (eindeutig) als Potenzreihe um z, darstellen,
welche in der grofiten Kreisscheibe konvergiert, auf der f holomorph ist. Es gilt fiir die
Glieder a,,:
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d
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Der Konvergenzradius ergibt sich iiber
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Laurentreihenentwicklung f ldsst sich (eindeutig) als Potenzreihe um zy darstellen,
welche im grofsten Kreisring mit Radien r» < s konvergiert, auf der f holomorph ist. Es
gilt
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Der Entwicklungspunkt ist eine hebbare Singularitit, falls alle a,, fiir negative n ver-
schwinden und ein Pol vom Grad m, wenn alle a,, mit n < —m verschwinden. Ansonsten

ist ¢ eine wesentliche Singularitat.
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Logarithmus Es ist der komplexe Logarithmus definiert als

log(2) = log(|2]) + i arg(2)
und die Potenzreihenentwicklung fiir [z — 1| < 1

(= = 1)

log(z) = 3 (~1)"!

Satz von Roche Ist |f(2)| < |g(2)| fiir alle z auf einen geschlossenen nullhomologen

Weg ~, so gilt im Inneren von ~, dass g und f + g gleich viele Nullstellen haben.

Satz von Liouville Jede beschrinkte ganze Funktion f ist konstant.

Komplexe Differenzierbarkeit Jede holomorphe Funktion ist unendlich oft komplex

differenzierbar.

Identitatssatz Sind f und g identisch in einer Menge mit Haufungspunkt (oder alle
Ableitungen sind an einen Punkt gleich), dann ist auch f = g.

Konforme Abbildungen Holomorphe Abbildungen mit f’(z) # 0 sind konform (Win-
kelerhaltend)

Schwarz’sches Lemma Ist f eine holomorphe Funktion auf der Einheitskreisscheibe
mit f(0) =0 und |f(z)| <1 so gilt

FEI<ll 1f (O <1



0.3 Integrale berechnen

L ) de= [ OO0 ()

Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete Sei G € C ein Sterngebiet und f €
H(G). Dann

Direkte Berechnung

e f hat auf G eine Stammfunktion

e Sei 7 ein stiickweise glatter Weg mit Tréger in G. Dann ist fv f(z) dz = F(~(0)) =
F(y(1))

Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben D sei offen und f € H(D). Seien
2 € D und B(z,r) C D. Dann
1
) = —/ (w) d
2mi ), w— 2z

Cauchysche Integralformel Sei M eine offene Menge und f € H(M). Dann ist

fentz) = 5 [ L 4

wenn n die Umlaufzahl und ~ geschlossen ist.

Mittelwertungleichung
[f(O)] < [flos

Parsevalsche Formel
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0.4 Residuen

Rechenregeln

res.(f) = a_ 1——/f
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Wenn c ein Pol der Ordnung m ist:

1 dmfl
(m—1)ldzm—1

res.(f) = (z—=0c)"f(2)

Wenn ¢ und A holomorph sind mit g(c) # 0, h'(c) # 0, h(c) = 0 folgt

rese(g/h) = g(c)/M'(c)

Ist m die Ordnung der Nullstelle, so ist

rese(f'/f) =m

Residuenformel Ist v ein geschlossener Weg in D, dann

= h(z) dz = Zind(c) -res(h)

2mi ),
Uneigentliche Integrale Wenn f = P/(Q) zu integrieren ist und
e () keine reellen Nullstellen hat
e der Grad von () mindestens 2 grofer ist als der von P

dann l&sst sich das Integral iiber alle Residuen von P/@ in der oberen Halbebene berech-

nemn.

Uneigentliche Integrale I Wenn f = ¢"*P/(@Q zu integrieren ist und
e () keine reellen Nullstellen hat
e der Grad von () grofser ist als der von P

dann ldsst sich das Integral iiber alle Residuen von €®P/Q in der oberen Halbebene

berechnen.

0.5 Mobiustransformationen

az+b
T(Z>:cz+d

Kreistreue, Gebietstreue, Winkeltreue Jede Mobiustransformation ist kreistreu.
Der Schnittwinkel zwischen zwei verallgemeinerten Kreisen bleibt erhalten. Die Orientie-

rung bleibt erhalten.



Fixpunktsatz Eine Mobiustransformation mit mehr als zwei Fixpunkten ist die Iden-

titat.

Doppelverhiltnis Jede Mébiustransformation lasst das Doppelverhaltnis (z, 21, 22, 23)

konstant

Z — R1 29 — X3

Z— R3ky — 21

Das Doppelverhéltnis ist genau dann reell, wenn die vier Punkte auf einem verallgemei-

nerten Kreis liegen.

Inversion Fir 7T ist

die Inversion.

0.6

Wahr - falsch

Ist f und g holomorph und f-¢g = 0, dann ist f oder g konstant (und eins ist gleich
Null). Aber nicht bei f - g =1 oder sowas.

Es gibt keine holomorphe Funktion f : F — C mit Bild f = Q + iQ (da diese
Menge nicht offen ist; Gebietstreue).

Jede ganze Funktion lasst sich in eine Potenzreihe entwickeln, die iiberall konver-

giert.
Wenn f holomorph ist muss 0 nicht unbedingt ein Pol von f(z)/z sein.

Die Menge der c-Stellen einer nichtkonstanten holomorphen Funktion f ist hoéchs-
tens abzahlbar. Aber die Unendlichkeit reicht nicht aus, damit die Funktion kon-

stant ist.
Die Funktion sin - ist auf C nicht beschrankt.
Fiir den Integralsatz muss das Gebiet ein Elementargebiet (Sterngebiet) sein.

Jede in einem Punkt holomorphe Funktion ist dort unendlich oft komplex differen-

zierbar.
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