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Vorwort

Die Vorlesung "Lineare Algebra und Analytische Geometrie" erstreckt sich
tiber zwei Semester, Sie ist eine Pflichtvorlesung fiir alle, die Mathematik und
Informatik studieren, wird aber auch den Studierenden der Physik empfohlen.

Der Stoff des ersten Teils der Vorlesung ist fiir alle Fachrichtungen im
wesentlichen derselbe. Im zweiten Teil wird die Vorlesung auch inhaltlich getrennt,
da dann der Studienplan fiir die Fachrichtung Informatik nur noch zwei Semesterwo-
chenstunden vorsieht.

Das vorliegende Skriptum, das aus Vorlesungen hervorgegangen ist, die wir
mehrfach in Karlsruhe gehalten haben, beriicksichtigt diese Trennung. Es enthilt im
wesentlichen den Inhalt der Vorlesung fiir die Fachrichtung Mathematik und
dariiber hinaus noch einige Erginzungen, jedoch konnen ohne Schwierigkeiten Teile
davon fiir die verkiirzte Vorlesung Mathematik fiir die Fachrichtung Informatik
ausgewihlt werden.

Das Skriptum soll allen Horerinnen und Horern das Mitverfolgen der Vor-
lesung erleichtern, ist aber kein Ersatz fiir die Vorlesung. Trotz seines Umfanges sind
manche Beweise recht knapp gefafit und einige Bemerkungen {iberhaupt nicht be-
wiesen. Weiterhin soll und kann das Skriptum auch kein Lehrbuch ersetzen. Wir
haben deshalb am Ende eine umfangreiche Liste deutschsprachiger Lehrbiicher auf-
gefiihrt.

Im Unterschied zu fritheren Fassungen werden Vektoren, wie inzwischen allge-
mein iiblich, jetzt mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Wir hoffen, daf
dadurch die Lesbarkeit nicht erschwert wird. Im {ibrigen haben wir die alte
Rechtschreibung beibehalten, aber auch das sollte das Verstdndnis nicht

beeintrachtigen.

Karlsruhe, im Oktober 2007 V. Drumm, W. Weil
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Einleitung

Die lineare Algebra bildet neben der Analysis die Grundlage weiter Teile der
Mathematik und damit auch der Mathematikausbildung. Sie behandelt die Theorie
der Vektorrdume und linearen Abbildungen sowie deren Anwendung auf lineare Glei-
chungssysteme und Eigenwertprobleme,

Systeme von linearen Gleichungen und Methoden zu deren Lésung waren
schon den Chinesen vor iiber 1500 Jahren bekannt. Die Probleme bei der Auflosung
linearer und nichtlinearer Gleichungen fiihrten zur Entwicklung der Algebra
(ca. 1000 —1600).

Die Beschreibung von Punkten durch Koordinaten und von Geraden und Ebe-
nen durch lineare Gleichungen erwies sich als sehr niitzlich fiir die Behandlung geo-
metrischer Probleme. Diese "analytische Geometrie" hat zu der Einfiihrung von Vek-
toren und der Entstehung der Vektorraumtheorie gefithrt. Bis zur Mitte des 20.
Jahrhunderts dienten die Vektorrdume in der Grundvorlesung hauptsichlich als for-
maler Rahmen, in dem geometrische Probleme behandelt wurden.

Das hat sich inzwischen grundlegend geindert. Zum einen verlangt der zuneh-
mende Abstraktionsprozefl in der Mathematik, aber auch in Anwendungsgebieten
wie Informatik, die Behandlung abstrakter Vektorriume, zum andern sind lineare
Gleichungs — und Ungleichungssysteme sowie Eigenwertprobleme fiir die Anwendun-
gen inzwischen von so grundlegender Bedeutung, daff ihrer Behandlung in der ma-
thematischen Grundausbildung besonderes Gewicht zukommt.

Wir werden deshalb im folgenden zunichst hauptsichlich die lineare Algebra
behandeln, geometrische Sprechweisen und Begriffe aber zur Veranschaulichung be-

nutzen. Die affine und euklidische Geometrie wird dann in Kapitel 6 ausfiihrlicher

dargestellt.



Vorbemerkungen iiber Mengen, Abbildungen, Relationen

Die folgenden Bemerkungen umfassen eine Sammlung von Begriffen und Aus-
sagen, die zur mathematischen Allgemeinbildung gehtren und teilweise von der
Schule her bekannt sein sollten. Diese Begriffe sind grundlegend fiir die weiteren Be-
trachtungen, sie gehoren aber nicht zum eigentlichen Stoffgebiet der linearen Alge-

bra.
1. Logische Symbole

Aufgabe der Mathematik ist es, abstrakte Srukturen zu entwickeln und Aussa-
‘gen fiber diese Strukturen herzuleiten. Wird dazu die Umgangssprache benutzt, so
kann das zu Unklarheiten uﬁd Mehrdeutigkeiten fithren. Um mathematische Aussa-
gen und Schliisse einwandfrei formulieren zu konnen, wurde eine formalisierte Spra-
che entwickelt, die nur Symbole benutzt; ihre Untersuchung ist Gegenstand der
Mathematischen Logik.

Da sie eine prazise und knappe Darstellung erlaubt, fand die formalisierte
Schreibweise Eingang in viele Lehrbiicher und zum Teil sogar in die Schulmathema-
tik. Insbesondere fiir Informatiker ist eine formale Beschreibung mathematischer
Vorgéange von Bedeutung.

Andererseits hat Mathematik auch viel mit Intuition, Fantasie und Vorstel-
lungskraft zu tun, die nur durch Verwendung der Umgangssprache entstehen kon-
nen. Die formalisierte Schreibweise erschwert das Verstindnis eher. Sie ist deshalb
aus den neueren Lehrbiichern wieder weitgehend verschwunden und wird auch im
folgenden meistens nicht benutzt.

Damit man sich aber in der Literatur zurechtfindet, sei hier eine Liste der ge-

brauchlichsten Symbole (Abkiirzungen) aufgefiihrt:

- Negation {einer Aussage)



2. Mengen

A Konjunktion (Verbindung zweier Aussagen durch und); hiufig wird A
durch ein Komma ersetzt

v Disjunktion (Verbindung zweier Aussagen durch oder)

=  Implikation (aus einer Aussage folgt eine andere); wenn ..., dann...;
daraus folgt

= Aquivalenz (zweier Aussagen); ...genau dann, wenn...

Y Allquantor ( fir alle ...)

3 Existenzquantor (es gibt ein ...)
€ Element von
¢ nicht Element von
Die Symbole := und :&== (bzw. = und &) werden benutzt, wenn Grofen oder

Begriffe, die auf der Seite des Doppelpunktes stehen, durch die andere Seite erklist
werden sollen.
Wer sich iiber die Mathematische Logik (und ihre Anwendungen in der Infor-

matik) informieren méchte, dem sei das einfithrende Buch

Bohme, G. : Einstieg in die Mathematische Logik, Hanser, Miinchen u.a. 1981

empfohlen.

2. Mengen

Beim Aufbau mathematischer Strukturen werden aus bekannten Begriffen
neue abgeleitet. Verfolgt man diesen Aufbau zuriick, so st&ft man zwangsldufig auf
Grundbegriffe, die mathematisch nicht weiter erklért werden kénnen, wie z.B. Punk-
te in einem axiomatischen Aufbau der Geometrie. Man kann solche Begriffe nur da-
durch festlegen, dafl man den Umgang mit jhnen durch Gesetze (Aziome) regelt.

Ein fiir die gesamte Mathematik grundlegender Begriff ist der der Menge. Der
Mengenbegriff wird hier nicht axiomatisch eingefiihrt, es geniigt uns vielmehr der
"naive Standpunkt” der Mengenlehre, der auf Cantor (1845 — 1918) zurtickgeht:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von ”Objekten”, den Elementen der Menge.
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Eine Menge ist also festgelegt, wenn ihre Elemente festgelegt sind; damit muf
fir jedes "Objekt" feststehen, ob es zu der Menge gehort oder nicht; ob man das

auch entscheiden kann oder nicht, ist ein anderes Problem.

Zwei Mengen A und B sind somit gleich, wenn sie die gleichen Elemente be-

sitzen.

Um Widerspriiche zu vermeiden, wird festgelegt, dafi eine Menge nicht sich
selbst als Element enthalten darf. Mehr iiber den axiomatischen Aufbau der Men-

genlehreé und dabei mogliche Widerspriiche findet man in dem elementaren Buch

Halmos, P.R. : Naive Mengenlehre, Vandenhoek & Ruprecht, Gottingen 1976.

Beispiele.

N Menge der natiirlichen Zahlen.

No Menge der natiirlichen Zahlen und der Null.
Z. Menge der ganzen Zahlen.

Q@ Menge der rationalen Zahlen.

R Menge der reellen Zahlen.

Die Beschreibung von Mengen erfolgt dadurch, dafl ihre Elemente aufgezéhlit
oder durch eine charakteristische Eigenschaft festgelegt werden. Die Aufzihlung
kann dabei (besonders bei Mengen mit unendlich vielen Elementen) auch in symboli-
scher Form vorgenommen werden.

Beispiele.

N = {1,2,3,..},

No = {0,1,2,3,...},

Z = {0,1,-1,2,-2,..} oder Z = {..,2,-1,0,1,2,...},

Q = {z] w=§,p,qeﬁ,q%0}-

Wir verwenden immer geschweifte Klammern {...} zur Angabe von Mengen.



2. Mengen 11

Die drei Punkte "..." sollen bedeuten, dafl die Folge der aufgefiihrten Elemente in of-
fensichtlicher Weise fortgesetzt werden soll; das setzt voraus, daB die Fortsetzung
wirklich offensichtlich ist. Wird eine Menge durch eine Eigenschaft ihrer Elemente
angegeben, so werden die Flemente und die kennzeichnende Eigenschaft (bzw. die
Eigenschaften) durch einen senkrechten Strich getrennt, wie wir es oben bei der Be-
schreibung von Q schon getan haben. Nicht alle Mengen kénnen durch Aufzihlen ih-

rer Elemente angegeben werden; das ist z.B. bei R nicht méglich.

Aus mathematischen Griinden benétigt man auch eine Menge, die keine Ele-

mente besitzt, also "leer" ist; es gibt nur eine solche Menge.
_Definition. @ sei die Menge, die keine Elemente hat. Sie heifit die leere Menge.

Bezeichnung. Fiir eine Menge A sei | 4| die Anzahl der Elemente von 4. Ist 4 end-

lich, soist |A| € Np , ist A unendlich, so schreiben wir | 4| = co.
Ein weiterer, viel benutzter Begriff ist der der Teilmenge.

Definition. Eine Menge B heifit Teilmenge einer Menge 4, wenn alle Elemente von B

auch Elemente von A sind. Schreibweise : B C A oder 4 > B.
Wir wollen diese Definition zur Ubung auch rein formal schreiben:

BCcA = [ze B = zed].
Beispiele. N ¢ Z ¢ Q c R. Fiir jede Menge Agilt A ¢ A und @ C A

Die Gesamtheit aller Teilmengen einer Menge 4 bildet wieder eine Menge, die

Potenzmenge P(A) von A :

2(A) = {B| Bc 4}

2(A) und jede Teilmenge 4 C #(A) ist eine Menge von Mengen. Um das bes-

ser ausdriicken zu kénnen, spricht man auch von einem Mengensystem 4 . Man be-
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achte aber, dafl aufgrund unserer Vereinbarung, dafi eine Menge nicht sich selbst als

Element enthalten darf, die "Menge aller Mengen" als System £ nicht zuldssig ist.
3. Mengenoperationen

Definition. Es seien 4,B Mengen. Dann heifit

AUB :={z| z€ Aoder z€ B} die Vereinigung von A und B,

ANB :={z| z€ Aund z¢ B} der Durchschnitt von A und B,

A\ B :={z|ze A, z¢ B} die Differenz von A und B,
AAB:=(A\B)U(B \ A) die symmetrische Differenz von A und B.

Ist B € A und ist die Grundmenge A fest vorgegeben, so schreibt man fiir A \ B auch

B° und nennt das das Komplement von B in A.

Bemerkung. Einige einfache Aussagen iiber Mengen lassen sich unmittelbar verifi-
~zieren. So gelten fiir alle Mengen Aund B: (a) A = B &= ACB,BCA.

(b) Bcd & AUB = A & ANB = B & AAB = A\B.

(c) AUA = ANA = 4, AugB = A, ANG = @.

Die etwas weniger trivialen Rechenregeln fassen wir in dem folgenden Satz zu-
sarnien.
Satz 1. FEs seien A,B,C Mengen. Dann gilt :

(a) (AvByuC
(AnB)nC

AU(BUC),
AN(BNC),

(”Assoziativgesetze”)

(b) AUB = BU 4,
ANB = BN A,

("Kommutativgesetze”)

(c) Au(BnC) = (AUB)Nn(AUC),

(" Distributivgesetze”)
An(BuC) = (ANB)U(AnC),

(d) A\(BUC) = (A\B)N(4\C),
A\(BNC) = (A\B)U(4\C).

("de Morgan—Regeln™)
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Beweis. Ein beliebtes Beweisprinzip fiir Mengengleichungen ist auf der vorangehen-
den Bemerkung (a) aufgebaut. Man zeigt zuniichst, dafi die Menge links Teilmenge
der Menge rechts ist, dann umgekehrt, da die Menge rechts Teilmenge der Menge
links ist. Wir wollen das Prinzip jeweils an der ersten Gleichung von (c) und von (d)

deutlich machen. Die restlichen Beweise werden als Ubungsaufgabe empfohlen.

Beh. AU(BNC)=(AUB)n(4UC).

"c": Seize AU(BNC) = ze Aoderze (BN C).
1LFall: e A = z€¢ AUBundze AUC = ze (AUB)N(AUC).
2.Fal. ze BNC = zeBundze C = ze AUBundze AUC =
ze (AUB)N(AUC).

"O": Seize (AUB)N(AUC) = ze AUBundze AUC = (z€ Aoder z€ B)
und (z€ Aoderze C) = z€doder (ze Bundze C) = z¢€ A oder

T€EBNC = ze AU(BNC). n

Beh. A\ (BUC)=(4\B)n(4\C).

"c": Seiz€e A\(BUC) = 2€4,2¢ BUC = ze A, z¢ B,z¢ C = z€ A\ B,
€A\ C = ze(A\B)n(4\ C)

"O2": Seize (A\B)N(A\C) = s A\ B,zc A\ C = ze A, z¢ B zf C =
T€e A,z BUC = zc A\ (BUC). n

Es ist offensichtlich, wie sich die Aussagen von Satz 1 auf endlich viele Men-
gen verallgemeinern lassen. Wir wollen nun aber zeigen, dafl man sogar ganze Men-

gensysteme zulassen kann.

Definition. Es sei /£ ein nichtleeres Mengensystem. Dann sei

U B = {z | Es gibt ein B € A mit z ¢ B},

ﬂ B := {z | Fiir alle B¢ / gilt z ¢ B}.
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Ist £ = {Bl,...,Bn}, so schreibt man
n n
Us . (e
o=l i=1

Ist £ = {Bl,B2,...}, so schreibt man formal

[14]

o
Us . N
2 3
=1 t=1

Entsprechend vereinfachte Schreibweisen werden wir spéter héufig benutzen;

L “us

Be A

z.B. bezeichnet im folgenden Satz

die Vereinigung iiber das Mengensystem 4 = {AU B | B¢ A}, usw.

Satz 2. Es seien A ein nichtleeres Mengensystem und A eine Menge. Dann gilt :

@) au(lJB)=1]J (us,

Be M BE M
an(() B) = n(AnB),'
Be & Be A
®) Au(()B)={)(4uBs),
BE M Be M
AD(UB)= (An B),
Be M Be A
@ 4\l B) =) w«\s,
Be K Be H
a8 =11 «“\s.
Be M Be M
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Beweis. Da alle Aussagen nach der gleichen Methode bewiesen werden kénnen, wol-
len wir uns auf je eine Aussage beschrinken. Wir werden hier allerdings ein etwas
kiirzeres Beweisprinzip anwenden, indem wir die Aussage, daf8 z Element der linken

Menge ist, 4quivalent umformen.

Beh. AN ( ﬂ B) = ﬂ (40 B).

Be A Be#

Es gilt:

ze AN ( ﬂ B) e zed z¢ ﬂ B e zcA zeBfiralle Be £

Be A Be A
& ze ANBfiiralle Be £ = weﬂ (AN B). u
Be A

Beh. An(| ] B) =[] (4nB).

Be M Be A

Es gilt:

g€ AN( U B) &= zed ze U B & z& A, ze Bfiir mindestens ein
Be M Be M

Be # & ze AN Bfiir mindestensein B¢ A & z¢€ U (4 n B). L
Be M

Beh. 4\ () B) =[] (4\B)

Be A Be M

Es gilt:

z€ A\ ( ﬂ B) &= z€ 4, z¢ m B & g€ A, z¢ Bfiir mindestens ein
Be M Be M

Be # &= ze A\ Bfir mindestensein B¢ 4 & z¢ U(A\B) ]
Be M
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Fiir die Anzah] der Elemente einer Vereinigungsmenge gibt es eine niitzliche
Formel, die insbesondere in der Kombinatorik und der Stochastik benutzt wird. Wir

benutzen sie in § 1.6 beim Beweis des Chinesischen Restsatzes.

Satz 3. Es seien Al"'"Ak endliche Mengen. Dann gilt -

k k
Jar=Y 141- ¥ 1404
i=1 i=1 1¢4 < 5 ¢k
k b+l
bm et (1) Z 4 neendy |+ (DM AN A
1G,<. . L <y Sk

Bemerkung. Das Summenzeichen T ist die Abkiirzung fiir mehrfache Additionen.
Im ersten Fall wird iiber alle i € {1,..,k} summiert, im zweiten Fall fiber alle

i€ {1,...,k-1} und fiir gew#hltes ¢ iiber alle je {i+1,...,k}, usw.

. Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach k. Induktions-
anfang: Fir k = 1 steht links und rechts jeweils nur |4 | und die Behauptung ist
trivial. Fiir £ = 2 gilt :
|4, U Ay = [4, U (4,\ (A n AN =[A] + [4,\ (4,0 4,)]
= [A,| + |4,] —[4,n A4,

Induktionsvoraussetzung : Die Behauptung sei richtig fiir &.

Induktionsschlufl von k auf k+1: Esist

k+1 k
4= (J4)ua,
i=1 i=1

Nach dem eben bewiesenen Induktionsanfang, angewendet auf die zwei Mengen

Al U...u Ak und A erhalten wir

k+1?



3. Mengenoperationen

k+1

k k
& U4 =14+ 14,010 4004, |
i=1 i=1 i=1

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

k k
b+l
U4l = Y 4= Y ana)e—e ) a0
i=1 =1 1€4 <7<k
und
k
L4004, = IU(AﬂAkH)I—ZIAﬂA
i=1 i=1
k
+ (-1) Y A AN, N4l
1% <. . <k

(A NA )N (ANA )]

Dies in (*) eingesetzt, ergibt

E+1 k
k+1
U4 =Y 14— Y 1anal+— e @) a0
i=1 i=1 14 < ¢k
k
bl = Y 14N A,l 4=
3=1
k+1
+ (-1) 2 (A, N A0 -0 (4, NA)
1 <. . . < S

(=M A N4, )N N (4N 4, )

-NA

nA

il

17
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E+1
= Y 14l - Y Ianale—--
i=1 16 ¢ j Skl
b+l k2
+(-1) Y, lagneena ) )M 4004l .
1Si1<. . .<ik5k+1

Eine sehr wichtige Methode, aus Mengen neue Mengen zu konstruieren, ist
das Bilden von Produktmengen. Dazu geben wir zunichst eine vorbereitende Erklé-
rung.

Seien Al,...,Aﬂ Mengen. Aus je n Elementen z, € Az, € An kann ein neues
Objekt gebildet werden, das geordnete n—Tupel (ml,...,:nn). Dabei heiflen zwei n—Tupel
(25--,%,) und (yl,...,yn) gleich, wenn g, = y, fiir alle 4 = 1,..,n gilt. Ein n—Tupel ist
also eine Zusammenfassung von n Elementen (i.a. aus verschiedenen Mengen), wobei

es auf die Reihenfolge ankommt,
Definition. Es seien 4 ,...,A, Mengen. Dann heifit die Menge

Al X v X An = {(ﬂ:l"“’mn” $1 € Al,...,.’ﬂn € An}

das (kartesische) Produkt von Al’""An' Sind alle Az. gleich A, so schreibt man fiir die

Produktmenge auch kiirzer 4",

In der linearen Algebra spielt die Produktmenge R” eine wichtige Rolle.

4. Abbildungen

Gegeben seien zwei Mengen 4 und B. Eine Abbildung fvon A nach (oder in) B,
Schreibweise: f: A — B, ist eine Zuordnungsvorschrift, die jedem z € 4 genau ein
y € B zuordnet. Man schreibt fiir y auch f(z) und fiir die Zuordnung : z +— f (z).

Kurzschreibweisen:

f:A— B g AL B
z — y=f(2) v oy y

Andere gebriuchliche Namen fiir Abbildung sind Funktion (besonders, wenn B C R



4. Abbildungen

ist), Transformation oder Operator. Die Menge aller Abbildungen von A nach B

bezeichnen wir mit B A.

Bemerkung. Der Begriff der Abbildung ist hier mit Hilfe des zwar anschaulichen,
aber mathematisch nicht definierten Wortes "Zuordnungsvorschrift" umgangs-
sprachlich erkldrt worden; es wurde somit wieder der "naive" Standpunkt eingenom-
men. Prinzipiell 18t sich der Abbildungsbegriff aber auch rein mengentheoretisch er-

kldren:

Da jedem z € A genau ein y € B zugeordnet werden soll, ist die Abbildung fge-
geben durch die Menge {(z,f(z})| € A} ¢ A x B. Umgekehrt wird zu jeder Menge
C € A = Bmit den Eigenschaften

(a) firalle ze 4, y,y€ B gilt: Aus (z,y) e C, (zy) e C folgt y=7,

(b) zu jedem z € A gibt esein y € B mit (z,5) € C,
eine Zuordnungsvorschrift gegeben durch 2 — y, wobei y das nach (a) und (b) ein-
deutig bestimmte Element aus B ist, fiir das (z,y) € C gilt.

Als mathematische Definition konnen wir deshalb wihlen:

Definition. Eine Abbildung f: A —— Bist eine Teilmenge von 4 = B, die (a) und (b)
erfiillt.

Wir bevorzugen im folgenden die anschauliche Vorstellung der Abbildung und

geben der Menge {(z,f(z))| = € A} gleich einen anderen Namen.

Definition. FEs sei f: 4 — B eine Abbildung. Dann heifit A Definitionsbereich,
B Wertebereich, und f(A) := {f(z)| z€ A} Bild von A (unter f).

Fiir z € A heifit f (z) Bild(—punkt) von z und fiir y € f(4) heiBt z (ein) Urbild
von y, wenn f(z) = y gilt.

Fiir Cc Bheifit f™ (C):={z€ A| f(z) € C} das Urbild der Menge C.

Die Menge {(z,f (z))| z € A} heifit Graph von f.

Bemerkungen. (a) Esgilt f(A) C B, aber es muf} nicht Gleichheit gelten. Jedoch ist
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es iiblich, Abbildungen f: A — Bund g: 4 — f(4) als gleich anzusehen, wenn
f(z) = g (z) fiir alle z € A gilt. .
Die Begriffe "Wertebereich", "Bild" oder dhnliche wie "Wertemenge", "Bild-

menge" werden in der Literatur nicht einheitlich benutzt.

(b) Jedes z € A hat ein eindeutiges Bild f(z) € f(4), aber ein y € f(A) kann mehrere
(sogar unendlich viele) Urbilder haben.

Definition. Es sei f: A — B eine Abbildung.

(a) f heifit surjektiv oder Abbildung auf, falls f(A) = B gilt.

(b) f heifit injektiv oder einevjndeutig, wenn aus £,%, € A, ¥, # T, folgt, dal
F(@) £(z,)

(c) f heiBit bijektiv, wenn fsurjektiv und injektiv ist.

Beispiele.
(@) ffR—R ) ffR—R
z— (g—1) gz (z—1) (z+ 1)
ist weder injektiv noch surjektiv. ist surjektiv aber nicht injektiv.
() f:N—Z
2 ; L falls n ungerade
n —

- 5 falls ngerade
ist bijektiv.

Mit Hilfe des Abbildungsbegriffes konnen wir nun die Aufzdhlbarkeit einer un-

endlichen Menge genauer definieren.

Definition. Eine unendliche Menge A heifit abzihlbar, wenn eine bijektive Abbildung

f N — A existiert. Eine nichtabzihlbare unendliche Menge heifit dberabzihlbar.

Beispiel. Die Mengen Z und @ sind abzéhlbar, R ist iiberabzihlbar.
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Eine triviale Moglichkeit, eine Abbildung f: 4 — A zu definieren, ist durch
die Vorschrift £ — z gegeben. Da diese Abbildung ofter auftritt, soll sie einen Na-
men erhalten. Weiterhin wollen wir aus gegebenen Abbildungen neue Abbildungen
konstruieren.

Definitionen. (a) Es sei 4 eine Menge. Die Abbildung id,: A — A heifit Idents-
Tz

tit (auf A) oder identische Abbildung.

(b) Esseien f: A— B eine Abbildung und C C A. Dann heifit f|,: C— B
z — f (z) z— f(z)

Einschrinkung oder Restriktion von f auf C Ist ¢ : C — B eine Abbildung mit

g=fl o 50 heiit f Fortsetzung von g auf A.

(c) Es sei f: A — B ecine bijektive Abbildung. Dann heifit die Abbildung
f'lc B~ A mit f(2) = y Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f

Yz
(d) Es seien f: A— B und g: B— C Abbildungen. Dann heifit die
z +— [ (2) y — g (y)
Abbildung go f: A— C zusammengesetzte Abbildung oder Komposition oder
z +— g (f(2))

auch Verkettung. Sprechweise: "g Kreis f" oder "gnach f".

Bemerkungen. (a) Ist f bijektiv, so auch f ' und es gilt (f _1)_1 =f.

(b) Ist f bijektiv,sogilt f™ o f =id, und fo f™ =idy.

(c) Die Komposition ist nicht kommutativ (siehe (b)} aber assoziativ. Es gilt nédm-
lich ho (go f)=(hog)of

(d) Man beachte folgendes: Ist f: A — B eine Abbildung und ist C'C B, so existiert

das Urbild f _1(0 ) immer, auch wenn die Umkehrabbildung f ! nicht existiert. Exi-
stiert aber f 7, so ist f (C ) gerade das Bild von C unter f -

Beispiele. (a) Fiir die Funktion aus dem obigen Beispiel (c) existiert die Umkehr-

funktion. Es ist
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17— N
2z+1 flirz> 0
Z —3

2z fiirz<0
(b) Fir f: R\ {0} — R\ {0} mit f(z) =1 gilt f " = f.

In den voranstehenden Beispielen haben wir die Umkehrabbildung f ! einfach
angegeben, d.h. wir haben eine Abbildung f: A — Bund eine weitere f T.B—4A
mit f 7 o f =id 4 und fo f T=oid 5 - Reicht das nun aus, oder miissen wir noch

nachweisen, dafl f tiberhaupt bijektiv ist? Die Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 4. FEs seien A, B nichtleere Mengen und f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:

() fist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g: B— A mit go f = id, existiert
(b) fist genou dann surjektiv, wenn eine Abbildung g: B— A mit fo g = idy existiert.
(c) fist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g: B— A mit go f = id, und

fog= idy esistiert.

Beweis. (a) Sei f injektiv, d.h. jedes y € f(A) hat genau ein Urbild z € 4. Wir erkld-
ren die Abbildung ¢: B — A durch folgende Vorschrift

z ,fallsye f(A)und f(z)=y

. —
7 {:co,fallsygf(zé{)

Hierbei ist z € A ein festes Element, das wegen A # @ existiert. Dann gilt
go f(z}=sfiralleze 4,alsogo f=id, .

Umgekehrt sei eine Abbildung g: B — A gegeben mit g o f=id . Seien
5,8, € A mit f (z) = f(z,). Dann gilt 5, = go f(5) = g (f (8)) = ¢ (f (3,)) =
go f(z,) =z, , d.h. fist injektiv.
(b) Sei fsurjektiv. Wir erkldren g: B — A dadurch, daff wir zu jedem y € B ein Ur-

bild ¢ € f ™ ({y}) auswihlen. Damit folgt fiir alle y € B: fo g (y) = f(g () =
f(@)=y.
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Umgekehrt sei g: B — A mit fo g = idy gegeben. Sei y € B. Dann ist
y=fog(y)=7f(g(y), dh ye f(4)und f ist surjektiv.
(c) Ist f bijektiv, so erfiillt g = f 7 die Bedingungen. Existiert umgekehrt eine Ab-
bildung g: B— Amit go f=id, und fo g =idy, soist f nach (a) injektiv und

nach (b) surjektiv, also bijektiv. u

Bemerkung. Bei der Behauptung (b) haben wir g dadurch definiert, dafl wir aus den
Mengen f _1({3;}) , ¥ € B, jeweils ein Element z ausgewihlt haben. Dieses plausible
Vorgehen ist aber nur deswegen moglich, weil wir an dieser Stelle stillschweigend das
sogenannte Auswahlaziom der axiomatischen Mengenlehre verwendet haben.

Uber die Verwendung dieses Axioms und seiner dquivalenten Formen herr-
schen unterschiedliche Auffassungen, zum Teil wegen der manchmal absurd erschei-
nenden Folgerungen daraus. Man versucht daher hiufig, soweit wie mdglich ohne
Auswahlaxiom auszukommen, andererseits ist es aber fiir bestimmte mathematische
Gebiete wie etwa die Funktionalanalysis unerldfilich. Abgesehen von der obigen,
nicht wesentlichen Stelle werden wir das Auswahlaxiom, bzw. eine dazu dquivalente
Aussage, nur noch einmal, beim Beweis des Basiserginzungssatzes fiir unendlich

dimensionale Vektorrdume, explizit verwenden.

5. Relationen

Eine Relation auf einer Menge A ist eine Beziehung, die zwischen den Elemen-
ten von A bestehen kann oder nicht. Es werden hier nur Beziehungen zwischen je
zwei Elementen betrachtet. Man kann allgemeiner auch n-stellige Relationen unter-
suchen und Elemente aus verschiedenen Mengen zulassen; dann fillt z.B. der Abbil-
dungsbegriff darunter.

Da eine Relation auf der Menge A vollstindig durch die Paare (z,y) € A® be-
schrieben wird, die in dieser Relation stehen, ist eine Relgtion R mathematisch
nichts anderes als eine Teilmenge von A% Statt (z,y) € R schreiben wir aber z Ry

und sagen, dafl z in Relation R zu y stehi.
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Beispiele fiir Relationen sind etwa die Kleinerbeziehung, die Kleiner —Gleich ~
Beziehung und die Gleichheitsbeziehung bei reellen Zahlen oder die Teilerbeziehung
bei natiirlichen Zahlen. Besonders wichtig sind zwei spezielle Typen von Relationen,
die Ordnungsrelationen und die Aquivalenzrelationen, die wir im folgenden niher un-
tersuchen wollen. In der Informatik spielen allerdings auch andere Relationen eine

Rolle.
Ordnungsrelationen

Hier versuchen wir die Bezichung < von R auf allgemeinere Mengen zu itber-

tragen, indem wir charakteristische Eigenschaften von < als Axiome. iibernehmen.

Definition. Eine Relation R auf einer Menge A heifit Ordnungsrelation oder Ordnung
(in &lteren Biichern auch partielle Ordnung oder Halbordnung), wenn folgende Gesetze

gelten. Statt z R y schreiben wir z ¢ .

(a) Fiir alle z€ A gilt: z< . (”Reflezivitit”)
(b) Fiir alle z,y € A gilt: Ausz< yund y< zfolgt z=y . (”Antisymmetrie”)
(c) Fiir alle z,y,2¢€ A gilt: Ausz< yund y< zfolgt 2 < 2. (” Transitivitit”)

Ist ¢ Ordnung auf A, so heifit (A,<) geordnete Menge.

Erfiillt eine Ordnung < auflerdem noch die Bedingung
(d) Fiir alle 7,y € A gilt: z< yoder y< z, (”Vergleichbarkeit”)
so heift sie Totalordnung und (4,<) heift dann total geordnete Menge.

Beispiele. (a) Die iibliche Ordnung ¢ auf R ist eine Totalordnung.
(b) Auf R" wird durch

(202 ) < (¥5eny,) &= 5,8y, i=1..1,

eine Ordnung erklért, die keine Totalordnung ist.
(c) Die Inklusion € von Mengen ist eine Ordnung, (2(4),c) ist geordnete Menge.
(d) Ist (A<) eine geordnete Menge und B C 4, so ist (B, <) mit der auf B einge-

schrinkten Ordnung ebenfalls geordnet. Man spricht dann von der induzierten
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Ordnung auf B.
Wie bei den reellen Zahlen kénnen wir auch bei geordneten Mengen von obe-
ren und unteren Schranken, grofiten und kleinsten Elementen sowie von Supremum

und Infimum sprechen.

Definition. Es seien (4,<) eine geordnete Menge und B € A. Ein Element z € A heifit
obere Schranke von B, falls z < 2 fiir alle z € B gilt und untere Schranke von B, falls
z < zfiir alle z € B gilt. Gilt auflerdem z € B, so heif}t z grofites, bzw. kleinstes Element
von B.

z € A heifit Supremum von B oder kleinste obere Schranke von B, falls z obere Schranke
von B ist und fiir jede obere Schranke 2z von B gilt: z< z'. Schreibweise: z = sup B

oder z=sup z.
zeB

z € A heiit Infimum von B oder grifite untere Schranke von B, falls z untere Schranke
von B ist und fiir jede untere Schranke 2’ von B gilt: 2z’ < z. Schreibweise: z = inf B

oder z=inf z.
zelD

Beispiele. (a) In (R,<) besitzt jede nichtleere endliche Teilmenge A € R Supremum
und Infimum. Fiir die abzihlbare Teilmenge N C R existiert zwar inf N = 1 aber
nicht sup N.

(b) In (#(A4),C) besitzt jede nichtleere Teilmenge £ € 2 (A) Infimum und Su-

prernum, namlich

inf £ = mB, sup A = UB.

Be # Be M

Definition. Eine geordnete Menge (4, <), in der je zwei Elemente immer ein Infi-
mum und ein Supremum besitzen, heilt Verband. Besitzt jede nichtleere Teilmenge
B C A Infimum und Supremumn, so heifit der Verband vollstindig.

Beispiele. (R,<)ist ein Verband, (£#(A4),c) ist ein vollstdndiger Verband.

Existiert das Supremum z einer geordneten Menge (4, <), und ist z € 4, so ist
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z das grofite Element von A. Entsprechend ist inf 4, falls es existiert und zu 4 ge-
hort, das kleinste Element von A.

Nicht zu verwechseln mit diesen Begriffen sind die Begriffe maximales bzw..
minimales Element von 4.

Definition. Es sei (4, <) eine geordnete Menge. Dann heiflt y € A mazimales Element,
falls aus y € z, z € 4, stets y = z folgt.
y € A heiflt minimales Element, falls aus < y, 1€ 4, stets y = g folgt.

In einer totalgeordneten Menge (4, <) ist jedes maximale Element auch
grofites Element und umgekehrt ist ein groftes Element auch maximal. Ent-
sprechendes gilt fiir minimale Elemente.

Die folgende Aussage ist ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines
maximalen Elementes in einer geordneten Menge (4, <). Sie ist zurn Auswahlaxiom
dquivalent und heiflt Zornsches Lemma. Fiir einen Beweis mit Hilfe des Auswahl-

axioms verweisen wir auf das schon zitierte Buch von Halmos.

Zornsches Lemma. FEs sei (A,£) eine geordnete Menge und jede Menge B C A, die
beziiglich der induzierten Ordnung totalgeordnet ist, besitze eine obere Schranke z € A.

Dann gibt es in A ein mazimales Element.

Aquivalenzrelationen

Eine wichtige Konstruktion in der Mathematik ist das Zusammenfassen von
vergleichbaren (iquivalenten) Objekten, d.h. die Einteilung der Elemente einer
Menge in Klassen. Jede Klasseneinteilung entspricht aber einer Relation auf dieser

Menge, allerdings von einer anderen Art als die Ordnungsrelationen.

Definition. FEine Relation R auf einer Menge A heifit Aquivelenzrelation, wenn die
folgenden Gesetze gelten. Statt 2 R y schreiben wir z~ y.

(a) Fiir alle ze A gilt: zn~vz. (”Reflexivitit”™)
(b) Fiir alle z,y € Agilt: Ausz~ yfolgt yn~ z. ("Symmetrie”)
(c) Fiir alle 7,5,z € A gilt: Ausz~ yund y~ zfolgt z~ 2. (” Transitivitit”)
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Ist ~ Aquivalenzrelation auf A und z € 4, so sei

[2], := {ye 4]z~ g}

[z] , heiBt die Aquivalenzklasse von z, und z heifit Reprisentant der Aquivalenzklasse.
Die Menge aller Aquivalenzklassen von Elementen z € A wird mit A/N bezeichnet

und Quotienten— oder Faktormenge genannt.

Satz 5 und Definition. Sei ~ Aquivalenzrelation auf der Menge A. Dann gilt :
(a) [z] , # @ firalleze 4,

(b) [], # [, = [a] N[y, =9,

© JId, =4

IeAd

Man sagt, daB das System 4 = A/N der Aquivalenzklassen eine Partition
oder Klasseneinteilung von A bildet.

Ist umgekehrt # C £ (A) eine Partition von 4, d.h. ein System nichtleerer,
paarweise disjunkter Mengen, deren Vereinigung 4 ist, so gibt es eine Aquivalenz-
relation ~ auf 4 mit 4 = A/N
Beweis. (a) Wegenz~z ist z€ [z] , also [z] #@.

(b) Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen dazn an, daf [z] , # [¥],
und [z] N [y]  # @ gilt. Dann existiert ein z € [z] , 0 [y] . Daraus folgt z ~ z und
zw~ g, also wegen der Eigenschaften (b),(c) einer Aquivalenzrelation auch z ~ y. Seien
nun ¢' € [z] , y'€ [y]N Ausz'~vz,zw~ ylolgt 2'~y, dh. 3 € [¢]  und aus y'~ y,
y ~ z folgt analog ¥' € [z;]N , also [z] L= [y]m . Dies ist ein Widerspruch. Es gilt daher
[2],n[4], = &

(c) ist trivial wegen z € [z] .

Nun beweisen wir die Umkehrung. Da # eine Partition von A ist, liegt jedes
Element z € 4 in genau einem B_ e . Dadurch wird eine Abbildung f: 4 — A

mit f(z) = B_ definiert. Wir setzen nun z~y = f(z) = f(y). Dann folgt sofort,
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dafl ~ eine Aquivalenzrelation ist mit B =[g]. .

Bei dem Beweis von Satz 5 haben wir gleich auch die wichtigste Methode zur
Entstehung von Aquivalenzrelationen kennengelernt, die Faktorisierung nach einer

Abbildung.
Satz 6. Es sei f: A — B eine Abbildung. Dann wird durch z~y = [f(z) = f(y)
eine Aquivalenzrelation auf A erklirt.

Beweis. Einfache Ubungsaufgabe. =

Schreibweise: Statt A/N schreibt man hier A/ f

Bemerkung. Auf triviale Weise wird jede Aquivalenzrelation ~ durch eine Abbil-

dung erzeugt. Sei ndmlich

yp—
z +— [ 1] .
die sogenannte kanonische Abbildung. Diese ist surjektiv und es gilt 4 [ = A/ e

Nun konnen wir einen Satz beweisen, der den Ausgangspunkt einer Reihe spé-
ter oft benutzter Sitze bildet. Dabei erklirt sich auch der Ausdruck Fakforisieren
bzw. Foktormenge, da Abbildungen in "Faktoren" zerlegt werden (beziiglich der

Komposition als "Multiplikation™).

Satz 7 (Grundform des Homomorphie—Satzes). Es seien f: A — B eine Abbildung
und k: A — A/ f die kanonische Abbildung. Dann existiert eine injektive Abbildung

f: A/ F B mit f= fo k. Ist f surjektiv, so ist f bijektiv.

Beweis. Wir definieren f durch ;’([m]N) = f(z) fiir alle z € A. Diese Definition ist
unabhiingig von der speziellen Wahl des Reprisentanten z € [z] , denn aus
[2] = [4], folgt z~ y und somit nach Definition von ~ auch f (z) = f(y). Offen-
sichtlich ist f= fo k. Schliefllich folgt aus f (z) = f(y) noch z~ yund [2] = [4],

also ist }" injektiv. Ist f surjektiv, soist .a\.uch:fr surjektiv, also insgesamt bijektiv. =
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Kapitel 1 Grundbegriffe der Algebra

§ 1 Lineare Gleichungssysteme

Wie wir schon in der Einleitung gesagt haben, stand das Losen von (linearen)
Gleichungen bzw. Systemen von Gleichungen nicht nur am Anfang der historischen
Entwicklung der linearen Algeba, sondern es stellt auch gegenwirtig eines der wich-
tigsten Anwendungsgebiete fiir diese mathematische Theorie dar. Wir wollen des-
halb mit der Betrachtung linearer Gleichungssysteme beginnen und damit die nach-
folgenden theoretischen Uberlegungen motivieren. Wir betrachten zunichst ein Bei-
spiel.

Beispiel. Ein Betrieb produziere n Nahrungsmittel N,,..,N , wozu m Rohstoffe

R,...,R_  bendtigt werden. Zur Herstellung einer Einheit des Nahrungsmittels Nj

e
werden dabei e Einheiten des Rohstoffs R, gebraucht, i=1,...,m, j=1,.,n
Gesucht ist ein optimaler Produktionsplan, d.h. ein Plan, wieviele Einheiten ;
von NJ. produziert werden sollen, wenn insgesamt &, Einheiten von E, vorhanden sind
und wenn moglichst keine Rohstoffe iibrig bleiben sollen. Dies ist natiirlich nur eine,
auf unsere weiteren Uberlegungen zugeschnittene Fragestellung; off wird man in
Kauf nehmen, da# Rohstoffe iibrig bleiben, und dafiir lieber die Produktionskosten

minimieren oder den Gewinn maximieren.

Werden jeweils z,...,z, Einheiten produziert, so bendtigt man insgesamt

a'il wl oot G‘in mn

Einheiten des Rohstoffs R, . Ein Produktionsplan (z,,...,z_) € R” der im obigen Sinne

optimal ist, muf} also das folgende System von Gleichungen erfiillen:

(*)

29
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Hierbei ist G € R und b, € R. (*) ist die allgemeine Form eines linearen Gleichungs-
systems (Kurzschreibweise: LGS) und &,-,8, sind die Unbekannten des LGS. Jedes
n-Tupel (z,,...,z ) € R", das (*) erfiillt, heifit Losung des linearen Gleichungssystems.
Alle Ldsungen von (*) bilden die Lisungsmenge.

Wegen 6 €R, b €R, z;€ R sprechen wir auch von einem reellen LGS oder ei-
nern LGS {iber R. In unserem Beispiel war sogar a,; 20,52 0, und nur Losungen mit
z; > 0 waren von Interesse. Wir wollen aber solche Vorzeichenbedingungen jetzt

aufler acht lassen, um die Theorie nicht zu speziell zu machen.

Welche Moglichkeiten ergeben sich fiir die Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems? Offensichtlich spielt der Fall (b,,..,b ) = (0,...,0) eine besondere
Rolle, da hier die triviale Losung (z,,..,z,) = (0,..,0) exstiert. Ist (b,...b ) =
(0,...,0) , so heifit das lineare Gleichungssystem (*) homogen, anderntalls inhomogen .

Wir geben nun einige Beispiele fiir des Losungsverhalten linearer Gleichungs—

systeme.

Beispiele. (a) Das reelle LGS

(1) Z o+ T+ z,=3
(2) z —T,+23,=2
(3) 2z +3z,=1

ist unldsbar, denn durch Addition der ersten beiden Gleichungen erhalten wir mit

2z, + 3 z, = 5 einen Widerspruch zur 3. Gleichung.

(b) Wir betrachten das reelle LGS

(1) T+ T+ =3
(2) T, —T,+28,=2
(3) Ty + 7,=2

Aus (1), (3) folgt 2, =1. Aus (1) + (2) erhalten wir 2+ 3 2, =5, also z, = 1. Aus (3)

folgt schliefllich z, = 1. Also kann hdchstens (1,1,1) Losung sein. Dafl dieses Tripel

auch Losung ist, folgt sofort durch Einsetzen. Hier liegt also eine eindeutige Losung
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VOr.

(c) Als drittes Beispiel sei das reelle LGS

(1) z, +z,+ =3
(2) T, — 2, +22,=2
(3) 2z +3z,=5

gegeben. Wegen (1) + (2) = (3) kann die Gleichung (3) weggelassen werden. Aus
(1) und (2) folgen 2z =5-3 g, 27, =1+ g, Alsoist jedes Tripel

eine Losung.

Fiir ein reelles LGS gibt es somit folgende Moglichkeiten: Es ist unldshar, oder
es ist 16sbar und besitzt genau eine Losung, oder es ist losbar und hat unendlich viele

Ldsungen.

Ein homogenes LGS ist immer losbar; hier interessiert man sich dafiir, ob

nichttriviale Lésungen existieren.

Bei der Betrachtung eines allgemeinen linearen Gleichungssystems (*) ergeben

sich nun die folgenden Fragen:

Ist es moglich, einem linearen Gleichungssystem die Ldsbarkeit anzusehen?
Dazu kann man zunichst eine iibersichtliche Schreibweise fiir (*) einfiihren, etwa

durch Einklammern zusammengehoriger Ausdriicke:

G177 S [ | B ?1 :
a s g T b
mn n m

ml

Fiir eine weitere Behandlung miissen dann Rechenoperationen und Rechenregeln fiir

solche Klammern (Matrizen) gefunden werden.

Welche Struktur hat die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems? Im

homogenen Fall sind beispielsweise mit (z,,...,z,) und (¥:--¥,) auch die n—Tupel
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(2, + ¥, + y,) sowie (a z,..,a 2 ), a € R, Losungen. Hier werden Rechenregeln

fiir n—Tupel bendtigt.

Es erweist sich nun als vorteilhaft, von der konkreten Situation des LGS (*)
abzusehen und Mengen mit Rechenoperationen (Verkniipfungen) zunichst in allge-
meinerermn Rahmen zu untersuchen. Dabei wird man auch die Menge R. der reellen
Zahlen durch eine allgemeinere Menge mit entsprechenden Rechengesetzeﬁ (Korper)
ersetzen. Dieses Vorgehen, das typisch ist fiir die Mathematik, erlaubt es, allgemeine
Prinzipien und Gesetze zu erkennen, die sich im Spezialfall dann auf die Ausgangs-
fragestellung (hier: die Behandlung des LGS (*)) anwenden lassen. Der abstrakte
Standpunkt der Algebra ist aber auch von den Anwendungen her gerechtfertigt; in
der Physik (Schwingungen und Wellen) treten hiufig Probleme auf, denen der Zahl-
kirper der komplexen Zahlen zugrundeliegt, in der Informatik (Codierungstheorie)

arbeitet man oft mit endlichen Kérpern.

Wir werden im folgenden also Mengen behandeln, auf denen eine oder
mehrere Verkniipfungen gegeben sind. Man nennt solche Mengen auch algebraische
Strukturen. Die wichtigsten algebraischen Strukturen mit einer Verkniipfung sind die
Gruppen, sie werden in § 2 untersucht. In § 3 betrachten wir dann algebraische
Strukturen mit zwei Verkniipfungen, ndmlich Kérper und Ringe. Eine umfassende
Behandlung all dieser Strukturen ist Aufgabe der Algebra. Hier, im Rahmen der
linearen Algebra, miissen wir uns im wesentlichen auf die Definitionen und einige fiir

das spatere Verstandnis wichtige Eigenschaften beschrinken.



1.2 Gruppen 33

§2 Gruppen

Gruppen spielen nicht nur in der Mathematik selbst eine bedeutende Rolle,
sondern auch in der Informatik sowie in vielen Naturwissenschaften wie etwa Physik,
Chemie, Biologie oder Kristallographie. Dort werden insbesondere die Symmetrie-
gruppen von Kristallen untersucht.

Wir prézisieren zunichst den Begriff Verkniipfung. Darunter verstehen wir
eine Vorschrift, mit deren Hilfe wir aus je zwei Elementen einer Menge A ein wei-

teres Element dieser Menge erhalten, also mathematisch ausgedriickt:
Eine (innere) Verknipfung auf der Menge A ist eine Abbildung f: A x A — A.

Wir schreiben die Verkniipfungen {iblicherweise nicht als Abbildungen f, , f, ,
f3 ,-.. sondern verwenden Symbole wie + , - , o usw. Statt f(z,y) heiBt es dann

r+ gy z-y und zoy.

Beispiele. (a) Addition und Multiplikation auf N, Z, Q, R.

(b) Komposition von Abbildungen g : B — B einer Menge B in sich,
go h: B— B,

(¢) Auf der Potenzmenge #(B) einer Menge Bsind U,N,\, A Verkniipfungen.

Die meisten dieser Verkniipfungen haben die Eigenschaft assoziativ zu sein,

einige sind auch kommutativ. Genauer bedeutet dies:
Eine Verkniipfung o auf einer Menge 4 heiflt assoziativ, falls fiir alle z, y, z¢ 4
(zoy)oz=xo0 (yoz) (”Assoziativgesetz”)

gilt, und sie heiflt kommutativ, falls fiir alle z, y € 4 gilt:

TOY=4yoIL. ("Kommutativgesetz”)
Als erste einfache algebraische Strukturen betrachten wir nun Halbgruppen.
Definition. Es seien A eine nichtleere Menge und o eine Verkniipfung auf A. Ist

diese assoziativ, so heifit (A4,0) eine Halbgruppe. Ist die Verkniipfung auBerdem kom-

mutativ, so sprechen wir von einer kommutativen Halbgruppe.



34 Kapitel 1 Grundbegriffe der Algebra

In einer Halbgruppe sind Klammern entbehrlich, wir schreiben deshalb z.B.
statt (z o y) o 2 einfacher zo yo z. AuBerdem 158t sich jedes Element z beliebig oft
mit sich selbst verkniipfen. Wir verwenden hierfiir die abkiirzende Potenzschreib-
weilse

T :=gogo++0z , ke

k mvmal

In vielen Halbgruppen (A4,0) gibt es ein FElement, das vor allen anderen
Elementen dadurch ausgezeichnet ist, daB es sich beziiglich der Verkniipfung o

neutral verhilt.

Definition. ¢ € A heifit neutrales Element oder Neutralelement der Halbgruppe (4,0),

falls fiir alle € Agilt: zoe=¢coz=2z

In einer Halbgruppe gibt es hochstens ein neutrales Element: Ist nimlich e’
ebenfalls ein neutrales Element von (4,0}, so gilt nach Definition eoe'=e'0oe=e
und e'oe=coe'=¢ alsoe= el

In Halbgruppen, in denen ein neutrales Element existiert, kénnen wir auch

vom Invertieren eines Elementes reden.

Definition. Es sei (A4,0) eine Halbgruppe mit Neutralelement e. z € A heifit
invertierbar, genau dann wenn ein £ = € A existiert mit zo z ' =2 o z = e

-1, . .
Z = heifit dann inverses Element oder Inverseszu z .

In einer Halbgruppe (A4,c) mit Neutralelement e gibt es zu jedem z € 4
hochstens ein inverses Element: Ist nimlich z' ebenfalls ein inverses Element von z,
so gilt nach Definition zoz' = g'oz=eundzoz ' =g oz=c¢ Alsoist oz ' =
go z' und somit £ o (g0 £ ) =2 o (zo ). Mit der Assoziativitit folgt e o z =
eo z' also =g
Beispiel. Ist A # @, so sind (£(A4),U) und (£(4),n) kommutative Halbgruppen mit

Neutralelement (@ im ersten Fall, A im zweiten), aber es gibt im allgemeinen keine

Inversen. Dagegen ist {#(A4),A) eine kommutative Halbgruppe mit dem neutralen
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Element @, in der zu jedem Be€ 2(4) ein inverses Element existiert, nimlich B

" selbst.

Besonders wichtige Beispiele von Halbgruppen sind die Gruppen, mit denen

wir uns im folgenden eingehender beschiftigen wollen.

Definition. Es seien A eine Menge und o eine Verkniipfung auf A. (A,0) heit Grup-
pe, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(a) (4,0) ist eine Halbgruppe.
(b) (A,0) besitzt ein neutrales Element e.
(c) Zu jedem z € A gibt es ein inverses Element.
Die Gruppe (4,0) heifit kommutativ oder abelsch (nach Nils Henrik Abel, 1802 —

1829), wenn die Halbgruppe (4,0) kommutativ ist.

Beim Rechnen in einer Gruppe (4,¢) schreibt man statt z o y oft zy. In abel-
schen Gruppen wird als Verkniipfungssymbol meist + gewihlt. Statt e schreibt man
dann 0, statt 2 auch —z und statt z + (~y) kurz z —v.

Ist klar, welche Verkniipfung gemeint ist, so redet man oft von der Gruppe 4.

Bemerkung. Die Gruppenaxiome (b) und (c) kénnen durch schwichere Axiome

ersetzt werden:

(b') (A4,0) besitzt ein rechtsneutrales Element e, d.h. es gibt ein Element ¢ € 4, so
dafl fiir alle z¢ A gilt: zoe=1z

(c'} Zu jedem z € A gibt es ein rechtsinverses Element, d.h. es gibt ein z* € 4 mit

-1
rorx =e¢.

Um den Umgang mit den Gruppenaxiomen einzutiben, beweisen wir das fol-

gende Gruppenkriterium.

Satz 1. Eline Halbgruppe (A,0) ist genau dann eine Gruppe, wenn es zu jedem z € A und
2u jedem y € A Elementez, Ze¢ A gibt mit zoz=y und Zoz=y.

Ist dies der Fall, so sind z und Z eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei zunidchst (A4,0) eine Gruppe. Setzen wir z := o ¥ so gilt zo 2=
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zo (3:_1 oy)=(zo0 :1:_1) oy=eoy=y Entsprechendist Z:= yo z " eine Losung der
Gleichung Zo z= .

Ist (A,0) eine Halbgruppe, so folgern wir umgekehrt zunichst aus der Losbarkeit der
obigen Gleichungen die Existenz eines Neutralelementes in (4,0): Wegen A # @ gibt
es ein z, € A. Nach Voraussetzung existieren dann in A Elemente e und e' mit
zy0 ¢= g und ¢' o g =z, . Sei nun z € A beliebig. Dann gibt es wiederum nach
Voraussetzung Elemente 7,z € 4 mit T, 0Z=10 und Zo z, =2z Daraus folgt

3'°$=3'°($0°Z)=(3'°$0)°Z=$002=w,

T0 e=(§omo)oe=20 (wooe)=§0:l:0=$,

also speziell ¢ = e’ 0 e = ¢'. Damit ist ¢ Neutralelernent von (4,0).

Nachweis von Axiom (c): Sei 2 € A beliebig. Zu z und ¢ existieren z€ A und Z€ 4 mit
zoz=¢ und Zorz=¢ Wegenz=ceoz=Z0z0z=720 ¢ =2 ist zinverses Element
von g. Damit sind alle Gruppenaxiome nachgewiesen, also ist (4,0) eine Gruppe.
Eindeutigkeit: Aus 0 2= yund zo 2/ = y folgt z 0 2= z o 2/ und daraus £rozoz

-1 - —_ - .
=g  ozo 2 also z= 7. Die Eindeutigkeit von Z wird analog bewiesen. |

Beispiele.  (a) (IN,+) und (No,+) sind kommutative Halbgruppen, aber keine
Gruppen. In N gibt es kein neutrales Element. In No gibt es zwar ein neutrales
Element, nimlich die 0, aber zu keinem n# 0 ein inverses Element. Dagegen sind
(Z,+), (Q,+), (R,+) abelsche Gruppen mit dem neutralen Element 0.

(b) (Z,), (®,-), (R,-) sind kommutative Halbgruppen mit Neutralelement 1, aber
keine Gruppen. In (Z,-) gibt es zu keinem z ¢ + 1 ein inverses Element, in (Q,-) und
(R,+) hat 0 kein Inverses. Aber (Q \ {0},-) und (R \ {0},-) sind abelsche Gruppen
mit Neutralelement 1.

(c) Die Produktmengen R", Q", Z", n € N, sind abelsche Gruppen, wenn die Addi-

tion + komponentenweise erklart wird:
(z2,) + (Yyo-9,) = (2 + Yppoy®y + y,)-

Dann ist ¢ = (0,...,0) und (:cl,...,rcn)_l = (—~:nl,...,-a:n).
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(d) Ist 4 endlich, A = {a,,.-,8 }, so wird eine Verkniipfung o oft durch eine Tabelle

angegeben. Wir sprechen dann von einer Verknipfungstafel :

o
|g’l 0'2 a'n
a, | * ¥
a, | * * *
a * * *

Anhand dieser Tabelle 1at sich direkt nachpriifen, ob die Gruppenaxiome erfiillt
sind. Ist dies der Fall, so spricht man von einer Gruppentafel . Wegen Satz 1 darf
dann in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element von A nur einmal auftreten.

Beispiel. A = {0,1} mit der Verkniipfungstafel

ist eine Gruppe.

(e) Es sei B eine nichtleere Menge. Die Menge BB aller Abbildungen f: B—— Bist
mit der Komposition o als Verkniipfung eine Halbgruppe mit neutralem Element,
namlich der identischen Abbildung, aber im allgemeinen keine Gruppe. Fiir [ B| > 2
hat die "konstante" Abbildung

f:B— B

T—

, & € Bfest,
0 0

kein Inverses. Ist dagegen f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f 1 von [ das in-

verse Flement zu f. Also ist

Sg={f| f: B— B bijektiv}
eine Gruppe, die im allgemeinen nicht abelsch ist. Sie heilt die symmetrische Gruppe
von B,

Das letzte Beispiel wollen wir uns noch etwas genauer ansehen, und zwar fiir

endliche Mengen B. Wir beschridnken uns auf B = {1,...,m} und schreiben fiir die
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symmetrische Gruppe § p kurz S . Die Elemente von S, heiflen Permutationen und
werden im folgenden meistens mit dem griechischen Buchstaben 7 bezeichnet.
Es ist {iblich, Permutationen in Gestalt einer "Wertetabelle" anzugeben. Wir

schreiben deshalb eine Permutation 7in der Form

Der Name Permutation (= Vertauschung) riihrt daher, daf bei einer bijektiven Ab-

bildung f: {1,...,m} — {1,...,m} die Elemente 1,...,m umgeordnet werden.

Satz 2. Fiir die Anzahl der Elemente der Permutationsgruppe S, gt |S | =m! (mi

m!:=1:2.3---m).

Beweis. Wir zeigen sogar etwas mehr: Es seien 4 = {al,...,am} , B={b,...,b_} zwei
Mengen mit m Elementen. Dann gilt: [{f| f: A — B bijektiv}]| = m .

Diese Behauptung wird durch vollstindige Induktion iiber m € N bewiesen:
Induktionsanfang: m = 1: A = {e,}, B = {b,}. Hier gibt es genau eine bijektive Abbil-
dung f: A — B, nimlich e, b
Induktionsannahme: Die Behauptung sei richtig fiir m-1.

Induktionsschlufl von m—1 auf m : Wir betrachten alle bijektiven Abbildungen
f+ A— B. Es gibt m Mdglichkeiten fiir f (a_). Fiir ein festes b, € B gibt es nach
Induktionsannahme (m—1)! bijektive Abbildungen von {a,,...,e_ _ } auf B \{}, also
(m—1)! bijektive Abbildungen f: A— B mit f(a_) = b,. Somit gibt es insgesamt

(m—1)!-m = m! bijektive Abbildungen von A4 auf B. n
Beispiel. Die Gruppe S, hat 31 = 6 Elemente:

m= H g :33,]
T ist die identische Abbildung id. Wir vertauschen nun die Elemente 1,2,3 zyklisch

und erhalten
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Die restlichen drei Permutationen lassen jeweils ein Element fest:

Man erhilt die folgende Gruppentafel fiir Sy

C | M My Ty My Ty T
Tl T My Ty Ty Ty T
To | T T3 Ty Mg Ty T
g | T3 T Ty Ty Ty Ty
Mo | Ty M5 T Ty Ty T
T | Mg Mg Ty T3 T Ty
g | Mg Ty Ty Ty Ty Ty

Esist m, o m, = 7, aber 7, o 7, = 7, also ist die Gruppe 5, nicht abelsch.

Die Permutationen w,, #, 7. sind von besonders einfacher Art. Sie heiflen
Transpositionen und man sieht, daB sich alle anderen Permutationen aus 5, durch
Verkettung dieser Transpositionen darstellen lassen.

i = = = o .
So ist z.B. My =M, 0 W, , T, =T, 0 und Ty =T, 0T,

Allgemein nennen wir jede Permutation von {1,...,m}, welche zwei Elemente
4,j mit 7 < 7 vertauscht und die restlichen festlaflt, eine Transposition.
Schreibweise:

12eei=l idtleer 1 j Lo m

A5 = - L
12---¢-1 541 ~14%H1---m

Bemerkung. Es gilt A6 o ) - id, d.h. Transpositionen sind selbst—invers.

Satz 3. Jede Permutation 7 € S (m 2 2) liBt sich als Verkettung endlich vieler Trans-
positionen darstellen.
Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach m. Fir m = 2
gilt:
. 12 12
S, = {77} mit 7, = [1 2]und';r2= [2 1].
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T, = 712) ist eine Transposition und =, hat die Darstellung 7, = 7, o 7, .

SchluB von m—1 auf m: Sei 7€ §_. Ist n(m) = m, so ist

1 -eve m—1
=) r(m-1) | € Sm-1
Nach Induktionsannahme existieren Transpositionen 7,,.,7, € S mit

T=7 o++.07, . Jede Transposition 7, € §__ geht aber in eine Transposition 7, € §
1 k j m~1 ] ™m

iiber, wenn wir

'%'"j(z') firi=1,.,m-1

TJ.( i) = l

setzen. Damit erhalten wir 7= T 0rt0 T,
Ist 7(m) = n ¢ m, so ist Amm

m firi=m

o 7= 7' eine Permutation aus 5_, die m fest-
1aBt. Wegen 7 = Amm) o folgt mit dem zuvor bewiesenen Teil auch in diesem Fall

die Behauptung. u
Beispiel. Fiir

€5

123456
T = A

532641
gilt
ro= A 46) ) (23) ) (18)

Bemerkung und Definition. Die Darstellung 7 = 7, o---0 7, ist nicht eindeutig, so

1
gilt etwa in dem vorangehenden Beispiel auch

o= A8 (48) (19 | (23)

Wir werden aber spéter (S. 164) sehen, dafl bei verschiedenen solchen Darstellungen
die Anzahl der auftretenden Transpositionen entweder immer gerade oder immer un-

gerade ist.

Man nennt deshalb eine Permutation 7 gerade, wenn es eine Darstellung mit

einer geraden Anzahl von Transpositionen gibt, andernfalls heifit 7 ungerade.

Die Verkettung gerader Permutationen ergibt wieder eine gerade Permu-
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tation. Da das inverse Element einer Transposition A% wieder eine Transposition ist
(ndmlich ) selbst), ist auch die inverse Permutation einer geraden Permutation

wieder gerade. Das fithrt uns auf den Begriff der Untergruppe.

Definition. Es seien (4,0) eine Gruppe und B C A. Genau dann heifit B eine Unter-
gruppe von A, falls die auf B x B eingeschrinkte Abbildung o eine Verkniipfung ist

und (B,o) eine Gruppe.

Ist B eine Untergruppe von 4, so sind die Neutralelemente ep von Bund e,

von A gleich. Es gilt ndmlich e, =e,0e,=¢, o eg » Woraus nach Satz 1 ep=e,

B B B A
folgt. Damit ist notwendigerweise fiir jedes z € B das inverse Element beziiglich o in
B gleich dem Inversen beziiglich o in A.

Diese Eigenschaften geniigen nun auch, um nachzuweisen, daf} eine Teilmenge

B C A eine Untergruppe von 4 ist.

Satz 4. Es seien (A,0) eine Gruppe und B C A. Dann ist B genau dann Untergruppe von
A, wenn B das Neutralelement von A enthilt und mit z und y stets auch £ und g o A

B gehiren.

Beweis. Wir miissen nur noch die eine Richtung der Behauptung zeigen. Die Abbil-
dung o : (z,y) » z o y, eingeschrinkt auf B x B, bildet nach Voraussetzung B x Bin B
ab, ist also eine Verkniipfung auf B. Sie ist in B assoziativ, weil sie schon in 4
assoziativ ist. Also ist (B,o) eine Halbgruppe und wegen der iibrigen Voraussetzungen

sogar eine Gruppe. Somit ist B Untergruppe von A. ]

Bemerkung. Das Untergruppenkriterium wird oft auch in der folgenden, leicht ab-

gewandelten Fassung benutzt, die jedoch zu Satz 4 dquivalent ist:

Es seien (A,0) eine Gruppe und B C A. Dann ist B genau dann Untergruppe von

A, wenn B # @ ist und mit ¢ und y stets auch z o y_l 2u B gehort.

Beweis. Wegen B # @ gibt es zunichst ein T, € B. Also folgt e = z, © a:(‘;l € B. Mit
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jedem z € Bist dann auch z" = e o z ' ¢ B. Somit folgt aus z, y € B auch z, y_l €B
und damit nach Voraussetzung 7o y = zo (y)" ¢ B. Nach Satz 4 ist dann B eine

Untergruppe von A. Die umgekehrte Richtung ist offensichtlich. u

Beispiel. Die geraden Permutationen aus der Gruppe S, bilden eine Untergruppe

von 5, die ungeraden dagegen nicht.

Wie immer im folgenden, wenn wir Mengen mit Strukturen betrachten, sind
auch die Abbildungen von Interesse, die die Struktur erhalten. Sie heiflen Homomor-

phismen.

Definition. Es seien (4,0) und (A',+) Gruppen und f: 4 — A’ eine Abbildung. f
heifit (Gruppen—) Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € A gilt: f(z o y) = f(z) * f(y).
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus. Gibt es einen Isomorphismus
f: A —— A, so heiflen die Gruppen (4,0) und (A4'*) isomorph, und wir schreiben
dann (4,0) = (A'%). Ist auferdem A = A' und o = %, so heift f Automorphismus
von A.

Bemerkung. Jede Gruppe A ist isomorph zu einer geeigneten Untergruppe von § R

Bemerkungen. (a) Ein Gruppenhomomorphismus f: 4 — A’ besitzt folgende ein-
fache Eigenschaften:

f(e) =¢', e'neutrales Element von A'.
-1 -1

(fe) " =f(=7), ze 4
(b) Zu jedem Homomorphismus f: A — A' gehdren in natiirlicher Weise zwei
Untergruppen:

f(4) = {f(z)| z € A} ist Untergruppe von A4’'.

Kern f:= {2z ¢ A| f(z) = ¢'} ist Untergruppe von A.
(c) Der Homomorphismus f ist genau dann surjektiv, wenn f (4) = A’ und genau
dann injektiv, wenn Kern f = {e}.

Wir beweisen nur den zweiten Teil von (b) und (c) und tiberlassen die rest-

lichen Behauptungen als Ubungsaufgaben:
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(b) Esist Kern f# &, da ¢ € Kern f. Aus «,y € Kern f folgt f(z o y'l) = f(z) * f(y_l)
=e'x (f(y)" = F@) =e"=¢,dh zo ™" € Kern f. n
(c) Essei f injektiv. Aus z € Kern f folgt f(z) = ¢'. Da auch f(e) = ¢ gilt, erhalten
wir f(z) = f(e) und daraus z = e.

Ist umgekehrt Kern f = {e}, so folgt aus f(z) = f(y) zunachst f(z) * f (y)_1 =

¢’ und daraus f(zo y ) = ¢'. Also gilt z o y " €Kern f,z0y - = eund somit z=y. m

Die Untergruppe Kern f hat nun eine wichtige Eigenschaft. Es gilt nimlich
fiir alle z € A und alle y € Kern f

(*) zoyoz eKem f,

denn esist f(zo yo a:_l) = f(z) * &' x f(g;)‘l = e
Also ist Kern f invariant unter allen Abbildungen der Form

A— A
waoyom—l , T€ A

Diese Abbildungen sind, wie man leicht nachpriift, Automorphismen von A. Sie
heiflen innere Automorphismen von A. Die Eigenschaft (*) bedeutet somit, dafl jeder
innere Automorphismus von A die Untergruppe Kern f in sich abbildet, also invari-

ant 1aBt. Wir nennen dies die Normalteilereigenschaft von Kern f.
Allgemein definieren wir:

Definition. FEine Untergruppe B einer Gruppe (4,0) heifit Normalteiler von A, wenn

fiir alle z € A und alle y € Bstets zo yo B gilt.

Beispiele. (a) A und {e} sind triviale Normalteiler von A.
{b) Der Kern eines Homomorphismus ist Normalteiler.

(c) Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist Normalteiler.

Satz 5. Es seien (4,0) eine Gruppe und B eine Untergruppe von A. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) B ist Normalteiler.
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(b) Firalleze A gilt zo Bog" = B.
(c) Firalleze A gilt zo B= Bo g
(d) Fir alle z,3' € A und alle y,y' ¢ A gilt: Aus ' o 5 € B und yoyleB folgt stets
oy oytozlen

Hierbei ist zo Bo 7 := {zobog be B}, zoB:={zob| be B} und
Boz:={boz| be B}

Beweis. (a) = (b): Wegen der Normalteilereigenschaft von B gilt offensichtlich
zo Bogz ' CB.Seimm y€ B.Dannist 270 o yo (9:_1)'1 € B und somit

y=2o (s oyo z)oz’ € zoBouy,

also B C zoBog

(b) = (c): trivial

(c) = (a): trivial

(a) = (d): Mit ¢’ o " ¢ B ist wegen der Normalteilereigenschaft von B auch
rozi=g"0 (z'o m_l) o z' € B. Damit folgt aus z' o z ' ¢ B und y' oy € Bauch

-1 - . .
T oz'oy oy Le B, woraus sich wieder wegen der Voraussetzung, da8 B Normal-

teiler ist, die Behauptung
z'oy'o y_'lo:p-1=:co(a:_low’uy‘oy_l)o:ﬂ_leB
ergibt.
(d)= (a): Ausze€ 4, ye B folgt fiir z' = zund ¢’ = yo y zunsichst
oz =¢e B und Yoy =ye B
Damit sind die Voraussetzungen von (d) erfiillt, wir erhalten z' o y' o y'l oz € B,

dh.zoyoz '€ B. u

Jede Untergruppe B einer Gruppe (4,0) definiert auf dieser eine Aquivalenzre-
lation:

Ivy = goy €B, z,y € A

Zum Nachweis priffen wir die drei definierenden Eigenschaften einer Aquiva-
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lenzrelation nach.

Reflexivitit: Firallez¢ Agilt snv g, dagos = ec B,

Symmetrie: Fiir alle 7,y € 4 folgt aus z ~ y stets Yy~ g, damit zo y_l € Bauch yo gt
= (zoy )" € Bgilt. |

Transitivitit: Fiir alle z,y,2 € 4 folgt aus £~ y, y ~ zstets z ~ 2, da mit z o y_l € B,

yoz '€ Bauchzo Zi=(zoy o (yo z) e Bgilt. u

Fiir die Faktormenge A/N schreiben wir, um den Zusammenhang von ~ mit
B zu betonen, auch A/ B

Wir versuchen nun, diese Menge durch Deﬁm'fion einer geeigneten Ver-
kniipfung - , die mit der Verkniipfung o von A zusammenhingen soll, zu einer Grup-

pe zu machen. Naheliegend ist der Ansatz
(€, - [, =[zo9], , syecd

Dies ist aber nur dann eine sinnvolle Definition, wenn sie reprasentantenunabhingig
ist, d.h. wenn fiir ' € [z] , y' € [y]  auch 'o y'€ [zo y] gilt. Nach der Definition
von ~ bedeutet dies, dafl aus z' o 7~ ¢ B,y o y_l € B stets z' o ¢' o y’l oz €B

folgt, also nach Satz 5, dal B ein Normalteiler von A ist.
In der Gruppentheorie sind tatsichlich nur solche Faktormengen A/ g von In-

teresse, bei denen B ein Normalteiler ist. Fiir diese Mengen gilt

Satz 6 und Definition. Es seien (4,0) eine Gruppe und B C A ein Normaliesler. Dann
ist die Faktormenge A/ p Zusammen mit der induzierten Verkniipfung -

(=], - [4],=[z09], , 3y€ 4,

eine Gruppe. (A / B - ) heifit Quotienten— oder Foktorgruppe.

Beweis. Wir priifen die Gruppeneigenschaften nach:
(a) Fir alle [2] , [y],, [4, € A/B gilt ([z], - [4],) - [d,=[z04], - [d, =
[(zoy)oz =[zo(yor)] =1[a, - [yod, =I[d, ([4," [4,)
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(b) Neutrales Element von A/B ist [e], , weil [e], - [2], =[eo 2] = [d, =
[zoe] = [z] - [€] fiir alle [z] € A/ p &ilt. Weiterhin ist [a:_l]N inverses Element

zu[z]  ,da [z], - rﬂ_l]N = [zo a:_l]N = [¢] , und [m_l]m - [2],, = [e] , gelten. 5

Spezielle Normalteiler sind die Kerne von Gruppenhomomorphismen. Fir die
Faktorgruppen nach solchen Kernen ist der folgende Satz von besonderer Wichtig-

keit.

Satz 7 (Homomorphiesatz fiir Gruppen). Es seien (4,0) und (A'*) Gruppen sowie
f: A— A" ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) 4 /K ern f ist eine Faktorgruppe und die kanonische Abbildung

st ein Homomorphismus.
(b) Es gibt einen injektiven Homomorphismus [ : A/Ker nf A mit f=fok.
(c) Ist fsurjektiv, so sind A/K ern § und A’ isomorph.

Beweis. Die Behauptung (a) ist schon bewiesen. Bei (b) und (c) miissen wir wegen
Satz 7 aus den Vorbemerkungen nur noch zeigen, daff die durch }'([a:]N) = f(z)

definierte Abbildung ;" ein Homomorphismus ist, was aber wegen

F(e, - ) =Flaoul,) = f(eo ) = £(@)+ F () = F([a) ) « F([4])

der Fall ist. L

Korollar 8. Es gilt A/Kernf = f(4)
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§ 3 Korper und Ringe

Wiahrend der Gruppenbegriff sich auf nur eine Verkniipfung bezog, werden wir
nun Mengen mit zwei Verkniipfungen betrachten und diese in Anlehnung an das iib-
liche Zahlenrechnen mit + und - bezeichnen und Addition bzw. Multiplikation nen-
nen. Neutralelemente werden mit 0 (beziiglich +) und 1 (beziiglich - ) bezeichnet und

Inverse mit —z (beziiglich +) sowie 7= % (beziiglich - ).

Definition. Eine Menge A mit zwei Verkniipfungen + und - heift Kérper, wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:

(a) (A4,+) ist eine abelsche Gruppe,

(b) (4 \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe,

(c) fiir alle z,y,2€ Agilt: z-(y + 2) =2y + 22,

» y . y »n
(z+7y)z=02+yz. (" Distributivgesetze”)

Bemerkungen. (a) Es ist eine géngige Verabredung, statt z-y auch zy und statt
(z-y) + z auch zy + 7 zu schreiben. Letzteres bedeutet, dafl die Multiplikation starker

binden soll als die Addition. Diese Konvention wurde schon bei der Formulierung der
z

Y

(b) Das Axiom (c) l&Bt sich nicht aus den ersten beiden Axiomen folgern. Dies zeigt

Distributivgesetze (c) benutzt. Auferdem schreiben wir statt ™ auch

folgendes Beispiel:
Auf der Menge A4 = {0,1} definieren wir Addition + und Multiplikation -

durch die Verkniipfungstafeln

+ |0 1 - |01
0
1 1 0 1
Dann sind (4,+) und (4 \ {0},-) abelsche Gruppen, aber es gilt keines der beiden
Distributivgesetze.
(c) Ein Korper besitzt mindestens zwei Elemente, namlich 0 und 1.

(d) Fir alle ze Agilt z.0=0-2=0.
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Aus z-z = 2(z + 0) = 2.2 + 20 folgt némlich z-0 = 0 und aus z:z = (z+ 0)z = o-2 +
0.z folgt 0-z=0. |

(e) Fiir alle z,y € 4 gilt z(—y) = (~=z)y = —(zy).

Aus zy + #(—y) = 2(y — y) = 2-0 = 0 folgt nimlich z(—y) = —(zy) und aus zy + (—2)y =
(z—z)y = 0.y = 0 folgt (—z)y = —(zy). [

(f) Beziiglich der Multiplikation gelten das Assoziativgesetz, die Neutraleigenschaft

der 1 und das Kommutativgesetz zunichst nur fir Elemente, die von 0 verschieden

sind. Wegen (d) gelten diese Eigenschaften aber uneingeschrénks.

(g) In einem Korper folgt aus zy = 0 stets z = 0 oder y = 0, denn A \ {0} ist beziig-
lich der Multiplikation abgeschlossen, d.h. aus z # 0 und y # 0 folgt zy # 0. Man sagt

auch, ein Korper sei nullteilerfrei.
Beispiele. (a) (Z,+,-) ist kein Korper, da es in (Z \ {0},-) zu z# = 1 kein inverses
Element gibt. Dagegen sind Q und R Korper.

(b) A = {z+ 2 y| z,y € Q} ist beziiglich der Addition und Multiplikation reeller
Zahlen ein Korper, der echt zwischen @ und R liegt (Ubungsaufgabe).

(c) A = {0,1} ist mit den durch die folgenden Verkniipfungstafeln gegebenen Ver-

kniipfungen
+ 0 1 0 1
0|0 0 0
1 1 0 1

ein Kérper und zwar der "kleinste" Korper.
Weitere endliche Kérper sind die sogenannten Restklassenkdrper :
Es sei m eine feste natiirliche Zahl. Wir definieren auf Z eine Relation ~ durch

gny = z—y € mZ = {mz| 2€ Z}.
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Es ist leicht nachzupriifen, da8 ~ eine Aquivalenzrelation ist und dafl z und ¥ genau
dann #quivalent sind, wenn sie bei der Division durch m den gleichen Rest
r€ {0,...,m—1} besitzen. Die Aquivalenzklassen beziiglich ~ heiflen deshalb auch
Restklassen.

Fiir die Menge Z/N der Aquivalenzklassen schreiben wir Z_ . Da es zu jedem
z€ Zein z € Z und ein 7 € {0,...,m—1} gibt mit £ = mz + r,ist [z] = [r]  und daher
Z_ ={[0], .., [m1] }.

Wir wollen Z_ nun mit einer Addition und einer Multiplikation versehen. Da-
zu definieren wir

[], + [y], := [+ 4],

und

[2], - [, = [=], -

Zunichst miissen wir die Wohldefiniertheit dieser Verkniipfungen nachpriifen, d.h.
mit z' € [z] , y' € [y]  muB auch ' + y'€ [z+ y]  und z'y' € [zy] | gelten:
Aus ¢ —z=mz y' —y = mz' folgen (2' + y') — (z+ y) = m{z+ ) und 'y’ — 2y =

m{zy + 2't + maz'). |

Die meisten Rechenregeln iibertragen sich nun sofort von Z auf Z_. Es folgt,
daB (Z_ ,+) eine abelsche Gruppe ist mit dem neutralen Element [0]  , daB in
(Z,, ,+) Assoziativgesetz und Kommutativgesetz gelten, daf8 [1] , neutrales Element
der Multiplikation ist und daf die Distributivgesetze gelten. Trotzdem ist fiir ge-
wisse m (Z_ \{[0] .}, ) keine abelsche Gruppe und damit Z_ kein Kérper.

In Z, zum Beispiel gilt wegen 1 — 0 € 1-Z, daB [0] , = [1], , also ist
Z \{[0] )} =@ In Z gilt wegen 4 — 0 € 4-2, daB [2] , - [2], = [0], , also ist die
Multiplikation auf Z, \{[0] ,} keine Verkniipfung.

Das letzte Beispiel 148t sich verallgemeinern: Ist ndmlich m > 2 keine Prim-
zahl, so gibt es natiirliche Zahlen p,q € {2,...,m—1} mit m = p- ¢ Dann st [p] # {0],
[ #[0], , sber [al, - [d, = [pd, = [m], = [0], , ein Wider
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spruch zur Nullteilerfreiheit in einem Korper, also kann Z_ dann kein Korper sein.
Bevor wir jedoch die Frage beantworten, fiir welche m € N wir einen Kérper

erhalten, wollen wir einige Beispiele fiir das Rechnen in Z_ geben.

Beispiele. (a) Z, hat genau zwei Elemente, ndmlich [0] = {0 + 22| z¢€ Z} und
[1], = {1 + 22| z¢ Z}.

Z, = {[o], , i1, ,...[8] } mit [0], = {92] = € Z}, [1], = {1 + 92| z € Z},
[2] = {2+ 92| z€ Z}, ... ,[8] = {8+ 92| z¢ Z}.

(b) Wasist [187]  in Z, ? Wegen 137 = 9-15 + 2 ist 137~ 2, d.h. [137] = [2] .
Was ist [-79] , in Z, ? Wegen —79 = (-10)-8 + 1ist [-79] = [1] .

Satz 9. Genau dann ist Z_, meN, ein Korper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis. Ist Z. ein Korper, so muf} nach dem oben gesagten m eine Primzahl sein.

Sei jetzt m eine Primzahl. Wir miissen nur noch zeigen, dafl die Multiplikation
eine Verkniipfung auf Z _\{[0] } ist und daB jedes Element [z]  #[0], in
(Z_ \{[0],},") ein inverses Element besitzt. Dazu beweisen wir zunichst, daf} fiir
alte [2] , [9],, [d, € Z_ mit [g] #[0], aus [a] - [y], = [a], - [a], stets
[4], = [4], ot

[2], - [¥], = [=], - [], ist dquivalent zu [zy — zz] , = [0] . Somit gilt
2(y—z) = km, k € Z. Wegen [z] # [0]  ist m kein Teiler von z. Da m jedoch das
Produkt z(y — z) teilt, mu8 m Teiler von y — z sein, woraus sich [y~ z] = [0]  und
[4], = [2], ergeben.

Aus {2] # [0] , [4], # [0], folgt nun [a] - [y], # [0], . Damit ist - eine
Verkniipfung auf Z_\{[0] }. Auflerdem sind fiir [z] ¢ [0] , die Produkte
[«], - [1],, [=], - [2], ,-[2], + [m~1]  paarweise verschieden; eines von ihnen
muf} daher gleich [1] | sein. Also besitat jedes Element [z] € Z_\{[0] } ein inver-
ses Element beziiglich der Multiplikation. u

Bemerkung. Um die Abhingigkeit der Aquivalenzrelation ~ von der festgewihlten

Zahl m € N deutlich zu machen, schreibt man statt z~y auch z= y mod m und
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sagt, z ist kongruent y modulo m .

Beispiel. Wir suchen alle ganzen Zahlen 2, fiir die 5 = z mod 12 gilt:

Das Rechnen mit Kongruenzen ergibt z—5=0mod 12 ,z—-5= %12, k€ Z,
und somit =5+ k12, ke Z .

Die Rechnung in Z., ergibt [5] = [2] , [z-5] =[0], ,alsoz—5 = k12,
k€ Z, und somit ebenfalls =15 + k-12, ke Z.

Das Rechnen mit Kongruenzen und insbesondere das Losen von Systemen von
Kongruenzgleichungen gehort in den Bereich der Zahlentheorie, spielt aber auch in
der Informatik eine wichtige Rolle. Wir werden deshalb in Paragraph 1.6 einige Aus-

sagen iiber Kongruenzen, wie etwa den Chinesischen Restsatz, herleiten.

Wie bei den Gruppen sollen nun auch bei den Korpern die strukturerhalten-

den Abbildungen eingefiihrt werden.

Definition. Es seien (4,+,-) und (4',+',-') Kérper und f: A — A’ eine Abbildung

mit den Eigenschaften

fle+y)=f(z)+'f(y) , zye 4,
flay)=f(=)-'f(y) , nyed
und fil)y=1.

Dann heiflt f (Korper—) Homomorphismus. Ist f bijektiv, so heifit f Isomorphismus

und die Korper 4 und A’ heiBen isomorph ; wir schreiben dann A = A’,

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Es hat sich in der Algebra eingebiirgert, fiir
endliche Korper mit ¢ Elementen, ¢ € N, die Bezeichnungen ]F‘q (fiir "field") oder
GF (g) (fiir "Galoisfeld" nach Evariste Galois, 1811 — 1832) zu verwenden. Es lafit
sich zeigen, dafl genau fiir die Primzahlpotenzen ¢ = p", p Primzahl, n € N, solche
endlichen Korper existieren und daB je zwei Korper mit ¢ Elementen isomorph sind.
Fiir ¢ = p sind daher alle Korper mit p Elementen zu ZP isomorph, insbesondere auch
der Korper IF‘p = {0,...,p—1} mit den von Zp induzierten Verkniipfungen. Der kleinste

Korper ist F, = {0,1} aus Beispiel (c).
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(b) In ]F‘p gilt

L4-o+1=0
L——-—V._J
p Summanden

und p ist die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Man nennt p die Che-
rakteristik des Korpers ]Fp )

Analog nennt man bei einem beliebigen Kérper K, sofern ein derartiges p
existiert, diese Zahl die Charakteristik von K. Gilt jedoch in K fiir alle m € N

14+ 140,

—
m Summanden

so sagt man, der Korper K habe die Charakteristik 0.

So sind zum Beispiel Q und R Korper der Charakteristik 0. Die Charakteristik
eines Korpers ist entweder 0 oder eine Primzahl. (Ubungsaufgabe).
(¢) Da wir im folgenden meist einen beliebigen Korper zugrundelegen, wollen wir fiir
Korper — so wie wir es schon in (b) getan haben —in Zukunft das Symbol K benutzen

(analog zu Q, R, ]F‘p ). Fiir die Charakteristik schreiben wir dann char K.

Wir wollen die Korpertheorie nicht weiter ausbauen, sondern uns hier damit
begniigen, noch ein weiteres Beispiel fiir einen Korper kennenzulernen, némlich den

Kérper C der komplexen Zahlen, der fiir die lineare Algebra besonders wichtig ist.

Komplexe Zahlen

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die abelsche Gruppe (R2,+). Auf
der Menge R? werden wir eine Multiplikation "-" so definieren, daf (]R.2,+,-) ein

Korper ist.
Definition. Fir alle (a,b), (¢,d) € R” sei
(a,b)-(c,d) := (ac — bd,ad + bc)
Diese Multiplikation ist offensichtlich kommutativ. Sie ist auch assoziativ:

[(a':b)'(c:d)] '(B,f) = (ac - bd,ad + bc)'(eif)
= (eac — ebd — adf - bef , acf— bdf + ade + bee)
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(aib).[(cid).(elf)] = (a‘rb)'(ce_ af,cf + de)
= (ace — adf — bef— bde , acf+ ade + bee - bdf) .

Es gelten die Distributivgesetze. Wegen der Kommutativitét der Multiplikation auf

2 . .
R” geniigt es, eines davon nachzurechnen:

(a:b)'[(c:d) + (e:f)] = (a,,b)-(c+ E,d + f)
= (ac + oe—bd — bf, ad + af + be + be),

(a,b)-(¢,d) + (a,b)(e,f) = (ac— bd,ad + be) + (ae—bf,af + be)
=(ac—bd+ ae—bf , ad+ bec+ af + be).

Die Multiplikation ist eine Verkniipfung auf R? \ {(0,0)}:

Seien (a,0) # (0,0) und (c,d) # (0,0). Wiare (a,):(¢,d) = (0,0), so folgte
ge—bd =0, ad+ be =0 und somit 0 = (ac — bd)’ + (ad + be)® = (@ + 0%)-(* + d°).
Also wiite ¢ + b° = 0 und daher (a,b) = (0,0) oder ¢+ d % =0 und somit (¢,d) =
(0,0). In beiden Féllen ergibt sich ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist (1,0), denn es gilt fiir
alle (a,b) € R%, daB (g,0)-(1,0) = (a,b).

Das inverse Element zu (a,b) # (0,0) ist

( a —b )
@+

Insgesamt haben wir folgenden Satz bewiesen:
Satz 10. (R*+,-) ist ein Korper.

(]R2,+,-) heift Korper der komplezen Zahlen. Wir verwenden in Zukunft die
Bezeichnung C. Die Elemente z = (a,b) € C heiflen kompleze Zahlen ; o heifit Realteil

und b heifit I'magindrteil von z .

Die Teilmenge R x {0} = {(,0)| & € R} von C ist beziiglich der in C erklérten
Addition und Multiplikation selbst ein Korper, und die Abbildung
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ffR—R = {0}

a — (a,0)

ist ein Korperisomorphismus. Die reellen Zahlen sind also in den Korper der kom-
plexen Zahlen eingebettet, und wir knnen sie als spezielle komplexe Zahlen auf-
fassen.

Jede komplexe Zahl z = (e,b) 1aBt sich nun folgendermafien darstellen:
z= (a,b) = (a,0) + (0,) = (a,0) + (0,1)- (5,0).
Verwenden wir die Abkiirzung
i:= (0,1)
und beachten wir, dafl ¢ mit (a,0) und b mit (4,0) identifiziert wird, so gilt

z=a+ b
. g -1 1_
Ist z# 0, so schreiben wir fiir 2~ auch S =_—7—. t

In dieser Darstellung kénnen wir mit den komplexen Zahlen wie im Koérper R
rechnen. Wir miissen nur beachten, daf i 2 -1 gilt.
Beispiel. Sei z= a + i, w= ¢+ td. Dann ist

zew= (g + 1)+ (c + id) = ac + ibc + tad + i %bd = (ac— bd) + i (be + ad).

Ist 24 0, so gilt

— -3

et BT TlaF A e-B) " 2.2 2+

1 1 a- %b a . b
z

Mit 2= a + b € Cist auch 7 := a — ib € €. Zheiit die zu z konjugiert kompleze Zahl .

Es gelten folgende Rechenregeln:

(3) 2+ w=Z+% und z2w=%v , 2w€C,

(b) (z)=2, zeC,

(c) 2ze R &= 2z=7, zeC,
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(d) »ZeR, 2220 und (2rZ=0 & 2=0),z2¢C.
Die reelle Zahl |z| := (2-3)1/ 2 heit der Betragvon z

Bemerkuhg. Die Abbildung 7 — 7, z € C, ist wegen (b) offensichtlich bijektiv. We-
gen (a) und (b) ist sie ein Isomorphismus von C in sich, also ein Automorphismus,
und wegen (c) 188t sie den Korper R elementweise fest. Sie ist neben id@ der einzige

Automorphismus von C mit dieser Eigenschaft (Beweis als Ubungsaufgabe).

Nun wenden wir uns algebraischen Strukturen mit zwei Verkniipfungen zu,
die keine Korper sind. Beispiele dafiir sind die Mengen Z_ ,-wenn m keine Primzahl
ist. Dann ist die Multiplikation auf Z_ zwar immer noch assoziativ und es gelten die
Distributivgesetze, aber Z  ist kein Kdrper mehr. Wir sprechen in diesem Fall von

einem Ring.

Definition. Eine Menge A mit zwei Verkniipfungen + und - heifit Ring, wenn fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:

(2) (4,+) ist eine abelsche Gruppe,

(b) (4,-)ist eine Halbgruppe,

(c) fiir alle z,y,z¢€ A gilt: z-(y + 2) =2y + 22,
(z+ y)z=z2+yz.

(” Distributivgesetze”)
Ist (A,-) auch kommutativ, so sprechen wir von einem kommutativen Ring .
Besitzt (4,-) ein Neutralelement 1 (Binselement), so sprechen wir von einem
Ring mit 1.
Beispiele. (a) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit 1.
(b) Z_ ist fiir jedes m € N ein kommutativer Ring mit 1. Falls m keine Primzahl ist,
sprechen wir von dem Restklassenring Z_, .

(c) Z ist ein kommutativer Ring mit 1.

(d) (2(A),AN)ist ein kommutativer Ring mit 1 (Ubungsaufgabe).

Die nichsten Beispiele sind besonders wichtig. Wir wollen sie deshalb in einem

eigenen Paragraphen behandeln.
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§ 4 Matrizen und Polynome

Zunichst wollen wir uns mit den Matrizen beschaftigen.

Definition. Seien m,n € N. Eine (m,n)—Matriz A iiber einem Korper K ist ein
m+n—Tupel von Elementen von K, das als rechteckiges Schema mit m Zeilen und n

Spalten angeordnet ist:

all 0‘12 ...... a,ln
0‘21 a22 ...... a’2n
A: . . . ; aEK
]
aml am2 ...... amn_

Andere Schreibweisen:

A= ((ﬂ'ij)) I oder 4 = ((a%.j)) oder auch A = (aij).

(1,n)—Matrizen heiBlen Zeilen, (m,1)—Matrizen heifien Spalten. (n,n)-Matrizen heiflen

n—reihige quadratische Matrizen (iiber K). Speziell heifit die {n,n)—Matrix

1 0..-00

0 0

E = oo
n - LI
0

0 +osaa- 01

n—reihige Einheitsmatriz. Unter Verwendung des Kroneckersymbols

5 = 0 fur ¢# 7
i |1 fir i=j

kénnen wir auch kurz E_ = ((6ij)) schreiben. Mit K™ " bezeichnen wir die Menge

aller (m,n)—Matrizen iiber dem Korper K.

Bemerkung. Da eine (m,n)—Matrix iiber K im Prinzip ein Element von K™ in

anderer Schreibweise ist, ergibt sich sofort, wann zwei Matrizen gleich sind.
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AuBerdem erhalten wir, daff K™ ™ mit der komponentenweisen Addition eine abel-

sche Gruppe ist.
Nun wollen wir fiir Matrizen eine Multiplikation erkidren.

Definition. Es seien 4 € K™" und B ¢ K™*. Dann heifit die Matrix ((Cij)) e K™ k’,
die durch

i
€y = 2 ailblj i=1,.m, j=1,.k
i=1

definiert ist, das Produkt AB von A und B.

Merkschema zur Matrizenmultiplikation ("i—te Zeile von A mal j—te Spalte von B er-

gibt das Element ¢; von c"):

--------------

--------------

--------------

- 0 2
f123 _[23
AB—_321][1‘1]—[25 )

0 2 6 4 2
Ba=|1-1)]123]=f=202].
321 )2

Diese Art der Matrizenmultiplikation scheint zuniichst etwas merkwiirdig zu
sein. Naheliegender wire ja wohl, die Multiplikation, analog zur Addition, komponen-
tenweise zu erkliren. Wie wir spiter jedoch sehen werden, haben Matrizen etwas mit

Abbildungen zu tun, und die Multiplikation von Matrizen ist deshalb so definiert,
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daf} sie mit der Verkettung der zugehorigen Abbildungen vertréglich ist.

Satz 11. Die folgenden Matrizenprodukte und Matrizensummen seien jeweils erklirt

(dber K). Dann gilt:

(a) (AB)C= A(BC), (” Assoziativitdt”)

(b) (4 + B)C=AC+ BC,
A(B+ C)=AB+ AC,

(c) EA=4, AE =4.

(” Distributivitdt”)

Beispiel zur Interpretation. Das Produkt EnA ist erklsrt fiir alle 4 € K™ k, das

nxk

Produkt AE_dagegen fiir alle 4 € K™™, Also gilt E A = A fir alle A ¢ K" und

AE = Afiiralle A ¢ K™",

Beweis. Zum Beweis wird man natiirlich die entsprechenden Eigenschaften des Kor-
pers K ausnutzen.

(a) In der i—ten Zeile von AB steht an der k—ten Stelle das Element E a, by
k=1,2,..; das (4j)—te Element der Matrix (AB)C ist daher )3 (E} a, blk)ckg

Nutzen wir in K die Kommutativitit beziiglich +, die Assoziativitdt beziiglich

. und die Distributivitit aus, so konnen wir umformen:
% (El @y by) s = Z; (a; by €35 = E E (a; by ¢) = B (E by, i)

Es ist I b, Ci das |-te Element in der j—ten Spalte von BC. Somit gibt das letzfe
k

Element das (,j) -te Element von A(BC) an.

(b)  (i,7)—tes Element von (4 + B)C: Zk} (g, + bz‘k)ckj’
(4,7) —tes Element von AC: E By Chi
(4,7)—tes Element von BC': E ik O

Das andere Distributivgesetz wird analog bewiesen.
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(c)  (i,j)—tes Element von E 4 : % bip O = G
(4,5)—tes Element von AE_: )‘é} O 6= Oy |

Bemerkung. Fiir beliebige Matrizen haben die Produkte AB und BA (wenn beide
existieren) meist verschiedenes Format. Aber auch fiir quadratische Matrizen gilt im

allgemeinen nicht AB = BA .

Beispiel. Fiir die (n,n)~Matrizen

10 covene 0 0 ovennn 01
0 covennnn 0 D eevrrens 0
A= -1, B= ,
0 erennns 0 O covrvnns 0
folgt
0 cvvene 01 0 coveoees 0
0 conennns 0 O evvennns 0
AB = , BA=1|-
0 «vervnns 0 0 covevnrs 0

Aus Satz 11 erhalten wir nun sofort das folgende Ergebnis:

Satz 12. Die Menge K™ " aller n—reihigen quadratischen Matrizen dber K bildet einen

Ring mit 1.

Bemerkungen und Definitionen. (a) Das obige Beispiel zeigt, daf8 K™ ™ fiir keinen

Korper K und kein n > 2 ein Korper ist.

(b) Ist eine Matrix A in der Halbgruppe (K™",.) invertierbar, so heifit A reguliir. Ist
A nicht reguldr, so heifit A singuldr.

Die Menge GL(nK) der reguliren (n,n)—Matrizen ist eine Gruppe beziiglich
der Matrizenmultiplikation. Sie heifit allgemeine lineare Gruppe ({iber K).

Die obigen Matrizen A und B sind fiic n 2 2 singuldr, da andernfalls aus

BA = O folgte, dafl A oder B die Nullmatrix wire. Dagegen ist die (n,n)-Matrix
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[1 0 .-« 0 1]
0- - 0
A=
l.' 0
0 vevenn 0 1
reguldr, denn
1 0..-0~1]
0 - 0
A= A
U.- O
0 voenns 0 1

ist die zu A inverse Matrix.

Man beachte, dafl auch die Menge der reguliren (n,n)—Matrizen fiir # > 2 kei-
nen Korper bildet, da die Summe zweier regularer Matrizen keine regulire Matrix

sein mufl. So ist z.B. fiir die obige regulire Matrix A die Matrix

0 everes 01

0 conennnn 0
A+(-E) =

0 ceeeenns 0

nicht regular.

(c) Spiter werden wir ein Verfahren kennenlernen, mit dem man priifen kann, ob
eine Matrix regulir ist, und mit dem man im Fall der Regularitdt auch die inverse

Matrix berechnen kann.

X T

(d) Sei 4 = ((az.j)) ¢ K™", Dann heifit die Matrix ((bij)) e K™ mit b, = e die
transponierte Matriz zu A ; Schreibweise: A,
. gespiegelte" Matrix A.

A" ist also die an der "Diagonalen 811 Gggr

Es gelten folgende Rechenregeln:
() A" =4 , (A+B)"=A"+B , (AB)'=B"4A".

(ii) Ist A reguldr, so auch A" und es gilt AN =4
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(e) Eine Matrix 4 mit 4 = A" heiBit symmetrisch. Es konnen natiirlich nur quadrati-
sche Matrizen symmetrisch sein. Die Summe symmetrischer Matrizen ist wieder

symmetrisch, das Produkt im allgemeinen aber nicht. So ist beispielsweise das

Jii)={o]

Produkt

10 11 1
00 11 0

nicht symmetrisch.

Eine weitere Matrizenoperation, die spiter noch eine wichtige Rolle spielen

wird, ist die Multiplikation von Matrizen mit Korperelementen.

Definition. Es sefen A4 = ((aij)) e K" und ¢ € K. Dann sei ¢4 die Matrix

((bz.j)) e K™" mit bz.j = ay firi=1,.,m und j=1,.,n.

Bemerkung. Es gelten die Distributivgesetze

(6+8)C=aC+bC, abeK CeK™",
6(B+C)=aB+aC, acK B CeK"",

sowie die Assoziativgesetze
(ab)C=a(bC), abeckK CeK™",

a(BC)=(aB)C=B(aC), ack, B eK™" ¢ K™

mxn

Ferner gilt (¢ A)T = ¢ A" fiiralle c€e Kund alle A ¢ K™ ".

Zum Abschlu8 wollen wir noch bemerken, daff die Definition einer Matrix
A= ((aij)) sinnvoll bleibt, wenn die a,; keine Kérperelemente, sondern Elemente eines
kommutativen Rings mit 1 sind. Auch die Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben in

diesem Fall richtig, weil sie nicht von der Division Gebrauch machen.
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Polynome

In der Schule lernt man Polynome gewdhnlich als reelle Funktionen auf R ken-

nen, die von der Form

* 2 7

(*) T ag+ @ s+ 6,2+t e, n€EN, a.€R,
sind.

Nun kann man aber ebensogut Funktionen mit der Abbildungsvorschrift (*)
iiber einem beliebigen Korper K betrachten, oder, wenn wir noch einen Schritt wei-
tergehen, kann man in (*) statt Korperelemente z auch Elemente eines Ringes mit 1

einsetzen, z.B. Matrizen 4 € K™ ", Dabei ist A¥ = A 4. A fir ke Nund a, wird
—_

k
ersetzt durch ¢, £ . Man erhidlt dann eine Abbildung von K"*" in sich.
Es ist deshalb empfehlenswert, den Begriff des Polynoms abstrakter zu fassen
und die Grofie  als "unbestimmte Grofle", d.h. einfach als Symbol aufzufassen, fiir
das bei Bedarf andere Elemente eingesetzt werden konnen. Dann ist das Polynom

also durch die Koeffizienten a_.a

00yl € K gegeben, d.h. es ist einfach ein Element

1
(ag--a,) € K",
Da wir aber Verkniipfungen fiir Polynome ganz verschiedener "Langen" n er-
klgren wollen, ist es giinstiger, das (n+1)-Tupel (g,...,¢,) durch Nullen zu einer Fol-

ge von Elementen aus K zu ergénzen: (ao,al,...,a.n,0,0,...).

Definition. Ein Polynom p iiber dem Korper K ist eine Folge (an,a,l,...,a ..) von

ESE
Korperelementen, also ein Element von ]K[N0 , derart daf ein n € N existiert mit
a,=0fiiralle k> n: p= (a,o,...,an,0,0,...).

Wir schreiben auch p = (a,),

N oder in symbolischer Form
T € 1)

o n

P = 2 a,z.Xz bzw. p = z ain.

t=10 =0

p = (0,0,...) heiBt das Nullpolynom; Kurzschreibweise: p=o.
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Ist p # o, so heifit das grofite n € Ny mit a #0 der Grad von pund a_ heifit der
Leitkoeffizient von p. Wir verwenden die Schreibweise Grad p = n und fiir p = ¢
setzen wir Grad p = —1. Ein Polynom vom Grad n, n > 0, heifit normiert, wenn ¢ =1
ist.

Die Menge aller Polynome iiber KK bezeichnen wir mit K[X].

Auf der Menge K[X] wollen wir nun eine Addition und eine Multiplikation so

einfiihren, dafl wir formal wie mit Kérperelementen rechnen kdnnen, z.B.:
(0, + ¢, X)(B, + b, X + b,X") = a b, + (a b, + a,0)X + (ayb, + 0,8 )X + 0,5, X" .
Definition. Fiir Polynome p,¢ € K[X], p=(a), Ne' 9= (3,); . No ’ sei

p+ q = (ai+ bi)is[No ,
i
prg = (cz.)z.elN0 mit ¢, = 2 o, b, .-

k=0
Da fiir endlich viele Polynome die Verkniipfungen praktisch in K" mit geeig-
netem n ausgefilhrt werden (die verschwindenden Koeffizienten spielen ja keine
Rolle), wissen wir sofort, dal (K[X],+) eine abelsche Gruppe ist. Das neutrale
Element in dieser Gruppe ist das Nullpolynom. Inverses Element zu p = (a;), _ I 56
das Polynom -p:= (-, ¢« No Analog wie bei den Matrizen ergeben sich die

Assoziativitit von - und die Distributivgesetze. Wegen

i i i
i=I=k
pra= (Z abdien, = (2 % b ey = (Z bt i = 0P
k=0

I =0 k=0

ist die Multiplikation sogar kommutativ. Das konstante Polynom 1 = (1,0,0,...) ist

das Einselement. Also erhalten wir das folgende Ergebnis:

Satz 13. (K[X], +,-) ist ein kommutativer Ring mit 1.
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Bemerkungen. (a) Fiir alle Polynome p,q € K[ X] gilt:
Grad (p + ¢) < max (Grad p, Grad g).

Fiir alle Polynome p ¢ 0, ¢ # o gilt: Grad (p-¢) = Grad p + Grad ¢
(b) Jedes Polynom p = g, + a, X +--++ aan erzeugt eine Funktion auf K, die Poly-
nomfunktion z+— 0y + T+ 0+ a,n:z:n , € K.

Die Menge der Polynomfunktionen f: K — K bildet beziiglich der punktwei-
~se erkldrten Addition und Multiplikation

(f+9)(z) := f(e)+9(2), szeK,
(fo)z) := f(a)-9(2), szeK,
einen kommutativen Ring mit Eins. Die Abbildung, die jedem Polynom p € K[X] die
zugehorige Polynomfunktion z+— p(z), z € K, zuordnet, ist ein surjektiver Homo-
morphismus.
Bei endlichen Kérpern ist diese Zuordnung nicht injektiv. Hier ist es wichtig,
zwischen einem Polynom und der zugehédrigen Polynomfunktion zu unterscheiden.

Wir wollen dies an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel. Wir betrachten die Polynome fiber dem Kérper IF,. Das Polynom p =
X+ X = (01,10,.) € F,[X] ist vom Nullpolynom o = (0,0,...) verschieden. Die
Funktion f i s — 2+ 2, Z€ F, , ist aber identisch 0, denn es gilt f(0)=0und f(1)
=1+ 1 = 0. Also ergeben die beiden Polynome p und o die gleiche Polynomfunktion f

auf F, .
(¢) K[X] ist kein Korper. Das Polynom p = X besitzt z.B. kein inverses Element,
denn fiir alle p = (a,), . N € K[X] gilt:
e k1
X-(a,0+a,1X+---+ anX) = ¢ X+ a1X2+---+ e X" # 1

Im Polynomring gelten beziiglich der Division dhnliche Aussagen, wie man sie

vom Ring der ganzen Zahlen her kennt.

Satz 14. Zu den Polynomen p,q € K[X], ¢ # o, gibt es eindeutig bestimmte Polynome
r,s € K[X] mit p=s-¢+ r und Grad r < Grad ¢.
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Beweis. Wir zeigen zunichst die Existenz solcher Polynome r und s. Die Aussage ist
trivial fiir Grad p < Grad ¢. Dann setzen wir nimlich s = o und r = p. Somit konnen
wir Grad p > Grad ¢ annehmen. Der weitere Beweis erfolgt durch vollsténdige In-
duktion nach Grad p:

Grad p = 0: Dann ist p = a_ , a, + 0. Nach Voraussetzung ist dann auch ¢ vom

0

Grad 0, also g = b # 0. In diesem Fall gilt p = a boulq.

01 %
Induktionsschlufl von Grad p € k-1 auf Grad p = k: Seien

p = a0+a1X+---+ aka , ak#O,

_ {1
g=by+bX+--tb X", b 40,

m

und m < k. Wir betrachten das Polynom
o
E ok
p,= P — 5 X g
m

vom Grad p, < k. Fiir Grad p, < Grad ¢ folgt nach dem obigen, fiir Grad p, 2 Grad ¢
folgt nach Induktionsannahme, dafi Polynome r s € K[X] existieren mit p, =

4+ 1 und Grad r, < Grad g. Damit erhalten wir
e
k -
= (s -!-—b—XJ'c ™.q+ Ty
m

mit Grad r, < Grad ¢.

Eindeutigkeit: Aus p = s,¢ + 7, Grad r, < Grad ¢ und p = 5,0+ 1, ,
Grad r, < Grad ¢, folgt durch Differenzbildung r, - r, = (s, — s,)- g Wire 5, — 3,
# o0, so folgte mit Grad ¢ £ Grad (?‘2 - 'rl) < max {Grad Ty Grad rl} ein Widerspruch.

Alsogilt 3, = s

A und damit auch =Ty |

2

Ein Element z) € K heiflt Nullstelle des Polynoms p € K[X], wenn z, Nullstelle
der zugehdrigen Polynomfunktion z +— p (z), z € K, ist, also p (mo) = 0 gilt.
Ist Nulistelle von p, so erhalten wir als Spezialfall von Satz 14 fiir p die Dar-

stellung p = - (X — 3:0) mit s € IK[X]. Umgekehrt folgt aus einer solchen Darstellung
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unmittelbar, dafl z, Nullstelle des Polynoms p ist.

Korollar 15. Genau dann ist z, Nullstelle eines Polynoms p € K[X], wenn es eineFakto-
Tisterung
p=(X-gz))-s

mit s € K[X] gibt.
Bemerkungen. (a) Ein Polynom vom Grad n , 7 2 0, besitzt hochstens n paarweise
verschiedene Nullstellen.
(b) Hat der Korper K unendlich viele Elemente, so gehéren zu verschiedenen Poly-
nomen p,¢ € K[ X] auch verschiedene Polynomfunktionen. Ware namlich p (z) = ¢ (2)
fiir alle z € K, so hitte das Polynom p — ¢ unendlich viele Nullstellen.

In diesem Fall sind K[X] und der Ring der Polynomfunktionen iiber K iso-
morph.

Nicht jedes Polynom besitzt eine Nullstelle, wie das Beispiel Xtle R[X]
zeigt. Fassen wir dieses Polynom jedoch als Polynom iiber € auf, so besitzt es Null-
stellen (nimlich ¢ und —i). Dies ist eine Folge des Fundamentalsatzes der Algebra,

den wir hier ohne Beweis zitieren wollen.

Fundamentalsatz der Algebra. Jedes Polynom p € C[X] mit Grad p > 1 besitzt eine
Nullstelle.

Als Folgerung ergibt sich wegen Korollar 15, da$ itber C jedes Polynom p mit
Grad p > 1 vollstindig in Linearfaktoren zerféllt, d.h. Produkt von Polynomen vom
Grad 1 ist.

Das Polynom s heifit Teiler des Polynoms p € K[X], wenn es ein r € K[X] mit
p = s-r gibt. Zwei Polynome heiflen teilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamen Teiler
vom Grad > 1 haben. Sind p und g teilerfremd, so mufl eines der beiden Polynome

vom Nullpolynom verschieden sein.

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch einige wichtige Eigenschaften

teilerfremder Polynome beweisen.
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Satz 16. Die Polynome p,q € K[X] sind genou dann teilerfremd, wenn es Polynome
r,s € K[ X] gibt mit

rp+sq=1.

Beweis. Seien p und g teilerfremde Polynome. Wir betrachten zunédchst die Menge
I:= {rp + sq| r,s € K[X]}. Offensichtlich ist I eine Untergruppe der additiven Grup-
pe von K[ X]. Weiter gilt fiir jedes Polynom rp + sg € I und jedes ¢ € K[X], daB das
Produkt ¢ (rp + sq) = trp + tsq Element von I ist. (I ist ein Ideal im Ring K[X]).
Unter den normierten Polynomen in I gibt es ein Polynom t vom kleinsten
Grad. Sei nun ¢ € I beliebig. Dann folgt aus Satz 14, daB es Polynome s,,r; gibt mit
t= 31; + 7, und Grad r, < Grad ¢, Wegen r, = ¢ — sltNG I'mu r, = o sein. Somit
folgt ¢t = 31??. Speziell kénnen wir fiir ¢ die Polynome p und ¢ nehmen. Dann gilt p =
3127 und ¢ = 32:?. Da p und g teilerfremd sind, mufl # konstant sein, also £ =1 Wegen
fel folgt die Behauptung.
Umgekehrt gebe es nun Polynome r,s € K[X] mit rp + s¢ = 1. Dann folgt fiir
jeden gemeinsamen Teiler ¢ von p und ¢ aus p = tp' und ¢ = tg' sofort ¢ (rp’ + sg') = 1,

also Grad ¢ < Grad 1 = 0. Somit sind p, ¢ teilerfremd. |

Bemerkungen. (a) Es seien k€ N, p,...,0, ,q € K[X], und jedes der Polynome

Py, S61 ZU ¢ teilerfremd. Dann sind auch p, -+ p, und ¢ teilerfremd.

Beweis. Vollstandige Induktion nach % : Der Induktionsanfang &k = 1 ist trivial.
SchluBl von k-1 auf & : Nach Induktionsvoraussetzung ist p := p,-+-p, teilerfremd
zu g Daher gibt es Polynome s,t € K[X] mit sp + ¢g= 1. Weil p, und ¢ teilerfremd
sind, gibt es analog s',t' € K[X] mit s'p, + t'g = 1. Wir muliplizieren und erhalten

ss'pp, + (spt' + ts'p, + git')g=1. Alsosind p - --p, und ¢ teilerfremd. u

(b) Die Polynome r und s aus Satz 16 lassen sich mit dem Euklidischen Algorithmus

bestimmen.

Beispiel. Gegeben seien die Polynome p = X +2X-3X°+4 und g= X* + 1 aus

67
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R{X]. Wir dividieren p durch ¢ und erhalten

p = (X3+X—3)q+ (—X+7) =sq+r.
Nun dividieren wir ¢ durch T, und erhalten
qg = (—X—7)r1+ 50 = s, r, +50.
Damit ergibt sich durch Riickwartseinsetzen

50 = g—s,r, = q—3,(p—s,0) = =5, + (1+s,3)g
= (X+T)p+ (X —7X - X —4X + 22)q.
Fiir

r = ;—0(11:4-7) und s = ;—D(—f—7X3-—X2—4X+22)

folgt somit

Tp+ s¢=1.
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§ 5 Der GauBsche Algorithmus

Wir kommen nun wieder auf die Behandlung linearer Gleichungssysteme

a,, &+ ta T 0= b1

*)

guriick. Dabei kénnen wir jetzt ein LGS (*) iiber einem beliebigen Korper K zulassen,

d.h. ein LGS mit o, € K, b.eK und Variablen T, € K.

Wir wollen ein konkretes Verfahren zur systematischen Losung von (¥) ange-
ben. Grundlage dieses Verfahrens sind die elementaren Umformungen (genauer die ele-
mentaren Zeilenumformungen im (Gegensatz zu den spater benutzten elementaren Spat-
tenumformungen). Darunter verstehen wir die folgenden drei Umformungen eines li-

nearen Gleichungssystems:

(a) Vertauschen zweier Gleichungen.
(b) Multiplikation einer der Gleichungen mit c€ K, c#0.
(c) Addition einer, mit einem beliebigen ¢ € K multiplizierten, Gleichung zu einer

anderen Gleichung.

Satz 17. Andert man ein lineares Gleichungssystem durch elementare Zeilenumformun-

gen, so andert sich die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems nicht.

Beweis. Offensichtlich ist jede Losung des urspriinglichen LGS (*) auch Losung des
durch elementare Umformungen abgesinderten LGS (**). Da jede Zeilenumformung
durch eine Zeilenumformung wieder riickgingig gemacht werden kann, ist umge-

kehrt auch jede Lisung von (**) eine Losung von (¥). n

Definition und Bemerkung. Zwei lineare Gleichungssysteme heifien gquivalent, wenn
sie dieselbe Losungsmenge besitzen. Satz 17 besagt also, dafi elementare Zeilenumfor-

mungen ein lineares Gleichungssystem in ein dazu &quivalentes itberfiithren.

69
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Zur Vorbereitung des Algorithmus wollen wir ein Beispiel rechnen.

Beispiel. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (*) iiber den reellen Zahlen R.

—2:::1 +'4rc2—2:£3— z, + 45 = -3

4 5
4z — - =
) ) 8m2+ 35:3 3a:4+ T 2 LR
.'1:1—2:1:2+ T, = z, + z, = 0
z1—2:n2 —3:v4+4:c5= a

Durch Vertauschen der 1. und 3. Gleichung ergibt sich folgende Form

m1—2a:2+ Ty — w4+ T, = 0]_4
4m1-—-8:c +3m3—3m+ T = 2 2

%)
L)
(=]

_ -1
—23:1 + 49:2 — 2:::3 -3, + 4:1:5 = -3
T, — 2m2 - 39:4 + 4:1:5 = @

Indem wir die angedeuteten Elementarumformungen des Typs (c) anwenden, erhal-

ten wir daraus zunachst

:1:1—2m2+:1:3~— T, t+ T = 0

o

-+ -3 = 2
— 3z, + 6z, =3 | ~1

—:c3—2:c4+32: = g

(LI =L I+ | |

dann

=
o

m1—2m2+m3— z, + .= 0
2

—:33+ z —3z =

Lo
ot oo

— 3z, + 6z =-3
— 3z + 67 = a—2] 1

1=y
o

und schliefllich

:51—2322+3;3— .'c4+ Zg = 0
-z, + sr;4—3z5= 2
—3w4+6m5=-3

0 = g+l

Multiplizieren wir jetzt die 2. Gleichung mit —1 und die 3. Gleichung mit —% , SO
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ergibt sich die folgende Treppennormalform des linearen Gleichungssystems (*}:

ml--2a:2+:c3— a:4+ T, = ]

(**) T, — T, + 3:135 = -2
T, — 23:5 = 1
0 = o+l

Offensichtlich ist (**) und damit auch (*} unlésbar, wenn a+1 # 0, also a # -1 ist.
Was 1Bt sich nun im Fall ¢ = -1 iiber das Lésungsverhalten des LGS (**)

aussagen !

Die Unbekannte z, kann eine beliebige reelle Zahl sein, z, = 5. Dann ist z, eindeutig

festgelegt, ndmlich z, = 1 + 2s. Setzen wir z und z, in die 2. Gleichung ein, so ergibt

5

sich fiir Z, der Wert Z,=-1-3 Nun setzen wir z,z,,2, in die 1. Gleichung ein und
erhalten z, — 2z, — 25 — 2 = 0. In dieser Gleichung kann die Unbekannte z, beliebig
gewahlt werden, z, =t Danach kann z, ausgerechnet werden, z, = 25 + 2¢ + 2.

Will man die Losung direkt an dem linearen Gleichungssystem ablesen, so
muB man dieses noch weiter umformen. Bei unserem Beispiel erhalten wir fiir ¢ = -1

aus der Treppennormalform. (**)

|31—232+$3— g, + 1, = 0

T, — z4+3:1:5=—2]+1 +1
T —2:1:5-- 1

0 = 0

.'1;1——2:z:2+:1;3 — T, = 1]
z + z =-1 -1
3 5
a:4—29;5= 1
0 =10

und daraus schlieBlich die GauBsche Normelform des linearen Gleichungssystems,

wobei wir die Gleichung 0 = 0 natiirlich weglassen konnen:
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T, — 2.'1;2 — 2:1;5 = 2
(*+*) Ty + 5 = -1
L, — 2505 = 1

Aus dieser Normalform 148t sich nun die allgemeine Ldsung von (***) und da-

mit auch von (*) im Fall a = —1 direkt ablesen. Die Unbekannten z, und z, konnen

beliebig gewdhlt werden:

.’B5=S

a:2=t

, s,t€R.

Fiir die restlichen Unbekannten folgt aus (***) sofort

T, = 24+ 2t4+ 28
x3=—1 — 8
T, = 1 + 2s.

Bemerkung und Bezeichnung. Jedes lineare Gleichungssystem iiber dem Korper K

A heifit die zu dem LGS gehdrige Mairiz und ist ebenso wie die (m,1)-Matrix &

gegeben, und z ist eine unbekannte (n,1)-Matrix.
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Bei den Elementarumformungen ndern sich nur die Koeffizienten e und die
b. . Es geniigt daher, anstatt des LGS nur die zugehtrige Matrix A bzw. die erwer

terte Matriz

@14 "Oin b1
a - g b
ml mn m

zu betrachten und die Elementarumformungen als Zeilenumformungen von (A}b)

aufzufassen. Die ersten Schritte im vorigen Beispiel sind dann

2 4-2-1 4}-3 12 1-1100]y_,
=] 48 33 1] 2f] 4| 48 33 1] 2| ]2 4
=112 141 140 2 4-2- 4!-3
1-2 0-3 4] a 12 0-3 4] a
und fiir ¢ = -1 erhalten wir schliefllich
1-2 00 -2} 2
0 010 1j-1
0 001 -2} 1
0 000 0] 0

GauBscher Algorithmus (Grundform unter ausschlieflicher Verwendung von Zeilen-

umformungen)

Wir beschreiben den Algorithmus ganz aligemein fiir Matrizen A € K™" Die
durch Zeilenumformungen versnderte Matrix werden wir, wie bei Algorithmen {b-
lich, wieder mit A bezeichnen. Danach wenden wir den Algorithmus auf lineare Glei-
chungssysteme an, sowie auf n—reihige quadratische Matrizen um gegebenenfalls die

Inverse zu bestimmen.

1. Schritt : Ist in der 1. Spalte von A mindestens ein Element von Null ver-

schieden, so kann man durch eventuelles Vertauschen der Zeilen erreichen, daf
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e # 0 ist. Dann gehe man zum 2. Schritt.

Besteht die 1. Spalte nur aus Nullen, so gehe man zum 3. Schritt.

2. Schritt : Wir multiplizieren die erste Zeile mit (all)_1 und addieren dann
das (~a, )—fache der neuen 1. Zeile zur i-ten Zeile, i = 2,..,m . Danach hat die 1.

Spalte die Form

und wir gehen zumn 3. Schritt.

3. Schritt : Wir ersetzen die Matrix 4 durch die Restmatrix

Grg "7 Gyp 0
N ]Kmx(n_l), falls die 1. Spalte die Form | : | hat,
- 0
a’m2 ' amn
bzw. durch
Gag **"" Gay 1
. . {(m=-1)x{n~-1) 0
- JeK , falls die 1. Spalte die Form | . | hat.
a’m2 Tt a'mn 0

Dann gehen wir zuriick zum 1. Schritt, der nun auf die Restmatrix angewendet wird,

u.8.W,

Das Verfahren endet, wenn im 3. Schritt keine Restmatrix mehr gebildet wer-
den kann. Da in diesem Schritt jeweils entweder eine Spalte oder eine Spalte und
eine Zeile gestrichen wird, mufl das Verfahren spétestens nach n—maligem Anwen-

den der 3. Schritte enden. Setzen wir dann alle Spalten und Zeilen, die im 3. Schritt
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gestrichen, also beim Weiterlaufen des Algorithmus unverindert geblieben sind, zu-

sammen, so ergibt sich fiir 4 die folgende Treppennormalform

0 ceesnneas 0 1 % *
 veovavaranerannnes 0 1 % »]{,‘
A = O rvrvriariitosnaeritrenasvrrannrens 0 1 % eoverveanneas *
O + vt stasr st envsrtsorasanorses 0 1 % veeevas *
(0 +osr v er s s e vaeranensasrsartoreonranasrssarsrmsarsannns 0
- | | m-k
0 sevanrurantisenasvanornrsvssrrsoannsnssnscssansnrrsssrsannes 0

Dabei stehen unterhalb der "Treppe" nur Nullen, oberhalb an den "Stufen" Einsen
und sonst irgendwelche Elemente von K, die durch * angedeutet sind.
Die Treppennormalform kann sukzessive durch weitere Zeilenumformungen

(vgl. Beispiel) auf die folgende Gauische Normalform gebracht werden:

[0+ 0 [ 1 % +-- % 0% oo %0 % - 0 % »»« 0 % «ov %]

D vovernrrnnnns 0 1 % +o» %0 % -+ 0 % +o0 % 0 % o0+ %

D veeeeer e 0ol 1x%-.- = D 20

: e 0k eee % 0% *
T T 01 1% «» %0 % %

TP 011« %

1 S 0

. m—k

D + e e eeteee et et e e 0

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Wir wenden den Gaufischen Algorithmus auf ein lineares Gleichungssystem (*)
mit der zugehorigen erweiterten Matrix (4}b) an, und zwar zunichst so lange, bis die
Matrix A Treppennormalform annimmt. Dann gehért zu dem umgeformten LGS (**)

die erweiterte Matrix
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D roeosronusrussssssssainsttsnstrntssstntsnsrss 0 1 % - % ck
D rveevioiotaiesiestiosnsvarssssstossonsssessnsrarrannrossnss (.) .ck+1
B cvvrenramosenanrnsanasanernanvassrissrassoretaronantsnasanr Oie¢

m

Hieraus liest man ab:

Das LGS (**) und damit auch das LGS (*) ist unloshar, falls einer der

Koeffizienten ¢ €, YOI Null verschieden ist.

k+17
Ist ¢, , = -+ =¢_=0,sokonnen wir das LGS (**) weiter umformen, bis die

zugehorige Matrix GauBsche Normalform hat. Die erweiterte Matrix ist dann von der

Gestalt

—— e e, f————f———, — s re s [y,

0 -0|1*---*0*---*0* * 0 * * | a

0 covvnnnnnenns 0 1 % * 0 % * 0 % *ta,

0 vierrrneriinrriassaanans 0-1* * E k
0% * 0

| R TR I SR I 0 1 % - *a,k

1 S T R TR 0i0

) I T T R R R 0i0

Hieraus liest man wieder ab:

Das LGS (*) ist losbar. Die durch geschweifte Klammern gekennzeichneten
(n—k) Spalten entsprechen den (n—k) Unbekannten des linearen Gleichungssystems,
die frei wahlbar sind. Die restlichen ¥ Unbekannten lassen sich dann direkt aus-

rechnen, und wir erhalten so die allgemeine Losung des LGS (*). Insbesondere gilt:

Satz 18. Ein homogenes LGS, das mehr Unbekannte als Gleichungen besitzt (m < n), ist

smmer nichttrivial l6sbar.
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Beweis. Esist k< m. Alsogibtesn—% > n—m > 0 frei wihlbare Variablen.

Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem iiber R

2:01 + 4:52 —29;3 —8z4 = 16
T - I+ 2m4 = 2

3m4 = -6
2m1—2:n2—2a:3 = 18

und wenden den Gaufschen Algorithmus auf die zugehdrige erweiterte Matrix an:

2 4-2-816]-3 1 2-1-4] 8
1 0-1 212 ] _2 0-2 0 6/=6-(-3)
0 0 3i — 0o 0 0 3i-6 ]6
2 2 -2 018 0-6 0 8| 2
Treppennormal form:
1 2-1 4|8 |1 2 -1 4| 8
01 0 3|3 o1 0 3] 3 ]4
—loo o 363 — oooLi—z]?’
0 0 0-1020 10 0 0 0 0] 0
Normalform:
12-1 00 1 0 -1 06
01 00/[-3 ]‘2 0|1 0 0]-3
—loo 0 1] — 0 0 0| 1}-2
00 000 0 0 0 0i0

1:4——2

T, s

. 3 , $€ R,
2

z =6 + 8

[y
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Anwendung auf n—reihige quadratische Matrizen

Wir wollen mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus priifen, ob eine Matrix regu-

Iir ist und gegebenenfalls ihre Inverse berechnen. Dazu zeigen wir

Satz 19. FEs sei A € K™". Hat die Motriz (A|E,) die Gaufische Normalform (E 1A"), so

ist A reguldr und A’ ist die zu A inverse Matriz.

Beweis. Wir bezeichnen die k—te Spalte von A' bzw. £ mit o, bzw. €, (k=1,..,n).
Geht nun (4{E ) bei den elementaren Zeilenumformungen in die Normalform (E {A)
iiber, so bedeutet dies fiir die n linearen Gleichungssysteme mit den zugehdrigen er-
weiterten Matrizen (Ale,),...,(4le ), daB sie eindeutig 16sbar sind und weiter, dafB
G 5oy die entsprechenden Lisungen sind. Also gilt AA'= £ .

Machen wir die obigen Elementarumformungen wieder riickgingig, so geht die
Matrix (£ |A') wieder iiber in (A|E ). Da es bei den elementaren Zeilenumformun-
gen nicht auf die Reihenfolge der Spalten ankommt, bedeutet dies, dafl die Matrix
(A'\E ) iibergeht in die Matrix (E i4). Also gilt nach den obigen Uberlegungen

A'A = E_. Somit ist A regular und die Inverse ist A'. n

Es gilt auch die Umkehrung dieses Satzes:

Ist A ¢ K" reguldr mit A7l = A so hat die Matrix (AiE,) die Gaufische Normal-
form (E |4').

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Beispiel. Gegeben sei die Matrix

1 011
0-1 01
1 0 0 2

Wir wenden den Gaufischen Algorithmus auf die Matrix (4|E,) an und erhalten
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1 01 1i{1 000 1000j2-1 -1 0
12 1{0100 010 0i{-1 1/2 —1/2 1/2
i — e — i
0-101{0 010 0010;0 1/2 1f/2 -2
002l00001 000 1j-1 1/2 1/2 12

Also ist A reguldr, und es gilt

2 -1 -1 0
g7 = [y a2 a2
0 1/2 1f2 -1)2
-1 1/2 1/2 1/2

Wir wenden nun Satz 19 und dessen Umkehrung auf obere bzw. uniere Drei-
ecksmatrizen an. Darunter verstehen wir quadratische Matrizen, bei denen unterhalb
bzw. oberhalb der Diagonalen nur Nullen stehen. Die Einzelheiten iiberlassen wir
wieder als Ubungsaufgabe:

Eine obere (untere) Dreiecksmatrix 4 ist genau dann regulér, wenn die Diago-
nalelemente von A alle von Null verschieden sind. Die inverse Matrix A7" ist dann
ebenfalls eine obere (untere) Dreiecksmatrix.

Da das Produkt zweier oberer (unterer) Drejecksmatrizen wieder eine obere
(untere) Dreiecksmatrix ist, bilden die reguliren oberen (unteren) Dreiecksmatrizen

eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,K).

Zum AbschluB dieses Paragraphen machen wir noch zwei Bemerkungen iiber

lineare Gleichungssysteme.

Bemerkungen. (a) Ist A eine reguldre quadratische Matrix, so ist das lineare

Gleichungssystem Az = b eindeutig 16sbar, denn es gilt in diesem Fall z = A7,

(b) Esseien L, die Losungsmenge des inhomogenen LGS Az = b und Z eine belie-
bige Lésung. Ist L, die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS Az = o, so
gilt

=%+L = {Z+y|yel}

79



80 Kapitel 1 Grundbegriffe der Algebra

Damit lassen sich die Losungsmengen der Beispiele von 8.70 bzw. von 8.77 nun

folgendermaflen darstellen:

[ 2+2¢+2s ] (9]
¢ 1
Lopy=1{]-1— s [lsteR} = [-1|+{s|-1|+¢f0]]steR}
1 4+ 2s 1 ) 0
3 - - 0- ..04
bzw.
6+s 6 1
-3 -3 0
Loy =1 3 | se R} = ol 1] | s€ R}
-2 -2 0

Die weitere Behandlung linearer Gleichungssysteme wird im Rahmen der Vek-

torraumtheorie in den néchsten Kapiteln erfolgen.
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§ 6 Anwendungen der Kongruenzrechnung

In § 3 haben wir die Restklassenringe Zm eingefithrt und bewiesen, dafl sie ge-
nau dann Korper sind, wenn m € N eine Primzahl ist. Sie spielen in vielen Anwendun-
gen eine wichtige Rolle. So fithrt z.B. die Frage, auf welchen Wochentag ein be-

stimmtes Datum féllt, auf den Ring Z._ , und wenn in der Datenverarbeitung nur

7 ¥
eine begrenzte Anzahl von Symbolen zur Verfiigung steht, werden Rechnungen in
einem der Ringe Z,_ erforderlich.

Wir wollen im folgenden zwei Problemstellungen behandeln und verwenden

dazu wieder die klassische Kongruenzschreibweise
z= ymod m

firg—yemZ, dh. fir [2] =[y] inZ .

(1) Zu gegebenen a € Z, ne Nund m € N wird ein z € {0,1,...,m~1} gesucht mit
¢" =  mod m.

Wihrend man fiir Zahlen ¢ € Z, auch wenn sie sehr grof sind, leicht ausrechnen
kann, welcher Rest bei Division durch m bleibt, ist dies bei Potenzen " wesentlich

10259 an, welchen Rest sie bei Division

schwieriger. Wie sieht man z.B. der Zahl 4
durch 18 hat?
(2) Es soll ein System von & Kongruenzen gelost werden. Zu gegebenen Zahlen % € N,

@0, €No , M »m,, € N wird ein z € No gesucht mit

1

TE g mod m,

Tz a, mod m,

TE 0 mod my

Offensichtlich spielen bei der Behandlung solcher Fragen die Teilbarkeits-
eigenschaften ganzer Zahlen eine wesentliche Rolle. Einige dieser Eigenschaften

haben wir schon in § 1.4 bei den Polynomen benutzt. Zum besseren Verstindnis wol-

81
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len wir hier nochmals einige grundlegende Tatsachen zusammenstellen (zum Teil oh-

ne Beweis), soweit wir sie zur Behandlung der Probleme (1) und (2) benétigen.

Division mit Rest. Fir a,b € Z, b# 0, gibt es eindeutig bestimmie Zahlen k € Z
und r € {0,1,...,| b| -1} mit

(*) a=kb+r.
Ist 7= 0, soist b Teiler von ¢ und wir schreiben dann b|a (b teilt a). Die grofite Zahl
d € N, die sowohl ¢ als auch b teilt, heifit grofter gemeinsamer Teiler von a und b.
Schreibweise: d = ggT (a,b). Ist geT (g,d) = 1, so heiflen o und b teslerfremd .

Zur Ermittlung des gg'T von a und b dient der Euklidische Algorithmus :

Durch mehrfache Anwendung von (*) erhélt man:

a=kb + r , re{0,.,]&] -1}
b=Fkr + 1 \ r, € {0,...,r—1}
r= k27‘1 + T‘2 ; 7'2 € {0,...,?"1 —1}
Tiea = KT T ry € {0y, 1)
iy = kj+1rj .

Das Verfahren bricht ab, weil r,r,,7,,... eine monoton fallende Folge von Zahlen aus

[Ng ist.

Satz 20. Es gilt: r;= geT (a,b).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dafl T ein Teiler von g und von b ist, indem wir den

Euklidischen Algorithmus von unten nach oben durchlaufen:

r. teilt r. ., = r.teilt r,
i i J 3=

= r. teilt r.
2 ] J=

1 3

= e = rjteiltr = rjteiltb = rjteilt a.

Sei nun ¢ € N ein Teiler von ¢ und b. Dann folgt analog, wenn wir das Verfahren von

oben nach unten durchlaufen:
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¢ teilt r = ¢ teilt == ¢ teilt 'rj_z = ¢ teilt Tj-l = ¢ teilt rj.

Alsoist ¢ < ; und somit ry = ggT (a,b). n

Beispiel. Wir wollen den ggT von 24 und 614 bestimmen:

614 = 25-24 + 14

24= 1-14+ 10
14= 1.10+ 4
10= 24 +2
4= 2.2

Also ist ggT (24,614) = 2.

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus erhalten wir folgendes Kriterium fiir

die Teilerfremdheit ganzer Zahlen.

Satz 21. Die Zahlen a,b € Z sind genou dann teilerfremd, wenn es Zahlen z,y € Z gibt

mitaz+ by=1
Beweis. Sei ggT (a,b) = 1. Losen wir im Euklidischen Algorithmus die Gleichungen
nacheinander nach 7, Tyl Ty und ry= 1 auf, so erhalten wir

r=e—kb, r =310+ Yy by, 1=rj=mja+ yjb
mit z, , y, € Z.
Gilt umgekehrt ¢ £ + b y = 1, und ist ggT (a,b) = m € N, so folgt ¢ = u-m,
= v-m mit 4,9 € Nund somit (zu+ yv) m=1 Alsoist m=1. |
Wir wollen einige Folgerungen aus Satz 21 ziehen.
Folgerungen. (a) Fir a,b,c € Z mit ggT (a,b) = 1, ggT (a,¢) = 1 folgt ggT (a,bc) = 1.

Beweis. Nach Satz 21 gilt cu+ bv=1und a z+ ¢y = 1mit 492y € Z Daraus

folgt a (auz+ cuy+ bva)+ bcvy=1und somit nach Satz 21 die Behauptung. =
(b) Fir a,b,c € Z mit a|bc und ggT (a,b) =1 folgt a|c.

Beweis. Nach Voraussetzung und nach Satz 21 gilt a z = b ¢ sowie a z+ b y = 1 mit
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geeigneten z,,2 € Z. Daraus folgt a zy—~bcy=0und az ¢+ b y ¢ = ¢. Wir addieren

beide Gleichungen und erhalten o (z 4 + z ¢) = ¢, also a|c. "
() FirmeNN, a2,y € Z mit ggT (a,m)=1 und azzaymod m folgt = ymod m.

Beweis. Aus a = a y mod m folgt ¢ (z — y) = z m mit z € Z. Wegen a|z m und
gegT (e,m) = 1 erhalten wir unter Verwendung von (b), dal z = 2’ o mit 2’ € Z gilt.

Somit folgt z— y = 2’ mund z = y mod m. n
(d) FirzyeZ, me Nmit ggT (z;m)=1 und z= ymod m folgt ggT (y,m)=1.

Beweis. Nach Satz 21 gibt es ganze Zahlen #,» mit » z + v m = 1, und nach Voraus-
setzung ist 2 — y = 2 m mit z € Z. Damit erhalten wir » (y + 2 m) + v m = 1 und

weiter v y + (u 2 + v) m = 1. Also folgt wieder mit Satz 21, daB ggT (y,m) = L. [

(e) Firz,ye Z, m,,m, € N mit ggT (m;,m,}) =1 und z=ymod m, z=ymodm,

folgt ==y mod m m, .

Beweis. Es gilt nach Voraussetzung z~y = zm und -y = z,m, mit 2,2, € Z.
Daraus folgt 2, m, = z,m, und wegen (b) m |z, m,|z. Somit gilt 2, =2,"'m, 2,'€Z

und -y = 2,' m, m,. Alsoist 2= ymod m m, . u

Definition. Fiir m € N sei
@ (m):= |{ke{1,.,m}| geT (km)=1}|.

Die Abbildung ¢ : m — ¢ (m) heiit Bulersche @—Funktion.

Fiir m € N gibt es also ¢ (m) Zahlen Zys 8y € {1,...,m}, die zu m teiler-
fremd sind. Deren Restklassen in Z_ bilden beziiglich der Multiplikation eine Grup-

pe. Dies ist die Aussage des néchsten Satzes.

Satz 22. EsseimeN, z,...,2 seien die zu m teilerfremden Zahlen aus {1,...,m} und

w(m)
B={[z], [:zzp(m)]N }€Z_ . Dannist(B,-) eine abelsche Gruppe .

Beweis. B ist beziiglich der Multiplikation abgeschlossen, denn aus [z] € B,

[.'Ej]N € B mit T,8; € {1,...,m} folgt nach (a), daB s, z; teilerfremd zu m ist, und nach
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(d) iibertrégt sich dies auf die Elemente der Restklasse [z, a:J.]N , die somit ebenfalls
zu B gehort. Weiterhin besitzt jede Restklasse [z] , i = 1,...,p(m), auch eine Inver-
se beziiglich der Multiplikation. Denn zu z, gibt es nach Satz 21 zy € Z mit
mz+ yz, = 1. Also ist y teilerfremd zu m und [y] € {[z], ""’[%(m)]w }. Aus der
obigen Darstellung der Eins folgt nun

[1],=[mz+yz], =[md, +[yz],=1[0], + 4], [5],=[4], [=],.
Alsoist [y] = [z] ;1. Schliefilich sind in (B,-) auch die restlichen Gruppenaxiome er-

fiillt, da Z_ ein kommutativer Ring mit Eins ist. u
Aus Satz 22 erhalten wir ein erstes Resultat zur Losung von Problem (1).

Korollar 23 (Satz von Fermat—Euler). Es seien o und m tedlerfremde natirliche

Zaghlen. Dann gilt:

a"a(m) = lmod m.

Beweis. Die abelsche Gruppe B aus Satz 22 besitzt genau @(m) Elemente [z] ...,

[a:qo(m)]w , und [a]  ist in B. Weil [z,] , [q] ’"'=[$¢p(m)]~ [¢]  in B und paarweise
verschieden sind, ist das Produkt dieser Elemente gleich [z] - [msa(m)]N. Daraus
folgt [a] "™ = [1] _und somit [¢*(™] = [1] . -

Um dieses Ergebnis zur Lésung von (1) einsetzen zu konnen, bendtigen wir
noch eine Darstellung von ¢(m), die eine Berechnung dieser Funktion erlaubt. Dazu

wollen wir die Zahl m zunichst in Primfaktoren zerlegen.

Satz 24. Jede natiirliche Zahl m > 1 ist Produkt endlich vieler Primzahlen.

Beweis: Ist m eine Primzahl, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls ist m > 4 und
wir erhalten durch vollstindige Induktion mit dem Induktionsanfang m = 4 = 2-2 so-

fort die Behauptung. |

Fiir jede natiirliche Zahl m > 2 gibt es also eine Primzahldarstellung

— ot ik
m_pl ”'pk )
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wobel k € N, Pys-, Py, Paarweise verschiedene Primzahlen und #.,...,7; € N sind. Diese
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig, wie man mit Hilfe
von Folgerung (b) leicht beweist.

Weiterhin ist jeder nichttriviale Teiler von m ebenfalls Produkt von Prim-
zahlen aus {p,,...,p,}. Damit besitzt jede Zahl & € {1,...,m}, die nicht teilerfremd zu
m ist, mindestens eine der Primzahlen p.,...,p, als Teiler, ist also Element einer der

Mengen

Es gibt daher genau

Zahlen aus {1,...,m}, die nicht zu m teilerfremd sind. Nun nutzen wir Satz 3 der Vor-

bemerkungen iiber Mengen, Abbildungen, Relationen aus. Wir wissen

|4, =2 1<i<k,
] pz
ANnA|l=-"T0 1<i<jlk
| ) Jl pi,pjl - J— bl
|4, N--NA, | =-—T : 1€, <+ <4, <k,
1 th-1 p'u --pik_l 1 —1
AN N4 | =—=
l 1 kl pl...pk
Das ergibt
k
m m k+l m
- = mn _ —e (-1
i= 1€i < j8k
- 1
1 1 k
= — = —_— -1
o(m) = m1- Y, §+ gt () g
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- 1 1
= m-g ) 1-p)

Dies ist die gewiinschte Darstellung von ¢ und wir erhalten den folgenden Satz:

Satz 25. Seim € N und seien Pyseoniy, die Primzahlen, die m teilen. Dann gilt :

e (m) = m(l——)---(l—%,;).

Beispiel. Fiir welches z € {1,2,...,14} gilt 4'°%*° = zmod 15 ?

10259 20518

Es ist ¢ (15) = 15(1 —%)(1 —%) = 8. Wegen 2° = 1 mod 15 und 4 = 2

10259

= (28)2564 2% folgt 4 = 2% mod 15. Alsoist z = 2® mod 15 und somit z = 4 die

gesuchte Losung.

Nun wenden wir uns Problem (2) zu und betrachten das System von Kongru-
enzen

N mod m,

(*) a, € {0,1,...,m3.—1}.
TEa, mod m,

Die Herleitung allgemeiner Losungskriterien gehort zum Bereich der Zahlentheorie,
weswegen wir uns hier auf den wichtigen Spezialfall beschrénken, dal m,...,m, paar-

weise teilerfremd sind.

Satz 26 (Chinesischer Restsatz). Sind m,,...,m, paarweise teilerfremd, so hat (*) die

Liosung

k ai
r = Tﬂl"' 7nk :E: ni?ﬁt.
: 3
i=1

Dabei ist n, € {0,...,m,~1} eindeutig durch

m “ . .mk
n, ——— = 1 mod m,

% m .
1

gegeben, i = 1,....k . Ist y eine weitere Losung von (*), so gilty =z + km,+--m, , k€ 2.
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Beweis. Sei i € {1,...,k}. Wiederholte Anwendung von Folgerung (a) ergibt, daff m,

m, - -m
k . . ; .
und —= : teilerfremd sind. Nach Satz 21 existieren dann Zahlen z,, ¥, € Z mit
T
M+ M
z.m, + — k y.=1,
2 m?, 2

woraus

My My

y,=1 mod m,
)

folgt. Sei n, die eindeutige Zahl aus {0,..m~1}, die n, = g, mod m, erfiillt. Wir erhal-

ten
m, ++m
1 &
T =1lmod m,,
T
und fiir
k
é;
T = ml mk Z nz.-n?
. I3
i=1
gilt dann
M, M
_ 1
T =En 4 mod m. ,
Tt . 2
%
also

z =, mod m, , i= 1,..k.

Darmit ist z Losung von (*). Ist y € Z ebenfalls Losung von (*), so folgt y =z mod m,,

i= 1,..,k , und weil die m, teilerfremd sind, erhalten wir mit Folgerung (e) von

H

Satz 21 y = zmod (m,---m,). N

Bemerkungen. (a) Der Beweis war konstruktiv, erlaubt also die Bestimmung von z.

Zur Berechnung der 7, kann dabei Satz 25 und Korollar 23 benutzt werden. Danach

ist ja




1.6 Anwendungen der Kongruenzrechnung

also

m,+ « + M, p(m)-1
n., = (—l—T-ﬁ———E) *  mod m,.
(b) Satz 26 besagt, dafl jede Zahl z ¢ {0,1,...,m --- mh—l} in eindeutiger Weise durch
das k—Tupel (a,l,...,ak) dargestellt wird. Solche Zahlendarstellungen sind fiir die In-
formatik interessant, weil sich die Rechenoperationen + und - auf die einzelnen

"Koordinaten" Gibertragen.

Beispiel. Wir suchen das kleinste £ € N mit

g =5mod 7
z =7 mod 11
7 =3 mod 13.

Esist m, =7, m, =11, m; = 13, also m, - m,-m, = 1001. Weiterhin gilt ¢ (m,) = 6,

¢ (m,) = 10 und ¢ (m,) = 12. Damit erhalten wir fiir die Zahlen n,n,,n,
n, = (11-18)° = (4-6)° = 8" = 5 mod 7, da 3%z 1mod 7
m, = (7-13)9 = ('Ir'-2)9 = 3° = 4 mod 11, da 3'° = 1 mod 11
n, = (7-11)" =12 2 12 mod 13, da 122 = 1 mod 13,
also n, =35, n, = 4, n, = 12, und fiir z ergibt sich

z =5.5-11.13 + 4-7-7-13 4+ 12-3 -7-11 = 8895 = 887 mod 1001.

Somit ist z = 887 und diese Zahl wird durch das Tripel (5,7,3) dargestellt.
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Kapitel 2 Vektorraume

§ 1 Vektorraume und Untervektorriume

Bisher haben wir algebraische Strukturen betrachtet, bei denen innere Ver-
kniipfungen, also Abbildungen A x A — A auf der Grundmenge A eine Rolle spiel-
ten. Nun wenden wir uns Mengen zu, auf denen neben einer inneren Verkniipfung
(Addition) auch eine #ufiere Verkniipfung (Skalarmultiplikation) erklért ist. Solche
Mengen haben wir in Kapitel 1 mit dem Ring K™ " der Matrizen, dem Polynomring
K[z] und den Losungsmengen L, homogener linearer Gleichungssysteme schon ken-
nengelernt. Es sind erste Beispiele fiir den zentralen Begriff der linearen Algebra, den

Vektorraum.

Definition. Es sei K ein Kérper. Ein K- Vektorraum oder auch Vektorraum iber dem
Kirper K ist eine Menge V zusammen mit zwei Abbildungen +: Vx V— Vund

- : K x V— V, wobei folgende Gesetze gelten:

(a) (V,+) ist eine abelsche Gruppe,

(b) a-(z+y)=¢az+ay fiir alle e € K, z,y €V,
(c) (a+b)z=az+bz firalle g,be K, z €V,
(d) a(b-z)=(ab)z fir alle ¢,b e K, z €V,
(e) 1-z=2 fiir alle € V.

Die Elemente von V heifien Vektoren, das Neutralelement von (V,+) ist der
Nullvektor und die innere Verkniipfung + heifit Vektoraddition.
Die Elemente von K werden Skalare genannt und die "dufere" Verkniipfung -

heiflt Multiplikation mit Skelaren .

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Im Fall K = R sprechen wir von einem reel-
len Vektorrawm, im Fall K = C von einem komplezen Vektorraum . Spielt der Korper K

keine Rolle, so sagt man statt K—Vektorraum auch kurz Vektorraum (VR).
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(b) Sowohl Vektoren als auch Skalare werden mit kleinen lateinischen Buchstaben
bezeichuet, insbesondere der Nullvektor mit o. Aus dem Kontext ist zu erkennen,

was Skalare und was Vektoren sind. Statt a-z schreiben wir einfacher a z .

(c) Das Axiom (e) hat den Zweck, die sogenannte triviale Multiplikation mit Skala-
ren auszuschlieflen, bei der @ £ = ¢ fiir jedes z € V und jeden Skalar a € K gesetzt

wird. Eine solche Definition wiirde zu keiner sinnvollen Theorie fithren.

(d) Es seien z -,%, endlich viele Vektoren aus V. Dann heifit jeder Vektor der Form

1
k

a, T+t a5, Kurzschreibweise: z G, T,
i=1

mit 4,...,4, € Keine Linearkombination der Vektoren z,,...,3, .

Beispiele. (a) V= K", n¢ N, ist mit den folgenden Verkniipfungen ein K—Vektor-
raum:

Addition: (a,,...,a_ ) + (b0 ) := (g, + b ,....6, + b ) fiir alle (a,...,a,) € K" und alle
(b,eb ) € KT,

Multiplikation mit Skalaren: ¢ (al,...,an) 1= (cal,...,ca,n) fiir alle ¢ € K, (al,...,an) e K"

1

(b) V=K™" m,ne N, ist mit den in § 1.4 erklirten Verkniipfungen ein K—Vektor-
raum.

Man beachte, dal K™" und K™" bis auf die Schreibweise iibereinstimmen.
Bemerkung zur Schreibweise. Die drei K~-Vektorraume K", K" und K™ unter-
scheiden sich nur durch die Schreibweise ihrer Elemente. Es ist fiir das weitere
praktisch, K” und K™ zu identifizieren, d.h. zu erlauben, daff n—Tupel wahlweise

auch als Spalten geschrieben werden kinnen (Spaltenvektoren):
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Begl_ggg_}ﬁl?g:ltgnghieibweige lassen sich z.B. die Vektorraumverkniipfungen einfacher
iberblicken, Da.gégen wollen wir M““1 und K*** auseinanderhalten, damit bei der

Matnzenmtﬂtlphka.tlon keine Mifiversténdnisse auftreten.

(c) Der Polynomnng ]K[X] wird ein K-Vektorraum, wenn die Multiplikation mit
Skalaren komponentenwelse erklart wird:

" ( UGy ) = (c ,ca ) fiir alle ¢ € K, fiir alle (y,q,,...) € K[X].
(d) Es seien A eine mchtleere Menge und V' = KA. Erldéren wir die Addition durch
(_f,g) — f+ g it (Ff+ g)(t) .= f{t) + g (t) fiir alle ¢ € A und die Multlphka.tlon mit
Skalaren durch (a,f) — of mit (aof )(£) = af (¢) fiir alle t € A, soist Vein K-Vek-

torraum.

(e) (leichte Verallgemeinerung von (d)) Es seien A eine nichtleere Menge und Vein

K -Vektorraum. Dann wird auch die Menge V‘A mit analog erklirten Verkniipfungen

ein K- Veltorraum. Da K selbst ein K—-Vektorraum ist, erhlt man fiir V= K wie-
A

der K

In den t'olgenden Be1sp1elen legen wir den uns umgebenden Raum zugrunde
und verwenden dJe Begnffe Punkt, Strecke, Linge, Richtung in ihrer anschauhchen
Bedeutung Eme genchtete Strecke des Anschauungsraumes, zeichnerisch durch ei-
nen Pfeil symboh51ert ‘ind deshalb auch Pfeil genannt, ist durch ihren Anfangspunkt
und ihre Spitze gekennzeichnet. Sie ist also nichts anderes als ein geordnetes Punkte-
paar.

' ."Sei- nun V die Méhge aller Pfeile im Anschauungsraum mit einem beliebigen,
aber festen Anfangspunkt O. Wir erkliren die Addition zweier Pfeile mit Hilfe der

"Parallelogrammregel”

(0,P) +(0,Q)

und die Multiplikation mit Skalaren wie folgt.
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Fiir ¢ > 0 ist ¢ (O,P) der Pfeil mit Anfangspunkt O, c—facher Linge und glei-
cher Richtung wie (O,P), fiir ¢ < 0 ist ¢ (O,P) der Pfeil mit Anfangspunkt O,
| e| ~facher Linge und entgegengesetzter Richtung wie (O,P) und fir ¢ = 0 ist
¢ (O,P) der Pfeil (0O,0).

Damit wird V zu einem reellen Vektorraum. Seine Elemente heiflen Ortsvekto-
Ten.

Die Menge aller physikalischen Krifte, die an einem festen Punkt O angreifen,

lafit sich durch diesen Vektorraum beschreiben. ‘

Nun legen wir wieder den Anschauungsraum zugrunde, betrachten aber dies-
mal alle moglichen Pfeile. Dabei wollen wir zwei Pleile (P,Q) und (R,S) als gleich
(dquivalent) ansehen, wenn sie durch eine Parallelverschiebung (Translation) inein-
ander iibergefiihrt werden konnen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Pfeile pa-
rallel, gleichlang und gleichgerichtet sind.

Die Punkte P des Anschauungsraums konnen als diejenigen speziellen Pfeile
(P,P) aufgefaft werden, bei denen Anfangspunkt und Spitze zusammenfallen. Jede
Aquivalenzklasse 56 von Pfeilen heifit dann Vektor ( freier Vektor im Gegensatz zu
den Ortsvektoren).

Addition und Multiplikation mit Skalaren wird mit Hilfe geeigneter Pfeile wie
bei den Ortsvektoren erkldrt. Diese Definitionen sind unabhingig von der Wahl des
Anfangspunktes O. Andere Anfangspunkte fiihren zu Figuren, die durch Parallelver-
schiebungen aus den alten hervorgehen.

Der so erkldrte reelle Vektorraum heiflt Vektorraum der Pfeilklassen oder der
freien Vektoren. Er hat den Vorteil gegeniiber dem Vektorraum der Ortsvektoren,
daB man mit den freien Vektoren leichter rechnen kann. So gilt z.B. fiir beliebige
Punkte P,@,R des Anschauungsraumes die "Dreiecksgleichung” P_Cj + ﬁ} + R_P) =

—
PP = o.

Bemerkung fiir Physiker. In der Physik treten viele Groflen auf, wie z.B. Geschwin-

digkeit, Kraft, Impuls, elektrische und magnetische Feldstirke u.s.w., bei denen es
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nicht geniigt, ihre Grofle bzw. Intensitit durch eine einzige Zahl anzugeben, sondern
bei denen auch die Angabe einer Richtung notwendig ist. Alle diese Gréfien werden
von den Physikern meist als Vektoren bezeichnet. In unserem Sinn ist dies nicht im-
mer ganz zutreffend. So sind z.B. zwei gleichgrofe, gleichgerichtete Krifte physika-
lisch gesehen durchaus etwas Verschiedenes, wenn sie an verschiedenen Punkten
angreifen. Damit sind es aber weder Ortsvektoren noch freie Vektoren, sondern Pfei-
le.

Zur Einlibung der Vektorraumaxiome wollen wir nun einige einfache Folgerun-

gen beweisen.

Satz 1. Es sei V ein K— Vektorraum. Dann gilt
(3) eo=0 firalleackK,
(b) 0z =0 firalezeV,
(c) aus az = o folgt stets a =0 oder z = o,

(d) (-1)z =—=z firallezeV.

Beweis. (a) ao=a(0+ 0)= a0+ ao. Darausfolgt 6 0 = 0.
(b) 0z=(0+0)z=0z+ 0z. Daraus folgt 0 z = o.
(c) Aus az =0,a#0,folgt o= a(az)=(a " a)z=1-z=1z.

(d) Auso=0z =(1-1)z =z + (-1) z folgt (~1) z = —z. n

Fiir den Rest dieses Paragraphen beschiftigen wir uns mit Teilmengen von

Vektorrdaumen, die selbst wieder Vektorraume sind.

Definition. Es seien V ein K—Vektorraum und U C V eine nichtleere Teilmenge.
U heifit Untervektorraum (Kurzschreibweise: UVR) von V oder (linearer) Unterraum
oder Teilraum, wenn U mit den auf U« U bzw. K x U eingeschrinkten Abbildun-

gen + und - ein K-Vektorraum ist.

Der Nachweis, dafi eine Menge U C V Untervektorraum ist, wird meist mit

dem folgenden einfachen Kriterium gefiihrt, das sich unmittelbar aus Satz 1.4 ergibt.
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Satz 2. Es seien V ein K—Vektorraum und U C V. Genau dann ist U ein Untervektor-
raum von V, wenn U nichtleer ist und wenn fir alle zyeUund alle o e K gilt: x4+ ye U

und ¢ 2 €U.

Beispiele. (a) Fiir jeden Vektorraum V sind V und {o} triviale Untervektorriume

von V.

(b) Die Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems tiber K mit »
Unbekannten ist ein Untervektorraum von K". Die Lésungsmenge eines inhomoge-
nen linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten ist dagegen kein Untervektor-

¥
raum von K",

(c) Es seien A eine nichtleere Menge und ¢ ¢ A. Dann ist {f¢ K4 | £(t)= 0} ein Un-
tervektorraum von K4 , aber {f¢ ]KAI f(t) = 1} ist kein Untervektorraum von K4,

Mit Hilfe von Satz 2 folgt unmittelbar:

Korollar 3.  Der Durchschnitt beliebig vieler Untervektorrdume von V ist ein Untervek-

torraum von V.

Nach diesem Korollar gibt es zu jeder Teilmenge 4 C V einen "kleinsten" Un-
tervektorraum von V, der A enthilt, ndmlich den Durchschnitt aller Untervektor-
rdume von V, die A enthalten. Wir geben diesem neuen Untervektorraum einen be-

sonderen Namen.

Definition. Es seien V ein K—Vektorraum und A C V. Dann heifit

[A] = ﬂ U

UUVR von V
ACU

die lineare Hille von A. Ist 4 = {ml,...,:z:k}, so schreiben wir fiir [A] auch [zl,...,n:k]
und sagen, daB die Vektoren z,...,z, den Untervektorraum [wl,...,mk] erzeugen oder

1

auch
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aufspannen. Ist U ein Untervektorraum von Vmit U = [A], so heifit A Erzeugenden-

system von U.

Beispiele. Die lineare Hiille des Vektorraumes Vist V selbst, die lineare Hiille der
leeren Menge ist {0} und die lineare Hillle eines Vektors z €V ist der Untervektor-

raum {¢ z | ¢ € K} von V.

Die lineare Hiille einer Teilmenge eines Vektorraumes 188t sich auch noch an-

ders darstellen.

Satz 4. Es seien V ein K- Vektorraum und @ # A C V. Dann ist [A] die Menge aller

Linearkombinationen von Vektoren aus A.

Beweis. Sei U die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus A. Mit Hilfe
von Satz 2 iiberzeugt man sich leicht, daB U ein Untervektorraum von V ist. Wegen
A ¢ Ufolgt somit [A] C U. Umgekehrt gilt A C [4] und da [A] ein Untervektorraum
ist, folgt aus Satz 2 sofort, daf} alle Linearkombinationen mit Vektoren aus Ain [A]

liegen. Also gilt auch U c [4]. n

Bemerkung. Enthilt A den Nullvektor, so bendtigt man zur Beschreibung von [A]
nicht alle Linearkombinationen von Vektoren aus A4, sondern nur diejenigen, bei de-

nen die Summe der Koeffizienten konstant ist. Seien also 0 € 4 und ¢ € K. Dann gilt:
k k
[A] = { 2 o2, kEN, a,...,0 € K, z,,...,3, € 4, 2 g, =c}.
1=1 ;=

Beweis. Die Menge rechts vom Gleichheitszeichen ist nach Satz 4 in [A] enthalten.
Umgekehrt liegt jede Linearkombination ¢ = a z, +---+ ¢ 2 = von Vektoren aus

Awegen z=¢ ¢ +--++a 7 + (c—a, — = a_) o auch in der rechten Menge.

Also gilt Gleichheit. n
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§ 2 Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit

Der Nullvektor 148t sich stets als Linearkombination von k Vektoren Ty
darstellen, denn es gilt immer 0 =0z +--++ 0 .. Gibt es neben dieser trivialen Li-

nearkombination auch eine nichttriviale o = G T+t 4 T mit Skalaren ayyenslly s

die nicht alle Null sind, so wollen wir dieser Eigenschaft der Vektoren z,...,z, einen

besonderen Namen geben.

Definition. Es seien V ein K—Vektorraum, k¥ € N und z,,..,z, €V. Die Vektoren

T

Dy heiflen linear abhingig, wenn es Skalare a,,...,a, gibt, die nicht alle Null sind,

sodal @, z, +---+ 0,3, =0 gilt. Die Vektoren z,,...,2, heifien linear unabhingig, wenn

1
fir alle a,,...,a, € Kgilt: Aus o) 2, ++--+ a2, =0 folgt stets a, = 0,..., g, = 0.

Bemerkungen. (a) & Vektoren z,,...,z, €V sind stets entweder linear abhingig oder

linear unabhingig.

(b) Ist einer der Vektoren z,...,z, der Nullvektor, so sind sie linear abhingig.

e

Ebenso, wenn zwei der Vektoren By By gleich sind.

(c) Die Vektoren z,,...,, , k2 2, sind genau dann linear abhingig, wenn einer von
ihnen Linearkombination der restlichen ist. Der Vektor z ist genau dann linear ab-

hingig, wenn er der Nullvektor ist.

Die folgende Bemerkung ist nicht so direkt einzusehen. Wir werden sie des-

halb beweisen. Es liege folgende Situation vor:

(d) In dem K-Vektorraum V seien k Vektoren g,...,z, gegeben sowie m Linear-

kombinationen

i=1 i=1

Wir wollen feststellen, ob y,,...,y_ linear unabhingig oder linear abhingig sind. Hier-

m
zu machen wir den Ansatz L tj Y=, tj € K, und erhalten
j=1
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k k m

*) 0 = th!.’j = th(zaij$é) = Z( AMES

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

Also gilt, falls die Vektoren ...,z linear unabh#ngig sind:

Die Vektoren Yoy, 3US V sind genau dann linear unabhéngig, wenn die

Spaltenvektoren
a /2
11 im
A ke A k
y=| : €K oy, =] ¢ |€ K
@1 ®em

linear unabhingig sind.

Beweis. Weil z,...,z, linear unabhingig sind, erhalten wir aus den obigen Glei-

Eom
t; 0= 0 fiir = 1,...,k, und umgekehrt hat dies X (Z t; a Yz, =0

m
chungen X i i
j= i=14=1 7 ¥

j=1

m A k
z tj y;=0E€ K". Daraus folgt

m
zur Folge. Also ist X
T j=1

t.y.= o €V &quivalent mit

unmittelbar die Behauptung. u

Satz 5. In jedem Vektorraum sind m Linearkombinationen von k Vektoren ..., %, stets

linear abhiingig, fallsm > k+ 1.

Beweis. Es seien

k

y; = 2 8Ty j=1,...,m,

i=1
beliebige m Linearkombinationen der Vektoren z,...,z,. Wegen k < m hat das homo-

gene lineare Gleichungssystem

t, G+t b O = 0

nach Satz 1.18 eine nichttriviale Losung (tl,...,tm) e K™ Aus der obigen Gleichung
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(*) folgt dann unmittelbar die Behauptung. "

Wie kann man nun die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit im konkre-
ten Fall nachpriifen? Wir ziehen dazu unsere Kenntnisse {iber das Losen linearer

Gleichungssysteme heran.

Beispiele. (a) In dem reellen Vektorraum V = R* seien die Vektoren

2 1 -2
c = |3 g =0 .
1- | 1" 1] 3T |1
4 2 1
gegeben. Sind z.,z,,7, linear unabhingig? Der Ansatz
2 1 -2 0
-3 0 1j1_10
Gl 1|t % 1|t%|-1|T |0
4 2 1 0
fithrt auf das homogene lineare Gleichungssystem
20, + @, 2a, = 0
—3a, + + 6, =0
e, + a,— 4, 0
4a, + 20, + 05 = 0
Wir wenden den Gaufischen Algorithmus an:
11 -1 ]_2 1 1 -1
2 1 -2 3|, _, |01 0 ]3
-3 0 1 0 3 -2 -2
4 2 0 -2 5
1 1 - 1 1 -1
. 0 -1 o) _, (0 1 0
0 -2 ] 5 0 0 1
0 0 5 2 g ¢ 0
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Aus der Treppennormalform erhalten wir der Reihe nach a,=0,a,=0,4a =0 So-

mit sind die Vektoren By Ty linear unabhingig.

(b) Es seien Z,, T, T,, %, linear unabhingige Vektoren eines reellen Vektorraumes V

und
¥y, = z, — 2:1:2 + 5 1,
Yy = 2z, + 3:r;2 - T, = 3m4

1
Y, = 17ac1 — 10z, + iz, + 2,

L)

Sind die Vektoren y,, y,, Yy, Y, €V linear unabhingig? Dazu priifen wir nach, ob die

Spaltenvektoren

1 4 2 17
-2 ) 3| [-10]
1o of ]-1| ] ul R
-1 4] |-3 1

linear unabhangig sind. Dies ist nicht der Fall, da das entsprechende lineare Glei-
chungssystem mit a, =17 a,=15 a, =18 und a, = 1 nichttrivial losbar ist. Also gilt

Ty +18y, +18y, +y, =0 und y., y,, ¥y 9, sind linear abhingig.

Fiir die folgenden Uberlegungen ist es notig, die Begriffe der linearen Ab-
hingigkeit bzw. Unabhiingigkeit auf unendlich viele Vektoren zu {ibertragen. Die
Verallgemeinerung einer endlichen indizierten Anzahl von Vektoren wére eine un-
endliche (indizierte) Familie von Vektoren. Wir wollen die obigen Definitionen aber

nur auf beliebige Mengen von Vektoren libertragen.

Definition. Es seien V ein K~Vektorraum und A € V. Die Menge A heifit linear ab-
hingig, wenn es (paarweise) verschiedene Vektoren z,...z, € 4, k€ N, gibt, die

linear abhingig sind. Ist A nicht linear abhéngig, so heifit A linear unabhingig.

Bemerkungen. (a) A4 ist genau dann linear unabhéngig, wenn A = @ oder wenn

A ¢ @ und fiir jedes k € IN alle paarweise verschiedenen Vektoren z,,...,#, € 4 linear

1

unabhingig sind.



2.2 Lineare Abhingigkeit und Unabhangigkeit 101

(b) Ist A endlich mit m Elementen, 4 = {z,,..,z_}, m € N, so gilt: A ist linear

abhingig (linear unabhingig) genau dann, wenn z.,...,z,, linear abhingig (linear un-

17
abhingig) sind.

(c) Enthilt 4 den Nullvektor, so ist A linear abhéngig.

(d) Jede Obermenge einer linear abhingigen Menge ist linear abhangig. Jede Teil-

menge einer linear unabhingigen Menge ist linear unabhéngig.

Die folgenden zwei Bemerkungen sind wieder nicht so direkt einzusehen, wes-

halb wir sie beweisen.

() Aist genau dann linear abhiingig, wenn es einen Vektor z€ A gibt mit
[4] = [A\ {z}].

Beweis. Ist A linear abhingig, so gibt es k paarweise verschiedene Vektoren
z,,48, € A, k€ N, die linear abhingig sind. Fiir £ =1ist , = o und [4 \ {z;}] =
[A]. Fiir & » 2 ist einer der Vektoren z,,...,z, eine Linearkombination der anderen.
Sei dieser Vektor etwa z,. Ersetzen wir in jeder Linearkombination von Vektoren aus
4, in der z, vorkommt, diesen Vektor durch die Linearkombination der Vektoren
Tyy--,3y » SO erhalten wir [4] ¢ [A\ {z,}] und somit [4] = [A\ {z,}].

Umgekehrt existiere ein Vektor z € 4 mit [A] = [4\ {z}]. Ist A\ {z} =, s0
ist [4\ {z}] = {0}, also z = 0. Nach (c) ist A dann linear abhangig. Ist A\ {z} + 9,
so ist z nach Satz 4 eine Linearkombination von Vektoren z.,..,z, € 4 \ {z}, von
denen wir o.E. annehmen konnen, daf sie paarweise verschieden sind. Dann sind z,
T

...,Z, ebenfalls paarweise verschieden und auBerdem linear abhingig. Also ist auch
R P

A linear abhingig. u
(f) Essei z¢€ V. Ist A linear unabhingig und z ¢ [4], so ist A U {z} ebenfalls linear

unabhingig. Umgekehrt folgt aus der linearen Unabhsngigkeit von 4 U {z} und
z¢ A, daB A linear unabhingig ist und z ¢ [A].

Beweis. Wir beweisen nur die erste Behauptung und iiberlassen die zweite als

Ubung. Aus ¢ ¢ [A] folgt zunichst z # o. Seien nun g,,...,z, paarweise verschiedene
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Vektoren aus 4 U {2} und @) 7 +-+-+ ¢, 1,

gilt z.€ 4, i=1,...,k, und aus der linearen Unabhéngigkeit von 4 folgt a, = +-- = ¢,

= 0 . Sind alle z, von # verschieden, so

= 0. Ist etwa z, = ¢, so muf} ¢, = 0 sein, da sonst z € [A] wire. Dann folgt wie zuvor,
daf auch g, = -+- =a, . = 0gilt. u

Beispiele. (a) Seien V=K"und 4 = {e)-- € } mit

I'O'

0
e. :=11] — i-te Stelle.
0

A ist linear unabhéngig, denn aus o=a e +---+ ¢_e_folgt
[ ?1 ] 1 0 l
¢ 0
1]

(b) In V= K[X] betrachten wir die Teilmenge 4 = {p, | p,= X', ie No}.

alsog, =-.- =g =0.
1 n

Es seien k& € N, BBy By < gy << g, endlich viele verschiedene

Vektoren aus 4 und e by teeeta, p =0 Dann folgt

(O,...,O,ai ,0,...,0,a.

1 iy e 00y 05) = (0,0,..)

und somit g, =rr=0, = 0. Also ist A linear unabhingig.
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§ 3 Basis und Dimension

In einem Vektorraum V sind besonders jene linear unabhingigen Mengen 4
wichtig, die die Eigenschaft haben, da8 sich jeder Vektor aus V durch Vektoren von

A linear kombinieren 1a3t.

Definition. Es sei Vein K-Vektorraum.

(a) Ein Erzeugendensystem A4 von V heifit minimal, wenn keine echte Teilmenge von
A Erzeugendensystem von Vist.

(b) Eine Iineaf unabhingige Teilmenge A C V heifit mazimal, wenn in V jede echte
Obermenge von A linear abhingig ist.

(c) Jedes linear unabhingige Erzeugendensystem von V heifit Basis von V.

Der Zusammenhang zwischen den obigen Definitionen wird im folgenden Satz

hergestellt.

Satz 6. Es seien V ein K—Vektorraum und B eine nichtleere Teilmenge von V. Dann
sind folgende Aussagen Gquivalent:

(a) B ist Basis von V.

(b) B ist minimales Erzeugendensystem von V.

(c) B ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V.

(d) Jeder Vektor z € V ist Linearkombination paarweise verschiedener Vektoren aus B,
und jede derartige Linearkombination ist eindeutig, d.h. aus

k

k
T = Za.m. = Zb.m.
t 2 T 1
1 =1

1=1

ML Gy, byyens by € K, z,.,8€ B folgt a, =b,.., g, = b, -

I 100

Bemerkung. Fiir B = @ sind (a), (b), (c) dquivalent (Ubungsaufgabe).

Beweis. (a) = (b): B ist nach Voraussetzung ein Erzeugendensystem von V. Ist B

nicht minimal, so gibt es eine echte Teilmenge A von B, die Erzeugendensystem von
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Vist. Fiir 4 = @ erhalten wir V = {0} und damit B = @ im Widerspruch dazu, daf 4
echte Teilmenge von B ist. Also ist A # @. Dann gibt es einen Vektor aus B \ 4, der
Linearkombination von Vektoren aus A ist, und B ist linear abhingig im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

(b) = (c): B ist linear unabhingig. Anderfalls existiert ein Vektor z € B mit
[B] = [B\ {z}] und B ist nicht minimal. B muB auch maximale linear unabhéngige
Teilmenge von V sein, da es sonst in V eine echte Obermenge A von B gibt, die linear
unabhiingig ist, und somit einen Vektor z € A4 \ B, der keine Linearkombination von
Vektoren aus B ist, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

(c) = (d): Esist V = [B]. Anderfalls existiert ein Vektor z € V, z ¢ [B] und
BU {z} ist eine echte linear unabhingige Obermenge von B und B ist nicht maximal.
Daher ist jeder Vektor z € V Linearkombination paarweise verschiedener Vektoren
T,y Ty AUS B. DaB die Linearkombination eindeutig ist, folgt unmittelbar aus der
linearen Unabhingigkeit der Vektoren z,...,z,.

(d) = (a): Bist offensichtlich Erzeugendensystem von V. B ist auch linear un-
abhingig. Seien némlich z,,...,z, paarweise verschiedene Vektoren aus B, d.,...,a; € K

und ¢, T, +--++ @, T, = 0. Daauch0z +---+0z =0 gilt, folgt aus der Eindeutig-

keit o, = 0,..., a, = 0. ]

Bemerkung. Die Aussage (d) in Satz 6 kann verallgemeinert werden:

Es seien B eine Basis von ¥V und TpeesT sowie ¥ .., Y, jeweils paarweise ver-
schiedene Vektoren aus B. Ist z € V eine Linearkombination sowohl von z,,...,2, als
auch von y,,....,y_ , S0 sind in beiden Linearkombinationen die vom Nullvektor ver-

schiedenen Summanden bis auf die Reihenfolge gleich.

ol

m
Beweis. Sei z= 2 a.2. = = b.y. und oB.dA a #0,b,#0firi=1,.kund
i=1 * Y g=1 1 ’ !

g=1,...,m. Wire {ml,...,mk} g {yl,...,ym} = @, so folgte, daB z,...,%, ¥p»-¥, paarweise
k m

verschieden sind, und wegen %L a .z, — L bJ. y; =0 erhielten wir ¢, =-+.= ¢, = 0,
i=1 i=1
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b =--+=1b =0, also einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Seien also 0.B.dA. z = y,.,2 = Y, 1 <1<k 1< m und die restlichen
Vektoren paarweise verschieden. Ist | < m, so sind Ty Y ¥ paarweise

k m
verschieden und linear unabhingig. Aus & g,z = L bJ. y; folgt dann b, | =-+-=
i=1 j=1

b =0, ein Widerspruch. Also ist /= m, und analog zeigen wir auch /= £

b. z. . Daraus folgt schliefllich

!
PR A

l
Damit gilt k=m=1,also z= L qa g =
i=1 J

a.=b firi=1,.,1. N
[ ]

Beispiele. (a) Im Nullraum V= {0} ist @ Basis.
(b) In K" ist B = {el,...,en} eine Basis: B ist linear unabhingig; dies haben wir

schon gezeigt. Bist auch Erzeugendensystem von K" :

e K* gilt =z = 2 a,e, .

¢ 1=1

g
Fir z = | :
4
Also ist B Basis von K" B heifit Standardbasis oder kanonische Basis von K". Ent-
sprechend definiert man die Standardbasis des Vektorraumes K™,
(c) Selen V=K[X] und B={p, | p,= X', i€ No}.
B ist, wie wir schon wissen, linear unabhingig. B ist auch Erzeugendensystem
von V. Dies zeigt man wie in Beispiel (b).
(d) Sei V= KA . Hier kinnen wir keine Basis angeben, falls | A| = o0. Ist beispiels-
weise 4 = N, so ist KA die Menge aller Folgen (al,aQ,...) mit Elementen aus K. Die
Menge

{(0,0,.,0,1,0,..)] i€ N}
-te Stelle

ist zwar linear unabhingig, aber sie ist kein Erzeugendensystem von IKIN.
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(e) Seien V= R* und

[ e Y ]

SEL

A ist linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem von V, da sich der
Standardbasisvektor e, nicht aus den Elementen von A linear kombinieren 1&8t. Das
entsprechende inhomogene lineare Gleichungssystem besitzt ndmlich keine Losung.

Wegen ¢, ¢ [4] ist A U {e,} linear unabhingig und wegen Satz 5 auch maxi-

mal, also eine Basis von V.

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann es in einem Vektorraum mehrere Basen ge-
ben, man kann also nicht von der Basis sprechen. Unabhéngig von der speziellen

Wah! einer Basis ist aber die Anzahl ihrer Vektoren. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 7. Es seien V ein K~ Vektorraum und B, B' Basen von V. Dann gilt | B| = | B'|.

Beweis. Fiic B = @ ist V = {0} und somit B' = @. Entsprechend folgt aus B' = &,
daB auch B = @ gilt. Ist |B| = &k, k € N, so muB B # & sein, und wegen Satz 5 gilt
| B'| ¢ k. Daraus folgt wiederum wegen Satz § | B| < | B'[, insgesam?t also |B| = | B|.
Entsprechend schlieBt man im Fall |B'| =k, k€ N. Fiir |B| = | B'| = oo ist nichts

zu beweisen. u

Wir wollen uns nun dem Problem zuwenden, ob es in jedem K—Vektorraum V
eine Basis gibt. Wir wissen auf jeden Fall, daB in Vein Erzeugendensystem existiert,
nimlich V selbst. Gibt es dann auch ein minimales Erzeugendensystem in V'? Dazu

unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall : In V gibt es ein endliches Erzeugendensystem.
2. Fall : Jedes Erzeugendensystem von Vist unendlich.

Im ersten Fall kénnen wir jedes Erzeugendensystem von V zu einer Basis von

V "abmagern". Wie das geht, zeigt der folgende Satz.
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Satz 8. Es seien V ein K—Vektorraum und A' C V ein endliches Erzeugendensystem von
V. Dann gibt es zu jedem Erzeugendensystem A wvon V eine endliche Teilmenge B C A, die
Basis von V ist.

Beweis. Da jeder der endlich vielen Vektoren aus 4' Linearkombination von endlich
vielen Vektoren aus A ist, gibt es eine endliche Teilmenge 4, C 4, die Erzeugen-
densystem von Vist. Ist Al minimal, so sind wir fertig. Ist dies nicht der Fall, so gibt
es eine echte Teilmenge 4, C A, die Erzeugendensystem ist. Nach maximal lA1|
Schritten erhalten wir so in V ein endliches Frzeugendensystem B C A, das auch

minimal ist, also eine Basis von V. u

Korollar 9. Es seien V ein K- Vektorraum, B eine Basis von V und A ein Erzeugenden-
system von Vmit | A| = | B| < oo. Dann ist A ebenfalls eine Basis von V.
Beweis. Nach Satz 8 gibt es eine Teilmenge B' von 4, die Basis von V ist. Nach

Satz 7 gilt | B'| = | B|. Somit folgt | B'| = | A| und schliefilich B' = 4. R

Im zweiten Fall ist die Vorgehensweise aus dem Beweis von Satz 8 unbrauch-
bar, da sie immer wieder zur Ausgangssituation eines unendlichen Erzeugenden-
systems zuriickfithren kann, das noch nicht minimal ist. Hier gibt es kein konstrukti-
ves Verfahren, das von dem unendlichen Erzeugendensystem 4 ausgehend zu einer
Basis fithrt, aber man kann mit Hilfe des Zornschen Lemmas (siehe S. 26) auch in
diesem Fall die Existenz einer Basis B C A beweisen. Wir verzichten hier auf einen
Beweis, da wir das Zornsche Lemma gleich bei dem Gegenstiick von Satz 8, dem
Basiserginzungssatz, verwenden werden.

Zunichst geben wir aufgrund der vorstehenden Uberlegungen folgende Defini-

tion.

Definition. [Es sei V ein K—Vektorraum. Besitzt V ein endliches Erzeugenden-
system, so heiBt V endlich dimensional und die allen Basen von V gemeinsame Anzahl
n € No der Elemente heifit die Dimension von V. Schreibweise: dim V < oo bzw.
dim V = n. Hat V kein endliches Erzeugendensystem, so heifit V unendlich dimen-

sionel und wir schreiben dim V = 0.
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Bemerkung. oo ist nur ein Symbol. Es ist aber praktisch, oo als "unendlich grofie"
Zahl aufzufassen und folgende Vereinbarung zu treffen:

00+ 00 =00, 00+ ¢ := o0 firalleae R.

Satz 10 (Basiserginzungssatz). Es seien V ein K—Vektorraum und A C V eine linear
unabhingige Teilmenge. Dann gibt es eine Basis von V, die A enthilt.

Beweis. Ist A maximal, so ist A eine Basis von V. Ist A nicht maximal, so gibt es
eine echte linear unabhingige Obermenge Al von 4.

Ist dim V= n < o0, so gilt wegen Satz 5 |A1| < n. Nach hochstens n Schritten
erhalten wir so eine linear unabhingige Obermenge B von 4 mit |B| = n . Da jede
echte Obermenge von B wegen Satz 5 linear abhingig sein muf, ist B maximal und
somit eine Basis von V.

Ist dim V = oo, so fiihrt dieses Verfahren nicht zum Ziel. Hier miissen wir uns
mit einem nichtkonstruktiven Existenzbeweis begniigen, der mit Hilfe des Zornschen
Lemmas gefiihrt wird: Wir betrachten dazu das Mengensystem

M = {A'|AcC A'c V, A'linear unabhingig}
A ist beziiglich der Inklusion C eine geordnete Menge. Um das Zornsche Lemma an-
wenden zu konnen, miissen wir zeigen, daff jede beziiglich C totalgeordnete Teil-
menge 4 von J eine obere Schranke C' in . besitzt. Wir wahlen
o= |
Ale S
Dann ist A € C € V, und Cist linear unabhingig: Fiir C = @ ist dies klar. Fiir C'# &
selen z,,...,2 beliebige, paarweise verschiedene Vektoren aus C. Nach Definition von
C gibt es Mengen A € 4 mit z, € A fiiri= 1,...,k. Da 4 totalgeordnet ist, gibt es
unter den £ Mengen A{""’AIL eine Menge A= Ai’o mit 4; C A fiir i = 1,...,k Somit gilt
Ty By, € ,2.‘, und weil A linear unabhingig ist, sind es auch die Vektoren Tpyeen By, -

Also ist Clinear unabhingig und damit ein Element von . Da offensichtlich AlcC
fiir alle A’ € 4 gilt, ist C auch obere Schranke von /.

Nach dem Zornschen Lemma existiert nun in ./ ein maximales Element B,
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d.h. B ist linear unabhingig, es ist A ¢ B und aus B C A’ fiir A’ ¢ A4 folgt stets
B = A'. Damit ist B auch eine maximale linear unabhsngige Teilmenge von V, aiso

eine Basis von V. n

Bemerkung. Jeder K—Vektorraum V besitzt eine Basis B. Es ist dim V= | B|.

Korollar 11. Es seien V ein endlich dimensionaler K —Vektorrawm, B eine Basis von V
und A C V eine linear unabhingige Teilmenge mit |A| = | B|. Dann ist A ebenfalls eine
Basis von V.

Beweis. Nach Satz 10 gibt es eine Basis B! von Vmit 4 ¢ B'. Dann gilt |4| = | B| =
| B'| und somit A = B". |

Der nichste Satz zeigt, daf die Dimension eines Untervektorraumes hochstens

so grof} sein kann wie die des Vektorraumes selbst.

Satz 12. Es seien V ein n—dimensionaler K- Vektorraum und U C V ein Uniervektor-
raum. Dann gilt:

(@) dm U < n.

(b) Genau dann st dim U= n, wenn U= V.

Beweis. (a) Sei A eine beliebige linear unabhéngige Teilmenge von U. Nach Satz 10
kann A zu einer Basis B von V erginzt werden. Dann gilt A € Bund |4| < n. Somit
gibt es auch eine maximale linear unabhéngige Teilmenge 4 C U, die nach Satz 6 Ba-
sis von Uist. Daraus folgt dim U < n.

(b) Seien dim U = n, B eine Basis von Uund z ¢ V. Gilt z ¢ [B], soist BU {z} linear
unabhiingig, ein Widerspruch zu Satz 5. Also ist V' ¢ [B] = Uund damit V = U. Die
umgekehrte Richtung ist trivial. u
Bemerkung.  Fiir unendlich dimensionale Vektorraume V ist die Ungleichung
dim U< dim V trivial, aus dim U=dim V folgt aber nicht U = V.

Beispiel. Im R® seien die Vektoren

1 ) 3 -1

2 -1 —4 8

z = |-1 .= 1|, z,=| 3|, z,=]|-5
N PR R L I R
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gegeben und es sei U= [z,,...,z].

z, eine Basis von U finden. Dazu prii-

(a) Wir wollen unter den Vektoren z,,...,3,

fen wir zunéchst nach, ob die Vektoren z,,...,5, linear unabhéngig sind. Der Ansatz

1
ala:1+a2:z;2+a,3:z:3+a,4w4 = 0

fithrt auf ein lineares Gleichungssystem mit der zugehdrigen Matrix

12 3—1]_2
1

2 -1 -4 8 1
~1 1 3 -5 1
-1 2 5 -6
-1 -2 3 1 d

mus:

1 2 3 -1 1 2 3 -1]

0 -5 -10 10/]:-5 0 1 2 -2

0 3 6 =6 3]'1_4—> 0000]21

0 4 8 -7 0 0 0 1]

0 06 0 0 0 0 0 0
(1 2 3 o‘] |1 0 -1 0]
0o 1 2 of472 0l1 2 o0

— |o o o 1 — o 0 0| 1
0 0 0 0 6 0 0 0
0 0 0 o0 0 0 0 0]

Anhand der Normalform sehen wir, daB z, %,, ¢, linear unabhingig sind, weil

das lineare Gleichungssystem e, z, + @, 7, + ¢, 7, = ¢ nur trivial l6sbar ist, und

weiter, daB z, Linearkombination von z

A A ist, weil das lineare Gleichungssystem

b z +b,z, = z, 1osbar ist. Also gilt U= [2,, 2,, ¢,] und {z,, 2, z,} ist Basis von
U

(b) Wir wollen eine méglichst einfache Basis von U finden, indem wir die Vek-
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toren z,...,%, durch geeignete Linearkombinationen ersetzen. Zur praktischen Durch-

1

fithrung schreiben wir die Vektoren Ty;-Z, in die Zeilen einer Matrix und wenden

wieder das Gaufische Verfahren an.

(1 2 -1 -1 -1] 1 9 -1 -1 -1
2 -1 1 2 -2 0 -5 3 4 0
3 4 3 5 -3} 7 o -10 6 8 0
-1 8 -5 -6 1 0 10 -6 -7 0
(1 2 -1 -1 -1 1 2 -1 0 -1]
0 1 -3/5 —4/5 O 0 1 -3/5 0 O
— lo o 0 o ol — o o 0 1 0
0 0 0 10 0 0 0 0 0
(|1 0 15 0 -1
0|1 -3/5 0 0
— 0 0 0 |1 0
0 0 0 0 0
Also ist
1 0 0
0 1 0
U=1] 1/s |,|-3/5 |,| 0]]
0 0 1
-1 0 0
v [N——
Uy U Uy

Die Vektoren u,, u,, u, bilden eine Basis von U, denn sie sind auch linear un-

abhingig: Aus a, u, + a, U, + G, v, =0 folgt némlich a, = ¢, = ¢, = 0.

Das in den beiden vorangehenden Beispielen angewendete Verfahren soll nun
allgemein dargestellt werden. Insbesondere soll gekldrt werden, wie sich die elemen-

taren Zeilenumformungen auf die Spalten bzw. Zeilen einer Matrix auswirken. Sei
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611 ..... aln
A= . . EKm’xn
a. ..... G.
ml mn

Zu A kann man zwei Systeme von Vektoren aus K™ bzw. K" betrachten. Zu-

nichst bilden die Spalten

n Vektoren im K™. Sie spannen einen Untervektorraum U C K™ auf, U= [31""’311]'

Dann bilden auch die Zeilen von A, wenn man sie als Spaltenvektoren schreibt

in t“Lﬂrm

m Vektoren im K". Sie spannen einen Untervektorraum W C K" auf, W = [zl,...,zm].

Fiir die Matrix A gilt somit

Sei nun A die beim GauBschen Algorithmus durch Anwendung von Zeilenum-

formungen entstehende Endmatrix, also die Gaufische Normalform von A, und seien

~ ~N
Sy, bzw. z,...,2

w2

]
m

die zugehbrigen Spalten— bzw. Zeilenvektoren. Wir wollen itberlegen, welcher Zusam-
menhang zwischen den Spaltenvektoren 2 und 3}. , § = 1,...,n, bzw. den Zeilen-

vektoren z, und %, ¢=1,...,m, besteht.

Satz 13. Bsist [Z,,...,2, ] = W und diejenigen Vektoren %, , welche vom Nullvektor ver-

schieden sind, bilden eine (besonders einfache) Basis von W.
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Beweis. Da A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen aus A entstanden

ist, sind die Vektoren Zz Em Linearkombinationen der urspriinglichen Vektoren

1

2%, Also gilt [Z,..,2 ] € W. Da jede der angewendeten Zeilenumformungen

11
wieder riickgingig gemacht werden kann, ensteht umgekehrt A durch endlich viele

Zeilenumformungen aus A. Somit sind die Vektoren 2y, Linearkombinationen

der Vektoren %,,..,% undesgilt W c [Z,..,7_].

1 [ R |
Weiterhin erkennt man aus der Gestalt der Normalform

[0 --- 0 | 1 % »«« %0 % +++ %0 % +» O % «oo % 0 % c00 %]
O veenennennnnn 0| 1% -o0 £0% - O % «ov % 0 % «ov %
R TIEIEITEI, ol1s.. ¥ Dl 2
» 0% eee % 0 % *
D I T 0| 1% ¢+ % 0 % %
0 + v v e nnannnnnrertererreeaaan e s 0 * %
0 TS 0
m—k
0 e 0

unmittelbar, dafl die ersten & Zeilen linear unabhingig sind. Das sind aber genau die

Vektoren Ez. , die von o verschieden sind. u

Nicht ganz so einfach ist der Zusammenhang zwischen den alten und den neu-
en Spaltenvektoren, denn im allgemeinen ist der Untervektorraum [3’1,...,3n] von U

verschieden. Es gilt aber:

Satz 14. Esistdim [§,,..,5 | = dim U. Diejenigen Vektoren 85 rmeniS s deren Indizes
Jypeendy € {L,e,n} zu den " Treppenstufen” in Vi gehoren, die also bei dem GauBschen Al

gorithmus in Vektoren der Standardbasis

~n _ S -
§; T €y 5=

iibergehen, bilden eine Basis von U.
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Beweis. Wir betrachten die linearen Gleichungssysteme 4 y = o bzw. A Yy = 0,
y=(y,-y,) € K", die wir in der Form

ylsl+---+ynsn=o bzw. Yy, s, + -ty 8, =0

schreiben. Sie haben dieselbe Losungsmenge. Aus der Gestalt von A ergibt sich, daf}
die Y; mit j# {j;,...,j,} beliebig gewshlt werden kbnnen. Damit ist jeder Vektor ; mit
j ¢ {j,.j} Linearkombination von 8 iy und ebenso jeder Vektor EJ. mit
J £ {4,-J,} Linearkombination von gjl"”’gjk' Also gilt

~ ~

U= [sjl,...,sjk] bzw. [5,,..,8 ] = [sjl,...,sjk]

und die Vektoren 5. ,....3. sind linear unabhingig. Ist 7. s. +--- . 8§ =0
i1 hingig Y11 %n LA Yin %in !

Ypri¥y € K, so ist

y': (07"'?0)yj1 50?"’107yj2?“'1“'?yjk70?"'30)
Mmytmandd [OVa)
jlmte Stelle jk-te Stelle

Lésung von 4 y = o also auch von A y = 0. Damit folgt aber sofort Yy ==Y, T 0.
Die Vektoren SpraS sind daher linear unabhingig und bilden eine Basis von U.
Somit gilt auch dim U= dim [sjl,...,sjk] = dim [3,,...,5 ]. |
Zusammenfassung.  Es seien m Vektoren z,,...,z_ € K" gegeben und es soll der
Untervektorraum U= [z,,..,z ] C K" untersucht werden.

Ist man an einer Basis von U in "Treppenform" interessiert, so wende man den

Gauflschen Algorithmus auf die Matrix

an. Man kann dann auch sagen, dafl man elementare Spaltenumformungen auf By
anwendet.

Ist man an der Frage interessiert, welche der Vektoren z,,...,z  eine Basis von
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U bilden, so mufl man den Gauflschen Algorithmus auf die Matrix

anwenden.
Zur Bestimmung der Dimension von U kénnen beide Verfahren benutzt wer-

den.

Es sei nun wieder eine Matrix A € K™ " gegeben mit den Spalten s,,...,5 aus
K™ und den Zeilen z;,...,z; ) % € K". Die Zahl dim [sl,...,sn] heifit der Speltenrang
von 4, die Zahl dim [zl,...,zm] heifit der Zeilenrang von A.
Satz 15 und Definition. Zeilenrang und Speltenrang einer Matriz A € K™ sind gleich.

Wir nennen diese Zahl den Rang von A, Schreibweise: Rang A oder Rg A.

Beweis. Nach Satz 13 ist der Zeilenrang von A gleich der Anzahl k der Treppen in
der Normalform A. Nach Satz 14 ist auch der Spaltenrang gleich . |

Bemerkung. Der Rang einer Matrix A4 ist also die Maximalzahl linear unabhéngiger
Spalten (Zeilen) von A. Er 138t sich mit Hilfe des GauBschen Algorithmus bestim-
men.

Korollar 16. (a) Fir alle A € K™ gili: Rg A=Rg A",

(b) Fiiralle A€ K™" gilt: A ist genau dann regulir, wenn Rg A = n.

(¢) Firalle A€ K™ und alle b ¢ K™ gilt: Das lineare Gleichungssystem A z = b ist

genau dann losbar, wenn Rg A = Rg (4] D).

Bei homogenen linearen Gleichungssystemen kdnnen wir nun auch eine Aus-

sage iiber die Dimension des Losungsraumes machen. Es gilt

Korollar 17. Es sei A € K™™. Dann hat der Losungsraum L des homogenen linearen

Gleichungssystems A = o die Dimension n—Rg A .

Beweis. Die Matrix A habe die Normalform A wie auf Seite 113. L und der Losungs-
raum L von A z = o stimmen iiberein, und in jeder Lisung z € L sind die z; mit

JE{ Jyoeenrdy } frei wihlbar, und die restlichen z; sind dann eindeutig festgelegt. Dabei
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sind j ;.. .0 wieder die Indizes, fiir die

1 0
o 1
§. =1]- ,~.= 0},
il : 2 .
0 0
gilt. Somit folgt dim L=n—k=n—-Rg 4. u

Bemerkung. Jeder Untervektorraum U ¢ K" ist Losungsraum eines geeigneten

homogenen linearen Gleichungssystems:

Essei U= [ml,...,mm] c K® und dim U = r. Wir schreiben die Vektoren z,,...,%,

als Zeilen einer Matrix

A= ' |eK™"

und betrachten das lineare Gleichungssystem A y = o, dessen Losungsraum nach
Korollar 17 die Dimension k¥ = n~Rg 4 = n—dim U = n—r hat.
In diesem Losungsraum wihlen wir eine Basis {y,,...,,} und schreiben die Ba-

sisvektoren wieder als Zeilen einer Matrix

mit Rg B = k. Dann ist U/ der Losungsraum des linearen Gleichungssystems Bz =0 .
Beweis. Es sei L, der Losungsraum von B z = o. Nach Korollar 17 gilt dann dim L, =
n—Rg B=n—k=r. Alsoist dim.L, = dim U Aus 4 y; =9, j=1,..,k folgt

m: Y;= 0 fir i = 1,...,m und j = 1,...,k und somit auch 'y; g, =0 fiir j= 1,...,k und
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i=1,.,m. Alsogilt Bz, =0,1=1,.,m und daher UC L, . Aus der Gleichheit der

Dimensionen folgt schliefllich U= L, . u

Beispiel. Das eben beschriebene Verfahren ist oft praktisch bei der Bestimmung des
Durchschnitts von Untervektorriumen des K",

5 . . N
Im R’ seien die Untervektorraume

1 0 1 -1 —b 1 3
-1 3 -3 0 -1 2 1
U}_ = [ -1 ) 3 ) 1 ] ; U2 = [ —4 ) 2 ’ -11, 0 ]
-2 3 -2 -5 2 3 3
1 0 4 1 ] 2 3

gegeben. Wir suchen Ihren Durchschnitt U N U, . Hierzu stellen wir U, und U,
durch lineare Gleichungssysteme dar und schreiben deshalb die erzeugenden

Vektoren jeweils als Zeilen einer Matrix eines LGS:

-1 0 -4 -5 1

A=10 3 3 301, 4= 231 3 2

Mit Hilfe des Gaufischen Verfahrens erhalten wir die Gaufischen Normalformen

100 0 12/13

o 100 -1 1 o 0100 6/13
Aj=10 10 1/2-3/4), A4,=1g ¢ 1 0 —s/13
001 1/2 3/4 000 1 -1/13

Die Losungsréume L, von A z=o0 und L, von A,z=0 sind

—4 -12
3 —6

l ? ‘"—3 ] : L2 = [ 3 ] :
0

1 1

4 13

t-'
Il
™
|
[ Y N B ol )

Damit ist U, Losungsraum des linearen Gleichungssystems
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2:51-_ Ty — a:3+2m4 = (
—-4a:1+33:2—3a:3 +4:z;5=0

und U, ist Losungsraum von
~122 -6z, +5z,+z,+13% = 0.

U, N U, ist nun Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems mit der

Matrix

92 -1 -1 2 0
4 3 -30 4 |,
~12 -6 5 1 13

deren Normalform

100 0 -1

010 -1 -1

0 01 -1 -1

lautet. Daraus folgt
0 1
[ | ]

Unu, = 11,1

12 1| }o

0 1
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$§ 4 Summen und Faktorriume

Die Vereinigung von Untervektorriumen ist im allgemeinen kein Untervektor-

raum, wohl aber ihre Summe, die folgendermafien definiert ist.

Definitionen. (a) Unter der Summe von k Teilmengen A4y des K—Vektorrau-

mes V, k> 2, verstehen wir die Menge
k

Aj+--+ 4y = {z + -+ 3, | z,€d,,i=1..,k} Kurzschreibweise: Z A
i=1

Ist A = {z} und B c V, so schreiben wir statt {z} + B kurz z+ B.

(b) Sind U,y Uy, k2 2, Untervektorrdume von Vund gilt fiir i=1,....%

so heifit die Summe U1 +---+ Uk direkt. Wir schreiben in diesem Fall U1 @ 0 Uh‘

Bemerkungen. (a) Die Summe von Teilmengen eines Vektorraumes ist im allgemei-
nen kein Untervektorraum. Man betrachte etwa die Summe {z} + {3} = {z + y}, die
fiir £+ y # o kein Untervektorraum ist. Dagegen ist die Summe von Untervektorréu-
men eines Vektorraumes V stets ein Untervektorraum von V, wie man mit Hilfe von

Satz 2 sofort erkennt.
(b) Fiir alle Teilmengen 4 ,...,4, von Vgilt [A ] +---+ [4] =[4, U---UA4].
Beweis. Nach Satz 4 ist [4] +---+ [4;] ¢ [4, U---U A]. Umgekehrt gilt auch

A U---U4, c [A]+---+ [4,] und somit [4,U--UA] c[4]+--+[4] =

Im folgenden Satz kliren wir, wann eine Summe von Untervektorrdumen di-

rekt ist.
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Satz 18. Es seien V ein K- Vektorraum und U,.-, U, , k2 2, Untervektorrgume von V.
Dann gilt:
Die Summe U=U +--++ U, ist genau dann direkt, wenn jeder Vekior x € U eine

eindeutige Darstellung z = Uyt oy mit uoe U firi=1,..k besitzt .

Beweis. Sei U= U ©---0 U, und sefen ¢ = u +---+ v und 2= % +---+ %,
Darstellungen von z € U. Dann folgt (v, — %) +: 4 (v, — %,) = o, also
k
u,— 1, = (ﬁj— u)

j=1

it
Auf der linken Seite steht ein Element von U, , auf der rechten ein Element der Sum-
me U1 +eet Ui—-l + Ui+1 +oeet Uk . Somit ist U, — U, = 0. Dies gilt fiir alle 1 = 1,...,k,
die Darstellung ist daher eindeutig,

Die Umkehrung beweisen wir indirekt und nehmen dazu an, die Summe sei

nicht direkt. Es gibt somit ein ¢ € {1,...,k } mit

k
U, N 2 U, + {o}.
i=1
jti
Sei u, # 0 aus diesem Durchschnitt. Dann gilt v, = v +---+u_ + v +--+ U

mit u, € UJ. y J=1,...,k j# 4, und u, = u,, ein Widerspruch zur Voraussetzung. |
Fiir die Summe zweier Untervektorrdume gilt der folgende Dimensionssatz.

Satz 19 (Dimensionssatz). Es seien V ein K—Vektorraum und U, W Untervektorrdume

von V. Dann gilt:

dim (U+ W) + dim (UN W) = dim U+ dim W.

Beweis. Fiir dim U= oo oder dim W = oo ist auch dim (U + W) = oo und die Aussa-
ge ist trivial. Seien also dim U = m < o0 und dim W = n < oo . Nach Satz 12 gilt

dann auch dim (UN W) = k < oo. Im Fall k> 0 sei B) = {u,,...,, } eine Basis von
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UN W. Nach dem Basiserginzungssatz kbnnen wir B, zu einer Basis B, von U und zu

einer Basis B, von W erginzen:

B = {ul,...,'u,k ) Upypreol by By = {000y, wkﬂ,...,'wn}.

Fiir k = 0 ist B = &; hier kénnen B, = {'u,l,...,um} und B, = {wl,...,wn} beliebige

Basen von U bzw. W sein. Nun gilt U+ W= [fu,l,...,u .,'wn], dh. U+ Wist

R TSER
ebenfalls endlich dimensional.

Wir zeigen, dafl die Vektoren u,,...,u_ ,w, ,,...,w, linear unabhéngig sind. Aus

a U+t u b w ek bW = o erhalten wir a; 4, ++--+a_ v =

_bkﬂ Wy = bn w, und somit bk+1 W, oot bn w, € Un W. Daraus folgt
gigkeit von B ist @) =-++=a_=0

Also ist B, U B, Basis von U+ W und wir erhalten dim (U+ W)=m+n—F
= dim U + dim W—dim (TN W). n

Korollar 20. Es gilt dim (Ue W) =dim U+ dim W.

Definition. Es seien V ein K-Vektorraum und U,W C V Untervektorrdume. Gilt
V= U®e W, so heiflen U und W komplementir, W heift ein Komplementdrraum von U

und analog heifit U ein Komplementdrraum von W.
Wir zeigen, daf} jeder Untervektorraum einen Komplementérraum besitzt.

Satz 21. Es seien V ein K— Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann gibt es

zu U einen Komplementirraum.

Beweis. Wir. erginzen eine Basis B' von U zu einer Basis B von V. Dann ist

W = [B\B'] ein solcher Komplementérraum. n

Bemerkung. In einem endlich dimensionalen Vektorraum V kann man zu jedem
Untervektorraum U einen Komplementirraum konkret angeben. Im allgemeinen

gibt es hierzu aber viele Moglichkeiten und kein Untervektorraum von V' bietet sich
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dann in natiirlicher Weise als Komplementarraum von U an.

Beispiel. Sei V= R®. Der Untervektorraum U von V werde von den Vektoren

1 2 1
2 -2 2
g, = |-1 w,=| 1|, u,=1]-1
L N B L )
-1 -1 -2

erzeugt. Wir suchen einen Komplementérraum W von U. Dazu bestimmen wir eine
Basis von U in "Treppenform", die durch Hinzunahme weiterer "Treppen" zu einer
Basis von V erganzt wird.

Der Gauflsche Algorithmus, angewendet auf die Matrix

1 2 -1 1 -1
2 -2 1 -2 -1
1 2 -1 -1 -2

ergibt die Normalform
1 0 0 0 -1/2
0 1 -1/2 0 -1/2

00 0 1 1/2

Wir ergiinzen diese zu einer Treppennormalform mit 5 Stufen

(1 0 0 0 -1/2]

0 1 -1/2 0 -1/2

00 1 0 0

00 0 1 172

o0 0 0 1]

Somit ist
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
W= [|1],]0]|] ein Komplementirraumvon U = [[ Of, -1, |0 ]

0 0 0 0 2
0 1 -1 -1 1
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Mit einer anderen Erginzung der Treppennormalform erhdlt man einen

|

In unendlich dimensionalen Vektorrdumen ist es im allgemeinen nicht mdg-

anderen Komplementéarraum, z.B.

W= [

Ot OO
—_-OOOO
-]

lich, Komplementarraume konkret aﬁzugeben.

Wir beschreiben nun eine natiirliche Konstruktion, die von U ausgehend zu
einem neuen Vektorraum fiihrt, der dann in allen praktischen Problemen die Rolle
eines Komplementérraumes von U spielt. Diese Konstruktion ist unabhingig von der

Dimension von V.

Gegeben seien ein K—Vektorraum ¥V und ein Untervektorraum U ¢ V. Mit Hil-

fe von U wird auf Veine Relation ~ erklart durch
vy = z—y € U, zye V.

Nach Kap. 1.2 (S.44) ist ~ eine Aquivalenzrelation. Diese ist nun auch mit den Vek-
torraumverkniipfungen vertraglich, d.h. es gilt fiir alle 2, 2, ¥, ¥, € V und alle
e €K

Aus z ~ Yy, , 2, ™ U, folgt stets z, + z, ~ y, + 7, -
(*)

Aus z ~ gy, folgt stets az ~vay, .

Aus 7, ~ y, , T, ~ y, folgt némlich z, —y, € U, 2, - 9, € U, und damit gilt auch
(z, + z,) — (y, + y,) € U Ebenso folgt aus z; ~ y, zundchst 7, — y, € U und daher

auchez —ay =a(z, —y)elU

Fiir die Faktormenge I/r/ _ schreiben wir wieder V/ U Jede Aquivalenzklasse

[z] , ist eine Summe:

[g],={y| y—2eU}=2+T.
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Die Faktormenge V/ y Wird mit den folgenden Verkniipfungen zu einem

K —Vektorraum:

[a], + [4], = [c+ 4], firalle[d,, 4, ¢ /g,
alz] :=[ag] firalleack, [g] ¢ V/U.

Wegen der Eigenschaften (*) sind diese Definitionen unabhingig von der speziellen

Wahl der Reprisentanten.

Satz 22 und Definition. FEs seien V ein K—Vektorraum und U ein Untervektorraum von

V. Dann ist 1V/ g7 Mt den durch

[d,+ [y, = [e+9],, [d,. 0. /gy
alz] = [ez] ,, a€K,[z] ¢ V/U,
gegebenen Verknipfungen ein ]K— Vektorraum; er heilt Faktor— oder Quotientenraum von
V nach U.

Beweis. Die Vektorraumaxiome lassen sich unmittelbar nachpriifen, wobei das Neu-
tralelement in (V/ U ,+) die Klasse [0] und das Inverse zur Klasse [z]  die Klasse
[-z]  ist. u
Bemerkung. Fiir U= {0} gilt [z] =z + {0} = {z}. In diesem Fall kann V/ {0} mit
Videntifiziert werden. Fiir U = V erhalten wir V/ 7= {fa] }.

Satz 23. Es seien V ein K~ Vektorreaum und U ein Untervektorraum von V. Dann gilt:
.V . o
dim /U +dim U = dim V.
Beweis. Sei B eine Basis von U. Wir ergédnzen B zu einer Basis BU B’ von V' mit
BN B'=@ Danngilt V = U e [B']. Wir zeigen, da8 B:= {[z] | z€ B'} eine Basis

von V/U ist und daf | B| = | B'| gilt:
B ist ein Erzeugendensystem: Sei [v] € V/ 7 beliebig. Der Vektor v e V hat
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die Darstellung v = a; v +--++ o, v, + bz +---+ bz mit u € B, g€ K
fir i=1,...,k und mit z; € B!, bj € K fir j = 1,..,m. Daraus folgt [v] 6 =
b, [z],+-+b [z ], mit[z] €B firi=1,.m.

B ist linear unabhingig und es gilt lﬁl = | B'|: Hierzu geniigt es zu zeigen,
daB fiir alle ¥ ¢ N und alle linear unabhéngigen Vektoren z,,...,z, € B' die Vektoren
[2,], s [z,], ebenfallslinear unabhingig sind:

Aus a [z], + -+ q [5], = [o] folgt [a 5 +---+ ¢, 5] = [o],, also
z, € U Wegen U N [B] = {0} folgt o

Gy Tyt o0 g+t T =0 Daraus

k 1

ergibt sich o =:=g, =0

Somit gilt: dim V = dim U+ dim [BY] = dim U+ dima "/ ;. =

Aus dem Beweis von Satz 23 ergibt sich unmittelbar die Aussage (a) des

folgenden Korollars.

Korollar 24. (a) Es seien V ein K- Vektorraum, U ein Untervektorraum von V und B

eine Basis von U. Ist BU B' eine Basis von V und BN B' =@, so ist {[z] | z € B'} eine
: |4

Basis von " /.

(b) Fir jeden Komplementdrraum W von U gilt V/ gew.

Beispiel. Sei UcC R’ wieder der Untervektorraum aus dem vorigen Beispiel. Dann

bilden die Vektoren

2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0|,{-1|,]0| bzw. |1],]0
0 0 2 0 0
-1 -1 1 0 1

eine Basis von U bzw. von einem Komplementérraum W von U. Also ist

+ U, + U}

——
OO, OO
Ll e e won [ e

eine Basis von V/ -
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§ 5 Affine Unterrdume eines Vektorraumes

Bisher haben wir die Aquivalenzklassen z + U, z € V, U Untervektorraum von
V, hauptsichlich im Zusammenhang mit dem Begriff Faktorraum als Elemente eines
neuen Vektorraumes kennengelernt. In diesem Abschnitt dagegen wollen wir ihre
geometrischen Eigenschaften als Teilmengen des Vektorraumes V untersuchen. Um
dies auch durch die Sprechweise deutlich zu machen, geben wir ihnen gleich einen

anderen Namenmn.

Definition. Es seien V ein K~—Vektorraum, z ¢ ¥V und U ein Untervektorraum von V.
Dann heiBt die Teilmenge L = z + U von V affiner Unterraum von V, und U heifit

Richtungsraum oder kurz Richtung von L.

Bemerkung. Sind L=z + U und L =%+ U affine Unterrsume des K—Vektorrau-

~ o~ ~
mes V, so ist L genau dann eine Teilmenge von L, wenn UC U und z— T elU.

Beweis. Sei 2+ U € %+ U. Dannist s € & + 5’, also z - % ¢ U. Fir y e U folgt
z+yecz+UC T+ U alsoz+y—3¢ 7. Somit ist y € U, und es gilt Uc 7. Um-
gekehrt folgt aus z + y € o+ U wegen ¢ — T € U wnd Uc U sofort z + y =
G+ (@-H+ye s+ T =

AusL=zc+ U = 3+0 folgt somit U = 5’, d.h. der Richtungsraum von L ist
eindeutig bestimmt. Fiir den Vektor z gilt dies jedoch nicht, denn fiir jedeszez+ U

gilt T—ze U,alsoz+ U=Z+ U.

Bezeichnungen und Bemerkungen. (a) Die Dimension eines affinen Unterraumes
L =z + U definieren wir durch dim L := dim U.

Die nulldimensionalen affinen Unterrdume von V heifien Punkte. Es sind genau
die einelementigen Mengen ¢ + {0} = {z} , © € V. Weil wir sie {iblicherweise mit
ihrem einzigen Element z identifizieren, nennen wir die Vektoren von V, insbeson-
dere wenn wir geometrische Sachverhalte beschreiben wollen, ebenfalls Puynkte. Der

Punkt zin der Darstellung L = ¢+ U heifit dann auch der Aufpunkt von L.
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Die eindimensionalen affinen Unterrdume heiflen Geraden und die zweidimen-
sionalen affinen Unterrdume heifilen Ebenen. Ist V n—dimensional und dim L = n-1,

so heiflt L eine Hyperebene.

(b) Affine Unterrdume werden oft in Form einer Parameterdarstellung beschrieben:
Essei L = z, + U ein k—dimensionaler affiner Unterraum von V. Ist {ul,...,uk}

eine Basis von U, so lif}t sich jeder Punkt z € L in der Form
T = Lt a Uy +roct 0l
mit q,...,a, € K darstellen. Man nennt dies eine Parameterdarstellung von L mit den

Richtungsvektoren Uy oo Uy und den Parametern @y -

Beispiele. Parameterdarstellung einer Geraden: z=12 4+ au, ¢ € K,z# o
Parameterdarstellung einer Ebene: z = Tyt Gy Ut 8y Uy, ), 6y € K, v, 4, linear

unabhingig,

(c) Seien A € K™ "™ und b € K™ Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
A z=1b ist entweder die leere Menge oder ein affiner Unterraum von K" der Dimen-
sion n—RgA. Insbesondere ist die Losungsmenge der linearen Gleichung

a 2 4+t e =0b,bek, fir (a,-8,) # (0,...,0) eine Hyperebene in K",

(d) Umgekehrt ist in K" jeder k—dimensionale affine Unterraum auch Losungsmen-
ge eines linearen Gleichungssystems A z =0 mit 4 € K™" Rg A = n— kund
be K™

Beweis. Sei L=z + U, dim U= k . Der Untervektorraum U ist nach der Bemer-
kung von S.116 Losungsmenge eines LGS A4 z= o mit 4 ¢ K" und Rg A=n—k.

Damit gilt z € L genau dann, wenn A4 (z—2,) = 0,d.h. wenn A z= 4 T, = b. [

0

Die Bemerkungen (c) und (d) lassen sich auch geometrisch formulieren: Der
Schnitt endlich vieler Hyperebenen in K" ist entweder leer oder ein affiner Unter-
raum von K", Umgekehrt ist jeder k—dimensionale affine Unterraum in K" Schnitt
von endlich vielen Hyperebenen.

Allgemein gilt fiir den Schnitt affiner Unterrdume die folgende Aussage.
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Satz 25. Es seien V ein IK—Vektorraum und A ein nichtleeres System affiner Unterrdu-

me von V. Dann ist der Schnitt

M=)z

Le A

entweder leer oder ein affiner Unterraum von V mit Richtungsreum

=ﬂUL.

Le &

Dabei bezeichnet U, den Richtungsraum von L.

Beweis. Sei M # . Dann gibt es einen Punkt z € V, der in allen Unterrdumen L € A4

liegt. Diese lassen sich damit in der Form L =z + U darstellen. Es folgt

ﬂL: ﬂ$+UL=$+mUL=m+UM

Le A LeM LeM

Da nach Korollar 3 der Schnitt U, ein Untervektorraum von V ist, gilt die Be-

hauptung. N

Beispiel. Im R? seien die affinen Unterrdume L, und L2 gegeben:

1 0 3 i
0 1 0 0

Wir wollen ihren Schnitt bestimmen. Dies kann mit Hilfe der obigen Bemer-

—_ ooy

- e

OO O
fo—

kung (d) geschehen oder aber wie folgt:

z€ L NL, & es gibt reelle Zahlen a , ¢, a,, b, b, b, mit

- oM

+

=Y
[ e R

+

)
OO
- OO
OO

+

o

-
RO

+

O

[\*]
oo O
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Wir erhalten daraus ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit den Unbekann-

ten a,, a,, a5, b,, b, und der zugehdrigen erweiterten Matrix

100 1 01
110-1-11
011-2 0/0
001 0 0]-1

Der Gaufische Algorithmus filhrt nach einfacher Rechnung zu folgender Treppen-

normalform
100 1 0jl
010 -2-10
001 0 1}0
000 0 1l

Daraus lesen wir ab: b, =1, b, € R beliebig. Somit gilt

3 -1 0 3 -1
1 1 1l _ |2 1

z= g + b s+ o] = |0 + b, 2 , b eR.
0 0 0 0 0

Also ist L1 N L2 eine Gerade.

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir die gegenseitige Lage affiner
Unterrdume an einigen Beispielen erldutern. Hierbei spielt der Begriff der Paralleli-

tat eine wichtige Rolle.

Definition. Die affinen Unterrume L, und L, heiflen parallel, in Zeichen L, I L, ,

falls fiir die zugehorigen Richtungsrdume U, U, gilt: U c U, oder U,C U, .

Bemerkungen. (a) Parallelitit ist offensichtlich eine reflexive und symmetrische
Relation, sie ist aber im allgemeinen nicht transitiv. So sind zwei sich schneidende

Geraden in einer Ebene des Raumes zwar zu dieser Ebene parallel, aber sie selbst
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sind nicht parallel. Beschrinkt man sich jedoch auf affine Unterrdume gleicher
Dimension, so ist die Parallelitit auch transitiv, also eine Aquivalenzrelation.
(b) Parallele affine Unterrjume, die nicht ineinander enthalten sind, haben einen

leeren Durchschnitt.

Speziell bei Geraden ist noch eine weitere Bezeichnung iiblich: Zwei Geraden
heiflen windschief, falls sie weder parallel sind noch einen Punkt gemeinsam haben.

Zwei Geraden sind also genau dann windschief, wenn sie keinen Punkt gemein-
sam haben und ihre Richtungen verschieden sind. In diesem Fall gibt es keine

Ebene, die beide Geraden enthilt (vgl. folgende Beispiele).

Beispiele. (a) Gegenseitige Lage zweier Geraden gund 2 in R", n> 2:

Es seien g = 1 + Ugund h=y+ U, .

n =2 Ist gN h# @, so erhalten wir fiir dim (Ug n Uh) = 0 als Schnittmenge
einen Punkt und fiir dim (Ug nU,)=1{olgt U =10, also g = h.

Ist gN k= @, so folgt aus dim (Ugﬂ U,) = 1 wieder Ug =U, ,alsog|h,g#h
Der Fall dim (Ug N U,) = 0 kann hier nicht auftreten. Andernfalls wére R? direkte
Summe von Ug und U, und wir erhielten z—y = 2, + 2, mit 7, € Ug und z, € U, . Also
wire 2—z =y+ 2, € gNA im Widerspruch zur Vorausetzung gN h = @.

n>3: Fiir gnh# @ ergibt sich wie oben, dafl entweder g = A ist oder gund A
sich in einem Punkt schneiden.

Fiir gN h = @ erhalten wir im Fall dim (Ug n U, ) =0, daf gund h windschief
sind. Dann gibt es keine Ebene L, die sowohl g als auch k4 enthilt. Andernfalls wire
U

L
dim (Ug N U, ) =1, sosind gund h parallel.

= Ug ® U, und z — y € Ug @ U, , woraus wieder ¢ N h # @ folgte. Gilt

(b) Gegenseitige Lage zweier Ebenen L, und L, in R*, n>3:
Es seien I, =z + U] und L, =z, + U, .
n=3 Ist L NL, # @, soist der Schnitt nach Satz 25 ein affiner Unterraum.

Je nach der Dimension des zugehorigen Richtungsraumes U= U, N U, erhalten wir
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die folgenden Fille: Fiir dim U = 2 ist U =1U,,also L = L, und fiir dim U= 1ist
der Schnitt eine Gerade. Der Fall dim U = 0 kann hier nicht auftreten, da andern-
falls die Summe von U, und U, direkt wére, also die Dimension 4 hétte, im Wider-
spruch dazu, dafl U1 ® U2 ein Untervektorraum von R? ist.

Ist L N L, = @, so erhalten wir fiir dim U = 2, daf§ die Ebenen parallel sind.
Die restlichen Fille kdnnen nicht auftreten: Gilt ndmlich dim U = 1, so ergénzen wir
eine Basis {u#} von U mit geeigneten Vektoren v, € U, und u, € U, zu einer Basis

{”1'”2’”} von R®. Fiir die Aufpunkte z, € L, und z, € L, erhalten wir dann

- a, _ a
o, a:z—alu1+a2u2+au,a1soa:l 4 U =g b = Tyt 4y Uyt U

und somit den Widerspruch L N L,#@ DerFall dim U = 0 fithrt wieder zu dem
Widerspruch dim (U, ® U,) = 4.

n = 4: Hier kann fiir L1 N L2 #+ @ der Schnitt auch noch ein Punkt sein, und
fir L, N L, = @ ist jetzt auch der Fall dim U = 1 mdglich. Dann sind die Ebenen
nicht parallel und haben auch keinen Punkt gemeinsam, aber es gibt eine Gerade,
die sowohl zu L, als auch L, parallel ist. Der Fall L, N L, = @ und dim U = 0 kann
fiir n = 4 ebenfalls nicht auftreten, er fithrt wieder zu dem Widerspruch L N L, # @,

Fiir n > 4 sind alle Fille méglich.

Mit den gleichen Methoden wird die gegenseitige Lage von Geraden und Ebe-

nen in R™, n> 3, untersucht. Wir iiberlassen die Einzelheiten der Durchfithrung als

Ubungsaufgabe.

Eine ausfiihrlichere Behandlung affiner Unterrdume wird im Rahmen der affi-

nen Geometrie in Kapitel 6 erfolgen.
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Kapitel 3 Lineare Abbildungen

Ebenso wie bei den Gruppen und den Kérpern wollen wir auch bei den Vektor-
rdumen die strukturvertrdglichen Abbildungen studieren. Wir werden sehen, daf
sich die endlich dimensionalen Vektorrdume als "isomorph" zu einem der Standard-
réume K" erweisen (mit K := {0}), so daB wir damit alle "Typen" endlich dimensio-
naler Vektorrdume erfafit haben.

- Zur Vereinfachung und auch zur Prazsierung der Dimension werden wir im
folgenden statt von endlich dimensionalen Vektorriumen meist von n—dimensionalen
Vektorrdumen V sprechen und dabei den Fall n = 0, also V = {0}, einschliefilen
(wenn es nicht ausdriicklich anders gesagt wird). Um listige Fallunterscheidungen
zu vermeiden, werden wir uns aber bei den Beweisen auf Dimensionen n > 1
konzentrieren und dann mit Basisvektoren z -, T, €V arbeiten. Die Ubertragung der

1

Aussagen auf den Fall V= {0} ist meist trivial und wird dem Leser iiberlassen.

§ 1 Definition und Eigenschaften linearer Abbildungen

Es seien Vund W Vektorriume iiber demselben Korper K. Eine Abbildung &

von Vnach W erhilt die Vektorraumstruktur, wenn
®(z+y)=2(2)+2(y),
®(az)=10a® (z)

fiir alle z, y € V und alle a € K gilt. Wir konnen beide Gleichungen zu einer einzigen

zusammenfassen:

Definition. Es seien Vund W K-Vektorrdume. Eine Abbildung & : V— W heifit

linear oder (Vektorraum—) Homomorphismus, wenn
P(az+by)=c® (z)+0® (y)

fiir alle z, y €V und alle 4,5 € K gilt. Eine bijektive lineare Abbildung heifit (Vektor-
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raum—) Isomorphismus. Zwei K—Vektorraume V und W heiflen isomorph, wenn es ei-

nen Isomorphismus & : V—— W gibt, Schreibweise: V = W.

Offensichtlich ist = eine reflexive Relation fiir K—Vektorrdume. Wie wir im
nichsten Paragraphen sehen werden, ist = auch symmetrisch und transitiv, also

eine Aquivalenzrelation.

Weitere Bezeichnungen. Fiir spezielle lineare Abbildungen gibt es in der Literatur
eine Reihe weiterer Bezeichnungen:
R V—} V linear : Endomorphismus, lineare Selbstabbildung, lineare Transfor-
mation, linearer Operator ,
® : V— V linear und bijektiv : Automorphismus,
®: V— W linear und injektiv : Monomorphismus ,

$: V— W linear und surjektiv : Epimorphismus .

Bemerkungen. (a) Eine lineare Abbildung @ ist insbesondere ein Homomorphismus
der additiven Gruppen Vund W. Damit gilt speziell #(0) = o.

(b) Zu jeder linearen Abbildung & : V—— W gehdren in natiirlicher Weise die Men-
gen

Bild & = &(V) und Kern® := &~ ({0}).

Bild & ist ein Untervektorraum von W und @ ist genau dann surjektiv, wenn
Bild & = W. Kern & ist ein Untervektorraum von V und @ ist genau dann injektiv,

wenn Kern & = {o}.

Beispiele. (a) Es seien V,W K-Vektorrsume und wy € W. Die konstante Abbil-

dung

. V— W

v:—;wo

ist genau dann linear, wenn w, = o gilt. Dann ist Bild ¢ = {o} und Kern & = V. &

ist in diesem Fall die Nullabbildung, ® = 0.
(b) Sei 4 € K™" Dann ist die Abbildung & : K" — K™, 7 — 4 z, linear. Fiir
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A= (s

js_) erhalten wir
Bild® ={4z| ze K"} = {z,8, 4+ 8]z, 2, €K} =][s,..s]
Kern @ ist der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems 4 z = o.

So ist zum Beispiel die Abbildung

3 T
1 1

& :R*— R? T |——»[12_10] Ty =[m1+2$2—:1:3]
Ty 10 061 Ty m1+$4
Ty y

linear, und es gilt

Il
5l"D

saso = (12 4(1)

(c) Die Abbildungen & : R* — R? , (2, 2, z,) — (2,8, T, ,7,) und

sowie

@ :R—R®, 2+ (g, z+ 2) sind nicht linear.

(d) Die Abbildung

D:R[X] — R[X], ZaX — Za X
t=0

ist linear (Ableitungsoperator). Hier ist Bild D = R[X] und Kern D ist die Menge der
konstanten Polynome, also Kern D = R.

Schrianken wir D ein auf den Untervektorraum U = [X,X2 ,..-] von R[X], soist
D|, : U — R[X] sowohl surjekiiv als auch injektiv, also sind U und R[X]
isomorph.
(e) Essei V={f: [0,1] — R | fstetig}. Die Abbildung

1

I:V—R, fr— ff(t)dt
0
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ist linear (Integrationsoperator). Hier ist Bild 7= R.
(f) Essei V={(a}¢ RN | (a,) konvergent}. Die Abbildung

¢:V— R, (¢) — limg,
He

ist linear. Hier ist Bild & = R und Kern & ist die Menge der Nullfolgen.

Die Untervektorriume Kern & ¢ V bzw. Bild & ¢ W sind insbesondere auch
Untergruppen von V bzw. Wund @ ist ein Gruppenhomomorphismus. Somit gilt der
Homomorphiesatz fiir Gruppen (8.46). Weil ¥V und W Vektorrdume sind und @ als
lineare Abbildung auch mit der Skalarmultiplikation vertriglich ist, konnen wir
diesen Satz sofort auf Vektorraume tibertragen. Des besseren Verstdndnisses wegen

werden wir ihn nochmals vollsténdig beweisen.

Satz 1 (Homomorphiesatz fiir Vektorriume). Es seien V und W zwei K~ Vektorrdume
und @ : V— W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(a) Die kanonische Abbildung k: V — V/K ern & 5% linear.
(b) Es gibt eine injektive hineare Abbildung ®: ' fye o — Womit & = Bok.
(c) Ist® surjektiv, so sind V/Kern g und W isomorph.

Beweis. (a) k(z+ )= [z+ y] =[]  + [4], = & (2) + % (y) nach Definition der
Addition im Faktorraum V/Kern g uwndk(ez)=[asg] =a[s] =ak(s)nach
Definition der Multiplikation mit Skalaren in 1V/ Kern & -

(b) Wir betrachten das Diagramm

v —2 aw
k\ /5
12
/Kerndi

und erkliren die gesuchte Abbildung & durch & ([1] ) 1= @ (z). Diese Definition ist

reprisentantenunabhingig, da z ~ y nach Definition £ — y € Kern & bedeutet und
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daraus & (z— y) = o, also @ (z) = & (y) folgt.

& ist linear: & (a [z}, + & [4])) = ® ([az+ byl )=® (az+ by)=
a® (z)+ b (y)=a® ([a] )+ b ([4],)

& ist injektiv: Sei & ([#] ) = P ([y],) Dann gilt & (z) = & (y) und z—y ¢
Kern ¢, d.h. z~ y und somit [2] = [y] . Nach Definition von @ ist schlieflich
®ok=2.
(c) Ist & surjektiv, so gibt es zu jedem y € Wein z€ Vmit $ (z) = y. Dann gilt
o ([z] )= @ (z) = 3, d.h. auch & ist surjektiv. Da & nach (b) injektiv ist, folgt insge-

samt, dafl & ein Isomorphismus ist. E

Korollar 2. Es seien V,W K- Vektorriume und ® : V— W eine lineare Abbildung.
Dann sind die Vektorrdume V/Kem e und Bild & isomorph.

Beispiele. (a) V/V = {0} (Kor. 2 auf die Nullabbildung angewendet), V/ {0} N

(Kor. 2 auf die Identitit angewendet).

(b) Essei V der Vektorraum der reellen konvergenten Folgen, und die lineare Abbil-

dung @ : V— R sei gegeben durch (z) — lim z, . Dann ist Bild & = R und
. i3 0

Kern @ ist der Vektorraum der Nullfolgen in R. Also gilt V/ Kern & =R.

Korollar 3. Es seien V ein K—Vektorraum wund UW Untervektorrdume von V mil

V=Ue W. Dann gilt

vV ~ vV ~

Beweis. Wegen V= U® W besitzt jeder Vektor z € V eine eindeutige Da,rsteilung
z=u+ wmit v € Uund we W. Die Abbildung n: V— V,zcr— wmit 2= u + w
ist linear. Es ist Kern 7 = U, Bild 7 = W und somit V/ U= V/Kern r isomorph zu

W. Analog beweist man die andere Behauptung. |

Bemerkungen und Definitionen. (a) Die Abbildung 7 heifit Projektion von V auf
den Untervektorraum W. Sie hat die Eigenschaft, daff 72 = = gilt. Allgemein nennt

man jede lineare Abbildung 7: V—— V mit #* = 7 eine Projektion.
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(b) Ist 7: V— Veine Projektion, so gilt ¥V = Kern 7@ Bild 7.

Beweis. Sei z€ V. Wir setzen z := z— 7(z) und g, := (z). Dann gilt z, € Bild 7 und

a(z,) = n(z — 7(z)) = 7(z) ~ () = o, d.h. 3, € Kern 7. Somit ist z =z + z, und
:vleKernvr, :1:2€Bi1d7r.
Die Summe ist auch direkt: Sei £ € Kern 7 N Bild 7. Dann gilt #(z) = o und es

existiert ein y € V mit z = 7(y). Daraus folgt z = 7{y) = r*(y) = 7(z) = 0. n

Aus V = Kern & @ Bild & mufl aber umgekehrt nicht folgen, daff & eine Pro-
jektion ist. So sind beispielsweise die bijektiven linearen Abbildungen von V, die von

der Identitit verschieden sind, keine Projektionen.

Wir wollen nun zeigen, wie lineare Abbildungen auf Basen wirken. Zur Vorbe-

reitung dient der folgende Satz.

Satz 4. FEs seien V, W K—Vektorriume, B eine Basis von V sowie ®': B— W eine
beliebige Abbildung. Dann kann &' auf genau eine Weise zu einer linearen Abbildung
® . V— W fortgesetzt werden. Insbesondere ist jede lineare Abbildung @ : V— W

durch ihre Werte auf B eindeutig festgelegt.

Beweis. Jedes z €V besitzt nach der Bemerkung von S. 104/105 eine eindeutige

Darstellung z=@a v, ++--+a v , U,€B, g€ K. Wir setzen

1

(*) ® (z):= 0, ®'(v) + -+ a @'(v ).

Dann ist @ linear und & = &' auf B. Ist ¥ : V— W linear und gilt ¥ = $' auf B, so
folgt aus (*), dal ¥ = & auf ganz V gilt. u

Satz 5. Es seien V,W K-Vektorriume, dim V =mn, B= {vl,...,vn} eine Basis von V
und ® : V— W linear. Dann gilt:

(a) @ ist genou dann injektiv, wenn die Vektoren ®(v,),...,®(v ) linear unabhingig sind.
(b) @ ist genau dann surjektiv, wenn die Vektoren ®(v,),...,8(v,) ein Brzeugendensystem

von W bilden.
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(c) ® ist genau dann bijektiv, wenn die Vektoren @(vl),...,@(vn) linear unabhingig und

ein Erzeugendensystem von W sind, also eine Basis von W bilden.

Beweis. (a) Die Vektoren ®(v,),...,#(v )} sind genau dann linear unabhingig, wenn
aus @, ®(v)) +.+ ¢, &(v,) = ostets g, = -+ = o, = 0 folgt. Weil v,,...,y, linear un-
abhingig sind, ist dies dquivalent zu der Aussage, dafl aus & (a1 v tetoa, vn) =0
stets ¢, v, ++--+ a v = ofolgt, dafl also Kern & = {0} gilt und P somit injektiv ist.
(b) ®(v,),-...8(v,) bilden genau dann ein Erzeugendensystem von W, wenn jeder

Vektor y € Wsich als Linearkoml;ina.tion in der Form

y=oa ®&(v)+.+4a, 8(v)=2(a vy ++a, )
darstellen 1a8t. Weil v,..,¥, ein Erzeugendensystem von V bilden, ist dies wiederum
dquivalent dazu, daB es zu jedem y €W ein z €V gibt mit &(z) = y, daB also &

surjektiv ist.

(c) folgt aus (a) und (b). ]

Ist dim V' =dim W= n, so sind nach Korollar 2.9 und Korollar 2.11 die Aussa-
gen in Satz 5 (a),(b),(c) auf der rechten Seite alle dquivalent. Also erhalten wir di-

rekt das folgende Isomorphiekriterium.

Korollar 6. FEs seien V,W K- Vektorrdume mit dim V = dim W= n und ® eine lineare
Abbildung von V nach W. Dann sind folgende Aussagen iquivalent:

(a) D ist bijektiv,

(b) @ ist surjektiv,

(c) @ ist injektiv.

Bemerkung. Fiir dim ¥V = dim W = co ist dieser Satz nicht mehr richtig. So ist z.B.

der Ableitungsoperator aus Beispiel (d) von S. 134 zwar surjektiv, aber nicht injektiv.

Nun konnen wir einen Zusammenhang zwischen dem Isomorphiebegriff und

der Dimension herstellen, falls die betrachteten K -Vektorrdume endlich dimensional

sind.
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Satz 7. Es seien V und W endlich dimensionale K- Vektorrdume. Dann gilt:
Die Vektorraume V und W sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimen-

sion haben.

Beweis. Es seien dim V= n, {v},-..,v,} eine Basis von Vund & : V— W ein Iso-
morphismus. Nach Satz 5 bilden @(vl),...,@(vn) eine Basis von W. Also gilt dim V=
dim W.

Ist umgekehrt dim V= dim W = n, so wihlen wir Basen {#,,-.,v } von Vund
{'wl,...,wn} von W. Nach Satz 4 existiert eine lineare Abbildung & : V — W mit

® (v,) = w,, i=1,..,n. Nach Satz 5 ist & ein Isomorphismus. m

Jeder n—dimensionale K—-Vektorraum V ist also zu K" isomorph. Wir werden
deshalb in Zukunft oft den K" als Prototyp des n—dimensionalen K-Vektorraumes

zugrunde legen.

Bemerkung. Fiir unendlich dimensionale Vektorrdume gilt der obige Satz nur noch
teilweise. Zwar besitzen isomorphe Vektorrdume stets dieselbe Dimension, aber die
unendlich dimensionalen Vektorrdume K[X] und KN sind zum Beispiel nicht iso-

morph.

Satz 8 (Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen). Es seien V,W K- Vektorrdume und

$: V— W linear. Dann gilt:

dim Kern ® + dim Bild @ = dim V.

Beweis. Nach Korollar 2 gilt

V T
[Kern & & Bild @
Daraus folgt
.V . .
dim "/ . g = dim Bild @

und nach Satz 2.23 somit

dim V = dim V/Kern & T dim Kern & = dim Bild & + dim Kern &. ]
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§ 2 Vektorrdume linearer Abbildungen

Zu Beginn unserer Betrachtungen iiber Vektorriume haben wir schon Beispie-
le dieser Strukturen kennengelernt, bei denen die Elemente Abbildungen waren, et-
wa W = {f: A— W | fAbbildung} , wobei 4 eine nichtleere Menge ist und W
ein K—Vektorraum. Von besonderem Interesse ist der Fall, dal die Menge A eben-

falls ein Vektorraum ist und f: A — W linear.

Satz 9. Es seien V,W,X K- Vektorrdume. Dann gilt :

(@) Sind ®: V— W und ¥: W— X linear, so auch Yo ®: V— X,
(b) Ist @: V—— W ein Isomorphismus, so auch . w— V.

(c) Sind ®,9: V— W linear, soauch @+ 7T und 0« ®,cc K.

Beweis. (a) und (c) sind trivial und werden als Ubung iiberlassern.

(b) Es fehlt nur noch die Linearitst von & : Aus & (ﬁ_l(a z+by))=cz+by=
a® (@ (z)) + b (87 (y)) = B(c 3 (z) + b ®(y)) fiir alle 2, y € W und alle
a,b € K, folgt wegen der Injektivitit ﬁ_l(a T+ by)= ai’_l(:z:) + b Q_l(y). [

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Wegen Satz 9 (a),(b) ist die Isomorphie von
K—Vektorrdumen transitiv und symmetrisch.

(b) Nach Satz 9 (c) ist die Menge {& : V— W | @ linear} ein Untervektorraum
des K—Vektorraumes W' ; Bezeichnung: Hom (V,W).

(c) Nach Satz 9 (a),(c) ist Hom (V,V) ein K—Vektorraum und ein Ring mit Eins.
Auflerdem gilt in Hom (V, V) :

a(@o¥)=(aB)o¥=Po(a¥) ,ackK,

Eine solche Struktur heifit Algebra (K—Algebra). In der Literatur wird auch oft
End (V) statt Hom (V, V) geschrieben.

(d) Nach Satz 9 (a),{b) ist die Teilmenge der Automorphismen in Hom (V, V) bezlig-
lich der Komposition "o" eine Gruppe ; Bezeichnung: Aut(V).
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Sind Vund W endlich dimensional, so gilt dies aufgrund des folgenden Satzes
auch fiir Hom (V, W).

Satz 10. Es seien V und W endlich dimensionale K- Vektorriume. Dann ist auch der

Vektorraum Hom (V, W) endlich dimensional, und es gilt:

dim Hom (V,W) = dim V- dim W.

Beweis. Fiir dim ¥ = 0 oder dim W = 0 ist der Satz trivial. Seien nun dim V = n,

dim W= mund {v,,...,v } baw. {'w.,...,w } Basen von V bzw. W. Durch
. 1 m
ii..('uk) =6b,w,  (1=1,..,m;jk=1,.,n)

werden nach Satz 4 m-n lineare Abbildungen @g.j : ¥— W definiert, von denen wir
nun zeigen wollen, daf sie eine Basis von Hom ( V, W) bilden.

1. Schritt : ®,,,-»@_ sind linear unabhéngig (und damit auch paarweise verschie-
den): Aus

m n '
Z Za..@..=0 ,a. e K,
VI 1)

izl j=1

erhalten wir fiir alle k= 1,...,n

o= 0(v) = ( ZZ@@)(U ZZ@@('U

i=1 j=1 i=1 j=1

m i
= Z Z anﬁjkw = Z Q. W, .
i=1 j=1 i=1
Aus der linearen Unabhingigkeit der Vektoren w,,..,w,, folgt somit ¢, = 0 fiir
t=1,.,mund k = 1,...,n. Also sind die Abbildungen ® @, linear unabhingig.
2. Schritt : {@ | i =1,..,m; j=1,.,n} ist ein Erzeugendensystem des Vektor-
raumes Hom (V,W): Sei & € Hom (V,W) beliebig. Dann gibt es fiir jedes & = 1,...,n

Zahlen BB, € K mit
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®(v,) = Z g, W,
i=1
Daraus folgt fiir k= 1,...,n
m n m n
(X X o20m) = Y, Y 052,00
i=1 j=1 i=1 j=1
m n m
= 2 Z @y O 0y = Z a0 = (1),
i=1 7=1 1=1
also nach Satz 4
m n
& = Z 2 o
LYY
izl j=1

- Somit ist {@z.j | ¢=1,.,m; j=1,..,n} eine Basis von Hom (V,W), und es gilt aufler-

dem dim Hom(V,W)=n-m = dim V- dim W. .

Wir wenden uns nun einem wichtigen Spezialfall zu. Da der Korper K selbst
ein K—Vektorraum ist, k6nnen wir W = K setzen. Statt Hom (V,K) schreiben wir
V*, und statt  schreiben wir hiufig z*.

V* heifit der Dualraum von V, und z* € V' heiflt lineares Funktional oder

Linearform auf V.

Beispiele. (a) Die Beispiele (e) und (f) aus § 1 enthjelten Linearformen, ndmlich

Integral und Grenzwert.

(b) Es seien A eine nichtleere Menge, ¢ € A und V= K? . Die durch
&K — K, f— 8(F) = f(1))

erklirte Abbildung ist eine Linearform (Auswertungsfunktional).

M=

6. =: Spur A ist eine

(c) Die Abbildung & : K¥" — K , 4 = «aij)) —
i=1

Linearform,
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Bemerkungen und Definitionen. (a) Gilt dim V = n, so ist nach Satz 10 auch
dim V* =, also Vv V*. |
Ist B = {v,,..,u } eine Basis von V, so wird, wenn wir in K als Basis {1}

wihlen, nach dem Beweis von Satz 10 durch
v (v) = 6 k=1,.,n
VR 5k =1,

eine Basis B* = {4},..,v"} von V* festgelegt. B* heift die zur Basis B duale Basis. Sie
ist nach Satz 4 eindeutig bestimm§. Der Basisvektor 1}7; ¢ B* heifit j—tes Koordinaten-
- funktional beziiglich der Basis B.

Dieser Name erklirt sich dadurch, da8 fiir alle z€ V und alle £ e V¥ gilt:

* *
z=v, (D) vy ++ v, (20,

=z (v,) 'ut PR (v,) w:;.
(b) Speziell fiir V= K" und die Standardbasis B = {e,,...,¢,} erhalten wir, dafl das
j—te Koordinatenfunktional e’; durch das n—Tupel
(e";. (el),...,ej. (e)) = (0,..,0,1,0,..,0)

—
j—te Stelle

n
festgelegt ist und ein beliebiges = € (K™)* wegen = 5 z; ej und a:*(ez.) =z,
j=1

durch das n—Tupel (ml,...,mn). Weil wir n—Tupel und Spaltenvektoren identifizieren,
koénnen wir e’; als Standardbasisvektor ¢ auffassen und ¢ als Spaltenvektor z =
(2, -ﬂ:n)T. Damit wird (K™)* in natiirlicher Weise mit K" identifiziert und B* mit

B. Die Wirkung von z* auf

wird dann durch



144 Kapitel 3 Lineare Abbildungen

3*(9) =n Yy ety = Ty = <5,y>

gegeben. Das so definierte Produkt <-,-> heifit das Standardskalarprodukt auf K". Es
wird in Kapitel 5 weiter behandelt.
(¢) Unendlich dimensionale Vektorrdume sind im allgemeinen nicht zu ihrem Dual-
raum isomorph:

Sei beispielsweise ¥V = R[X], und sei B = {1, X, X x ,---} die kanonische
Basis von V. Dann ist z* € V* eindeutig bestimmt durch die Folge (m*(l), £ (X),
:I}*(X2 ),...} € ]R.INO . Ist umgekehrt (ao,al,az,...) eine Folge reeller Zahlen, so wird
durch a:*(Xi) =a., 1=0,1,2,..,, eine Linearform auf V definiert. Die Abbildung

v RN o (), ), (XD, )

ist dann ein Isomorphismus. Weil ¥ und ]FR.“\JD nicht isomorph sind, ist V' damit auch

nicht zu V* isomorph.

Nun gehen wir einen Schritt weiter und betrachten den Dualraum von v
Statt (V*)* schreiben wir V** und nennen V** den Bidualraum von V.

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen dem Vektorraum V und
seinem Bidualraum V**. Wir erhalten ihn, indem wir z*(z) , z ¢ V, ¢ € V¥,

betrachten und bei festem z die Linearform z* € V* variieren lassen.
Bemerkung. Sei z¢ V. Gilt £°(z) = 0 fiir alle z* ¢ V¥, soist 2= 0.

Beweis. Ist z # o, so kdnnen wir z zu einer Basis B von V erginzen und dann eine
nichttriviale Linearform z* € V* definieren durch z*(z) = 1 und z*(z') = 0 fiir alle
z' € B\ {z}. n
Satz 11. Es seien V ein K—Vektorraum wnd V" der Bidualraum. Dann ist die

kanonische Abbildung

v V— Vv

K
T— T,
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wo a:**(x*) = .7:*(3:) fir alle ° € V¥, ein injektiver Homomorphismus. Ist V endlich

dimensional, so ist ¥ ein Isomorphismus.

Beweis. ¥ ist linear: Fiir alle z, y €V und alle 6,0 € K ist ¥(a z + b )(z") =
Flaz+by)=az’(z)+b2(y) = @(z)(z*) + b B(y)(c") = (¢ T(z) + b P(p))(z").
Dies gilt fiir alle z* ¢ V*, also folgt $(a z + b y) = o T(z) + b T(y).

U ist injektiv: Sei z € V und ®(z) der Nullvektor in V**. Nach Definition von
¥ erhalten wir z'(z) = ¥(z)(z*) = 0 fiir alle &* € V*. Nach der obigen Bemerkung
folgt z = o, also ist ¥ injektiv.

Ist Vendlich dimensional, so ist ¥ nach Korollar 6 dann auch bijektiv. |

Ist V endlich dimensional, so werden wir wegen des natiirlichen Isomorphis-
mus zwischen V und V** in Zukunft V mit seinem Bidualraum V** identifizieren.
Ist V unendlich dimensional, so ist ¥ eine Einbettung von Vin V**, und wir

konnen deswegen V als Untervektorraum von V** auffassen.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir noch jeder linearen Abbildung

& : V— W eine lineare Abbildung & : W*— V* zuordnen.

Definition. Es seien V,W K—Vektorrdume und & : V—— W linear. Dann heifit die

durch
o : VVk—-+ v

y *— y*o d
erklarte lineare Abbildung ®" die transponierte oder duale Abbildung von ®.

Bemerkung. Der Name transponierte Abbildung erkldrt sich von selbst, wenn wir

im nichsten Paragraphen den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und

Matrizen behandeln.

Fiir transponierte Abbildungen gelten folgende Rechenregeln.
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Satz 12. Es seien V,W, X K- Vektorriume. Dann gilt:

() (i) = idyr,

b) (B+T) =& " +9 ,(a®) = ad" firalled,¥ e Hom (V,W) und alle a € K,
(c) (TPod) =& 0¥ firalle® ¢ Hom (V, W) und alle ¥ € Hom (W,X),

(d) & € Hom (V, W) ist genau dann Isomorphismus, wenn ®' € Hom (Wk, V) Isomor-
phismus ist. In diesem Fall gilt (37) = ()™

Beweis. (a) (idV)T(a:*) =z o id,, = ¥ fiir alle £ € V.

B) @+ () =y o @+ =y o +y o¥=207()+ Q)=

(@7 + ¥7)(y") fiir alle y* € W*. Analog folgt (a )" (4" = ¥ o(a®)=a(y od)=

o (@7(y%)) = (a ®7)(¢*) fiir alle y* € W*.

(c) Esist ® o & ¢ Hom (V,X) und (¥ o )" ¢ Hom (X*,V*). Dann gilt fiir alle

FeXt (Tod)(H) =72 oWod)und (870 ) =8T(T(F) =0() o &

= (7o W)o® =7 (Tod)

(d) Ist & € Hom(V, W) bijektiv, so existiert ™ und es gilt ™ 0 @ =id,, o &~ =

id;, . Daraus folgt $To (37) = @ o) = (idV)T = id # und @)oo =

(@ 0 ®™)7 = (id,,)7 =1id+ . Alsoist auch &" bijektiv, und es gilt @) = (@Y.
Die Umkehrung ergibt sich aus folgenden zwei Behauptungen:

1. Beh.: Ist @™ ¢ Hom(W*, V*) surjektiv, so ist & € Hom(V, W) injektiv.

Beweis. Sei ®(z) = 0. Weil &' surjektiv ist, gibt es zu jedem 7* ¢ V¥ ein y* € W' mit

®"(y*) = £*. Damit folgt £"(z) = ®"(y*)(z) = ¥ (®(z)) = 0 fiir alle £ € V*. Nach der

obigen Bemerkung ist dann z = o, also ist ® injektiv.

2. Beh.: Ist 7 € Hom(W",V*) injektiv, so ist & € Hom(V, W) surjektiv.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dal & nicht surjektiv

sei. Somit gilt (V) # W. Wir erginzen nun eine Basis C von ®(V) zu einer Basis C'

von W, wihlen ein festes y € C'\C und definieren eine Linearform y* e W durch

y*(y) = 1 und y*(3") = 0 fiir ' € C'\{y}. Dann gilt &7 (5*)(2) = 4" (8(z)) = 0 fiir alle

ze V, also ®7(y") = o*. Wegen der Injektivitit von @' folgt hieraus, daf y* die Null-

form ist, ein Widerspruch zur Definition von y*. Sormnit ist P surjektiv. |
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§ 3 Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen

Ein n—dimensionaler K —Vektorraum ¥ ist nach Satz 7 isomorph zum K", und
wenn wir eine Basis {v,.,u} von V gegeben haben, konnen wir einen
Isomorphismus konkret angeben. Da es im folgenden auf die Reihenfolge der Basis-
vektoren ankommft, schreiben wir

B = (v),..,v)

und nennen dieses n—Tupel von Vektoren eine geordnete Basis von V.

Bemerkung. Bei einer geordneten Basis ('Ul,...,'un) sind die Vektoren v ,...,v paar-

weise verschieden.

Definition. Es seien V ein K—Vektorraum und B = (vl,...,'un) eine geordnete Basis

von V. SeizeV und

t=2z v ++z v ,5eK
171 non’e

die eindeutige Darstellung von z beziiglich B. Dann heiflen die Zahlen z,,...,z die

Koordinaten von g beziiglich B und der Vektor

e K"

&>
I

T
]

heifit Koordinatenvektor oder Koordinatenderstellung von z beziiglich B.

Bemerkung. Die Abbildung V — K", die jedem z € V den zugehérigen Koordina-
tenvektor % beziiglich B zuordnet, ist linear und bildet inshesondere v, auf den Stan-

dardbasisvektor e, € K" ab, i=1,...,n. Sie ist daher ein Isomorphismus.

Nun kénnen wir einen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen endlich

dimensionaler Vektorraume und Matrizen herstellen.

Definition. Es seien V,W K-Vektorrdume, B = (vl,...,'un) bzw. C= (wl,...,wm)
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geordnete Basen von V bzw. W und & : V— W linear. Fiir j€ {1,...,n} sei

fﬁ(vj) = G U et

die eindeutige Darstellung von si?(a:j) beziiglich C. Dann heifit die (m,n)-Matrix

Ag = ((az.j))

Abbildungsmatriz von ® (beziiglich der geordneten Basen B von V und Cvon W).

Bemerkungen (a) Die Koordinaten von (I’(vj) bilden gerade die j~te Spalte von Ay .

(b) Esist Rg Ag = dim Bild ®. Aus diesem Grunde verwenden wir statt dim Bild ¢
auch die Bezeichnung Rg & und sprechen vom Rang der Abbildung & .
Satz 13. Es seien V,W K-Vektorrdume , dim V = n, dim W= m und B = (v,,...,v )
bzw. C= (w,...,w ) geordnete Basen von V bzw. W. Dann ist die Abbildung

$1— A4 &
die jedem & € Hom (V,W) die Abbildungsmatriz A@ beziglich der Basen B,C zuordnet,

ein Isomorphismus von Hom (V,W) auf K™ "
i

Beweis. Ist 45 = ((aj)) y Agi = ((bz.j)) , so gilt fiir alle g,a' ¢ Kund j=1,...,n

(a®+a @’)(fuj) =g @(’uj) +a @‘('uj)

m m m

= a 2 e, W, + a' Z bz.jwz. = Z (a,aij+ a! bz.j) w, .
i=1 i =1 1 =1
Also folgt Aa 4+ ogd = O A@ + a—‘Aﬁ, , und die Abbildung & +— A@ ist daher
linear.

Fiir jedes A = ( a%.j)) € K™" wird durch
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eine lineare Abbildung & : V — W eindeutig festgelegt (Satz 4), die Ay = A erfillt.

Also ist die Abbildung & +— A@ ein Isomorphismus. L

Bemerkung. Aus diesem Satz folgt wieder das schon bekannte Ergebnis {iber die Di—
mension von Hom( V, W) : dim Hom (V,W) = dim V- dim W.

Die Wirkung der Abbildungsmatrix wird durch den folgenden Satz deutlich.

Satz 14. Es seien V, W endlich dimensionale K—Vekiorriume mit geordneten Basen B
bew. C, @ : V— W linear und Ag die Abbildungsmatriz von ®. Weiterhin sei z der

Koordinatenvektor von £ €V und § der Koordinatenvektor von y = $(z). Dann gilt

§= A@' %.

Beweis. Seien B = (v,,...,v,), C = (w,...,w, ) und 45 = ((az.j)). Firz=gzv + -+ 29

folgt ®(z) =y, w, +---+y,, w_ sowie
n n m m n
®(z) = Z mj@(vj) = Z xj( 2 aijwi.) = 2 ( 2 aijwj) v, .

i=1 i= =1 i=1 j=1

Also gilt

firi=1,..,m, d.h.

Bemerkung. Im Fall V= K", W= K" gilt beziiglich der Standardbasen

Ag = (2(e)) |---i®(e,)) und $(z)=Ag- 2, ze K"
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Beispiele. (a) Es seien V,W reelle Vektorrsume , (v,,%,,9;) eine geordnete Basis
von V sowie (wl,wz,w3,w4) eine geordnete Basis von W. Weiter sei & € Hom (V, W)

festgelegt durch

() = w - Wy + 3w~ w,
®(v,) = 2w, + W, + 7w, + 2w,
®(v,) = Sw,+ w+duw,.

Die Abbildungsmatrix von & beziiglich der gegebenen Basen ist

1 2 0
-1 13
dg =13 7 1
192 4

Wir wollen Kern ¢ berechnen. Wegen Kern @ = {z¢€ V | Ag % = o} miissen wir das

homogene lineare Gleichungssystem A@ = o losen. Es gilt

. 2
L, ={a [—i]| a€ R},
also folgt

Kern® = {a(2v, —v,+v,)| e € R}.

1

(b) Sei VCcR[X] der Untervektorraum der Polynome vom Grad < n~1, n € N. Dann
gilt dim V = n. Der Ableitungsoperator D : V— V hat beziiglich der Standardbasis
(1,X,..,X" ") von V die Abbildungsmatrix

001 0 «ivvee 0
2
Ap= 0
n—1
0 cevrnnennnns 0

Wir wollen nun zeigen, wie sich das Verketten linearer Abbildungen, die Inver-
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senbildung sowie der Ubergang zur transponierten Abbildung bei den zugehdrigen

Abbildungsmatrizen auswirkt.

Satz 15. Es seien V,W,X K- Vektorriume mit dim V = n, dim W = m, dim X = k
und mit geordneten Basen Bl'Bz'Ba' Weiter seten & : V— W und &': W-— X

linear. Dann gilt:

Beweis. Es seien B, = (v,,..,v ), B, = (w,,.

A@' = ((bz'j)) und A@: 0 ® = ((Cij))' Dann gilt

m ™m
3'o®(v) = D(B(v)) = B Z a ) = Z 0 ®'(w)
i=1 i=1
m k k m
= Z a,z.j( 2 b.z) = 2 ( z bh'a'z'j) T -
t=1 I=1 =1 i=1
Damit erhalten wir
m
€y = Z b 8
i=1
also gilt die Behauptung. |

Satz 16. FEs seien V, W n—dimensionale K- Vektorriume mit geordneten Basen B,C und
& V-— W eine lineare Abbildung. ® ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die
Abbildungsmatriz Aqs von ® beziglich B,C regulir ist. In diesem Fall gilt fir die
Abbildungsmatriz von & beziiglich C,B

Beweis. Ist ® ein Isomorphismus, so folgt lod = id;,, & o 37" = idW , also nach

Satz 15
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A¢4.-A@ = A, = F ,

ldV n
Ag - Ag = AidW =E,.

Somit gilt Ag-t = Aél . Nun sei umgekehrt Ag regulir. Wir betrachten die Abbil-
dung ®': W— V, die nach Satz 13 zu Ai;l gehdrt. Dann folgt wieder nach Satz 15

— _1—

B, =4z 4 = Ag .51
— _1 —

E, =4z Ag = Agio 5

Nach Satz 13 ist folglich

also &' = & ]

Satz 17. Es seien V,W K-Vektorrdume mit dim V = n, dim W = m und mit geord-

neten Basen B = (v,,...,v ), C = (w,,...,w, ). Weiter seien & : V— W eine lineare Ab-
n 1 m

bildung und A¢ die Abbildungsmatriz von ® beziiglich B,C. Ist AQST die Abbildungsmatriz

von ®" beziglich der dualen Basen C* und B* , so gilt

gaT
A¢T = AQ.

Beweis. Es gilt fiir Agr = (c,) mach Definition der Abbildungsmatrix

n n n

@T('wj) = Z ¢ vj , also (@T(w’:))(vk) = Z ¢ vj. (v) = 2 Cy by = cy-

i=1 i=1 i=1
Andererseits ist nach Definition @T(w*;) = wa; o $ , also gilt mit 45 = ((az.j))

@ W) = v} @) = i ) au) = Y 8] () = o
i=1 i=1

Damit folgt ¢,, = a,, fir alle k,I. |

ki
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Zum Schlufl dieses Abschnitts wollen wir uns noch iiberlegen, wie sich die Ab-
bildungsmatrix einer linearen Abbildung ¢ : V-— W dndert, wenn man in den Vek-

torrdumen V und W zu anderen Basen iibergeht. Es seien
B=(v,.,0) , B=(¥,.,7)
geordnete Basen von V und
C= (w,Hw_), C= (..

geordnete Basen von W. Weiterhin sei Ag = ((a,z.j)) e K™" die Abbildungsmatrix von
® ¢ Hom (V, W) beziiglich der Basen B,C' und E@ = ((EijD sei die Abbildungsmatrix
von & beziiglich der neuen Basen ﬁ, C

Die neuen Basisvektoren lassen sich mit Hilfe der alten linear kombinieren:

Die Matrix S = ((sij)) e K™" ist regulér, denn sie ist die Abbildungsmatrix von id
beziiglich der Basen B,B . Ebenso ist auch die Matrix T = ((tij)) ¢ K™™ regular als

Abbildungsmatrix von id ;, beziiglich der Basen 5’, C.

Nun gilt fiir alle j=1,...,n:

m m m m ™m
QS(UJ) = Z G W, = 2 Qs Z by W, = Z( ta akj) W,
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
bzw.
n n mw m n
di('uj)= Z skjsﬁ(vk)= z 8 2 o, W, = Z ( Z ¢, Skj) w, .
k=1 k=1 i=1 i=1 k=1

Daraus folgt fiir alle j=1,....nund alle i = 1,...,m:

m n

b Qg = Z @iy, Sk

k=1 k=1
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d.h.
und sormit
|
Ag = T Ag S
Die Art und Weise wie AQ und 21'@ zusammenhangen, fithrt zu folgender
Definition.

Definition. Zwei Matrizen A,z € K™ heiflen dquivalent , wenn es regulire Matrizen

SeK™ und Te K™™gibt mit 4 = T4 5.

Zusammenfassung. Durch Basiswechsel in V (B wird ersetzt durch ﬁ) und in W
(C wird ersetzt durch 5’) geht die Abbildungsmatrix AQ einer linearen Abbildung

~

® : V— W in eine dquivalente Matrix A@ iiber,

~

1
Ay = T 445,

wobei die reguliren Matrizen § = {(s.) bzw. T'= (¢,) den Basiswechsel in V' bzw. in

W beschreiben und durch
i1
v, = Z 5.0, ,
J gt
=1
j=1,...,n, bzw.
m
U = Z bip W
1 =1

k=1,...,m, gegeben sind.

Beispiel. Die lineare Abbildung & : R® — R* sei beziiglich der Standardbasen
durch die Matrix

L=

I

o
B ~3 = b
B w o
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beschrieben. Als neue Basen betrachten wir

1 0 1 1 1 0 1
B=([1],ll],lO])inR3 sowie 8‘:((1J , {1) , i , g)inR4.
0 1 1
0 0 0 1
Dann ist
10 1 1101
S=‘110,T=é(1]ig
0 11
6 001
und
/2 1/2 -1/2 -121f[ 3 2 1 —4 -4 -2
v Ve -2 12 12|04 2] _ |6 0 0
dg = T A4S =11 152 12 120|108 4|~ |4 8 4
' 0 0 0 1 1 6 3 1 6 3

Bemerkungen. (a) Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge K™".

(b) Durch elementare Zeilen— oder Spaltenumformungen geht eine Matrix A € K™ "

in eine dquivalente Matrix A’ iiber.

Beweis. A ist die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung & : K" — K™,
z +— A z, beziiglich der Standardbasen. Elementare Zeilenumformungen entsprechen
einem Basiswechsel in K™, elementare Spaltenumformungen einem Basiswechsel in

K". Daraus folgt die Behauptung. ]
(c) Jede Matrix A € K™ " ist zu ihrer GauBschen Normalform #quivalent.
Beweis. Die Aussage folgt direkt aus (b). [

(d) Zwei Matrizen 4,B € K™ " sind genau dann #quivalent, wenn sie gleichen Rang

haben.
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Beweis. Durch elementare Zeilen— und Spaltenumformungen kann jede Matrix 4

auf die Form

E O
T

o 0

A =

mit 7 = Rg A gebracht werden. Nach (b) sind 4 und A’ &quivalent. Gilt also
Rg A = Rg B, so sind auch 4 und B #quivalent. Gilt umgekehrt B = T 1 4 5 mit
reguliren Matrizen Se K”" und T ¢ K™ ™, so ist A Abbildungsmatrix von
d:K'— K™, 2+ A z, beziiglich der Standardbasen in ]K.ﬁ und K™ und B ist die
Abbildungsmatrix von @ beziiglich der geordneten Basen (S €58 en) in K" und

(T e, Te,) in K™ Damit folgt Rg A = dim Bild & = Rg B. =

Zum Schluf betrachten wir noch den Fall, da eine lineare Abbildung
® . V— V beziiglich einer Basis Bin V dargestellt ist. Wird die Basis B gewechselt,
so geht A{D iiber in E@ =gt Ag15 S (wegen T = S). Auch fiir diese Beziehung ver-

wenden wir einen eigenen Namen:

Definition. Zwei Matrizen A,z € IK"*™ heiflen dhnlich, wenn es eine reguldre Matrix

S e K™" gibt mit

A=28%48

Bemerkungen. (a) Die Ahnlichkeit von Matrizen ist ein Aquivalenzrelation auf der
Menge K™ ",

(b) Ahnliche Matrizen sind dquivalent. Umgekehrt gibt es aber dquivalente quadra-
tische Matrizen, die nicht #hnlich sind. In jeder Klasse dquivalenter Matrizen in
K™®" gibt es namlich nach der obigen lBemerkung (d) eine Matrix, die Diagonalge-
stalt hat, aber es gibt nicht zu jeder (n,n)-Matrix eine &hnliche Diagonalmatrix.

Wann dies der Fall ist, werden wir im nichsten Kapitel sehen.
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§ 4 Affine Abbildungen eines Vektorraumes

In diesern Abschnitt wollen wir zunichst wieder die affine Struktur des Vek-
torraumes V in den Vordergrund stellen und die zugehorigen strukturvertraglichen
Abbildungen studieren. Es sind dies die affinen Abbildungen von V. In Kapitel 6.1
werden wir dann die gewonnenen Ergebnisse auf allgemeine affine Réume tiber-

tragen.

Der affine Unterraum L = z, + U geht aus seinem Richtungsraum durch die
Abbildung 7: z +— z + z, hervor. Diese Abbildung von V in sich ist nur fir z, = o
linear; 7 ist eine bijektive affine Abbildung von V in sich. Sie heilt T'ranslation mit

Translationsvektor Z,

Definition. Es seien V,W K-Vektorrdume, & ¢ Hom (V, W) und w € W. Dann heifit
die Abbildung
o V— W
z+— d(z) +w
eine affine Abbildung von Vin W. Der Vektor w heiBit Translationsvektor von ¢.
Jede bijektive affine Abbildung ¢: V—— V heifit eine Affinitdt von V.

Bemerkungen. (a) Jede affine Abbildung ¢ : V— W ist also Komposition einer
linearen Abbildung & : V—— W mit einer Translation rin W, ¢ = 7o & . Die Abbil-
dungen ® und 7 sind dabei eindeutig bestimmt.

@ ist genau dann bijektiv, wenn es die zugehorige lineare Abbildung & ist. In
dieserm Fall gilt (p_l(y) =37 (y) - @_1(10) fiir alle y € W, und die Umkehrfunktion
go"l : W—— V ist daher ebenfalls affin.

(b) Die Komposition affiner Abbildungen ¢ : V— W, ¢': W— Xist affin.

Beweis. Seien p(v) = ®(v) + w, , ® € Hom (V, W), w) € Wund ¢'(w) = ®'(w) + 1,
®'e Hom (W,X) , z, € X. Dann gilt ¢' 0 ¢ (v) = @' 0 & (v) + ®'(w,) + z, mit
®'o$ € Hom (V,X) und &(w,) + 7, € X. m
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(c) Die Affinitdten von V bilden beziiglich der Komposition eine Gruppe, die affine
Gruppe von V. Wir bezeichnen sie mit Aff( V).

Affine Abbildungen lassen die geometrische Struktur invariant. Genauer be-

deutet dies:

Satz 18. Es seien V,W endlich dimensionale K—Vektorriume und ¢ : V — W eine
affine Abbildung. Dann gilt:

(a) Ist L ein affiner Unterraum von V, so ist o(L) ein affiner Unterraum von W und es
ist dim @(L) < dim L.

(b) Ist M ein affiner Unterraum von W, so ist tp_l(M) entweder die leere Menge oder ein
affiner Unterraum von V.

(c) @ erhilt die Parallelitit, d.h. fir alle affinen Unterrdume L,L, von V folgt aus
L || L, stets (L)) v(L,).

Beweis. Es sei p(z) = $(z) + wmit & € Hom (V,W)und we W.

(a) Mit L =z + U erhalten wir (L) = ®(U) + #(z)) + w, also ist (L) ein affiner
Unterraum von W, und es gilt dim (L) = dim (V) {dim U= dim L.

(b) Sei M=y’ + U'mit U'c Wund y' € W.Ist f,D-l(M) # @, so gibt es ein z, € V'mit
©(z,) € M. Damit folgt @(z,) € y' — w + U' und nach der Bemerkung von S5.126

$(z) + U'=y' ~w+ U Esgilt dann:
zeg (M) = oz)e M = d(r)ey' —w+ U'= ®(z,) + U’
= B(z—z)e U = zeg + (U,

d.h. (,0—1 (M) ist ein affiner Unterraum von V.
(c) Esseien L, =z + U, L, = 7, + U, und oB.d.A. sei U} ¢ U, Dann folgt

®(U,) ¢ ©(U,) und somit (L ) || ¢(L,). |
Nun wenden wir uns den affinen Selbstabbildungen von V zu. Die einfachsten

Beispiele neben der Identitdt sind die Translationen.
Weitere Beispiele sind die Streckungen mit Zentrum z und Streckungsfaktor c .

Sie bilden z auf sich ab und ordnen jedem von 2 verschiedenen Punkt z denjenigen
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Punkt y auf der Geraden durch z und zzu, fiir den y— 2= ¢ (z— 2) gilt. Somit hat
eine solche Streckung ¢ : V— V die Darstellung of{z) = y= cz + (1 —¢) #, ist also
tatsidchlich eine affine Abbildung.

Fiir ¢ = 0 bildet ¢ alle Punkte auf z ab, fiir ¢ = 1 ist o die Identitdt. Fiir
char K # 2 und ¢ = —1 schlieilich gilt z = %(m + o{z)), d.h. zist der Mittelpunkt der
Punkte z und ¢(z). In diesem Fall heifit ¢ Punkispiegelung an z .

Translationen und Streckungen mit Streckungsfaktor ¢ # 0 sind Affinitdten.
Fixelemente affiner Selbstabbildungen

Fiir die Klassifikation der affinen Selbstabbildungen von V nach geometri-
schen Gesichtspunkten sind die Fixelemente (Fixpunkte, Fixriume, Fixrichtungen)

einer solchen Abbildung wichtig.

Definition. Es seien V ein K—Vektorraum und ¢ : V—— V eine affine Abbildung.
Jeder Punkt z mit ¢(z) = z heifit Fizpunkt von ¢. Allgemein heif}t ein affiner Unter-

raumn L C Vder Dimension k ein k—dimensionaler Fizraum von o, falls (L) = L gilt.

Bemerkungen. (a) Fixrdume bleiben unter ¢ im allgemeinen nicht punktweise
fest.
(b) L =z, + Uist genau dann Fixraum der affinen Abbildung ¢ : z +— &(z) + v,
z€ V, wenn &(U)= U und ¢(z)) € L gilt.
(c) zist genau dann Fixpunkt von ¢, wenn z die Gleichung (® —id )(z) = — v er-
fiilllt. Die Menge aller Fixpunkte von ¢ ist also entweder leer oder ein affiner Unter-
raum L von V mit Richtungsraum Kern(® — idV); L heifit dann Fizpunktraum von .
(d) Ist Vendlich dimensional, so besitzt ¢ genau dann genau einen Fixpunkt, wenn
¢ —id, injektiv ist. In diesem Fall enthilt jeder Fixraum L von ¢ diesen Fixpunkt:
Sei L=z, + U. Aus ®(U) = U folgt zuniichst (& ~id)(U) C U Weil & —id,,
bijektiv ist, gilt sogar Gleichheit, also auch (® — idV)_l(U) = U. Aus ¢(z,) € L folgt
(@ —id)(z)) = —v+ 4, v € U, und aus p(z) = ¢ folgt (& —id)(z) = —v. Durch Sub-

traktion erhalten wir (& —id )(z—g) = -uve U alsoze z + (& —idv)dl(U) = L.
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Beispiele. (a) Translationen, die von der Identitit verschieden sind, besitzen keine
Fixpunkte. Die k-dimensionalen Fixriume, & > 1, sind genau die k—dimensionalen
affinen Unterrdume, die zur Translationsrichtung parallel sind.

(b) Die Streckungen mit Streckungsfaktor ¢ # 0 und ¢ # 1 besitzen das Zentrum als
einzigen Fixpunkt, und genau die affinen Unterrdume, die das Zentrum enthalten,

sind Fixraume.

(c) Sei p:R®—R*, p(z)=Az+v mit A=H _‘I’],v=[_2]-

Wir bestimmen die Fixpunkte: ¢(z) =z &= (4 — E)) z = — v. Die einzige Lisung

dieses LGS ist [_g ] ist. Somit ist [_(2) ] einziger Fixpunkt von ¢.

Um die Fixgeraden von p zu erhalten, miissen wir nach der obigen Bemerkung
(b) diejenigen eindimensionalen Unterrdume [z] berechnen, fiir die A ([z]) = [z]
gilt. Dies fiihrt uns auf das Problem, alle c€ R, ¢ # 0, und alle z € R® , Z¢ 0,20
bestimmen, fiir die 4 z= ¢ z gilt. Jedes solche z # o heifit ein Figenvektor zum

Figenwert ¢ . Nun gilt
Az=cz,z#o0,istloshar &= (4A-¢ Ez) T = 0 ist nichttrivial 1sbar

& Rg(A-cE)<2 & c=+2

Fiir ¢ = 2 erhalten wir als Fixrichtung [[ 513 ]], fiir ¢ = —2 erhalten wir als Fix-
richtung [[H% ]] Da in diesemn Fall jede Fixgerade den einzigen Fixpunkt enthalten

muf}, sind
2]t wma [2]-[5)

die beiden einzigen Fixgeraden von ¢.

3 5 7 -6 11 4
(d) Seip: R°"—— R, p(z)=Adz+ovmit A=} 0 1 -1|,v=|-2].

-4 4 -7 —4

Zur Bestimmung der Fixpunkte lgsen wir das LGS (4 — Es) ¢ = ~ v mit der erwei-
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terten Matrix

Es hat als Losungsmenge die Gerade

SR

d.h. ¢ besitzt eine Fixpunktgerade.

Die Bestimmung der Fixgeraden g = z, + [z] erfolgt in zwei Schritten.
1.5chritt: Wir berechnen wieder alle eindimensionalen Fixrichtungen [z], d.h. alle

Eigenvektoren zu dem Eigenwert ¢ # 0 :
(A — ¢ E,) z = 0ist nichttrivial léshar = Rg(A~cE,) <3 & c==1

Fiir ¢ = —1 bzw. ¢ = 1 erhalten wir als zugehorige Fixrichtungen

-2 1
[5] = [[ ﬂ] baw. [z,] = [[3]1-

2. Schritt: Zu den Fixrichtungen [z] bzw. [z,] suchen wir alle Punkte z, mit

t,a(:co) €z, + [z,] bzw. alle Pupkte Y, mit tp(yo) €y, + [3,] :
p(z) €z, + [2] & Az +v=z+az ,0eR = (A-E)g —ag =-v.

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten z, und o

und der zugehdGrigen erweiterten Matrix

Als Losungen erhalten wir
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3+ b+3/2a 3 1 3/2 3 1}
By = b = 0|+b]1)+a]l O |=a| Of|+b]1}, abeR.
-2—a -2 0 -1 -2 0

Dies ist eine Ebene L durch den Nullpunkt o, die die Fixpunktgerade h enthélt.

Weil T Linearkombination der Vektoren

HAN

ist, liegen alle Fixgeraden mit Richtung [z;,] in L, . Sie schneiden dann alle die
1

Fixpunktgerade, weil z, und [ 1 ] linear unabhingig sind. Somit erhalten wir als
0

Fixgeraden mit Richtung [2,] die in der Ebene L, liegende Geradenschar

SR

Auf die gleiche Art und Weise ergeben sich als Fixgeraden mit Richtung [:1:2] die zu

1 .
1]-1—[:1:1], beR.
0

der Fixpunktgeraden h parallelen Geraden

R

die alle in einer von L1 verschiedenen Ebene

3
et

2
0]+[.7:2], beR,
-1

i)

durch A liegen.
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Kapitel4 Determinanten und Eigenwerte

§1 Determinanten

Wir wollen bei der Einfithrung der Determinante einer quadratischen Matrix
A€ K™™ nicht den historischen Weg wihlen, sondern vielmehr eine Definition ge-
ben, die es erlaubt, theoretische Uberlegungen einfach durchzufithren. Zu diesem
Zweck miissen wir uns nochmals kurz mit Permutationen beschéftigen.

Es sei
L e e f e
" [ﬂ(l) ceeom(d) e o) e ?r(m)] €5
Dann heifit jedes Paar (ij) € {1,...,m} x {1,..,m} mit i < j und #(é) > 7(j) ein

Fehlstand von 7 . Die Anzahl F(r) der Fehlstinde von = heifit die Fehlstandszahi

von .

Beispiel. Die Permutation
_[t234
T=14213
besitzt die Fehlstinde (1,2), (1,3), (1,4) und (2,3), also ist F(r) = 4.

Eigenschaften der Fehlstandszahl

(a) Firalle re S_gilt

M (_1)F(7r).

1¢i<jsm 471

Beweis. Die Gleichung folgt, weil links im Zahler und im Nenner bis auf Vorzeichen
dieselben Faktoren stehen und 7(j) — 7(i) genau dann negativ ist, wenn (i,j) ein

Fehlstand ist. u

(b) Fiir alle g, 7€ Sm gilt: (_1)F(ao7r) = (_1)F(0) ] (_1)F(7")_
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Beweis.

(1)fem) —

1¢5{<i¢m J—t

o(n(9)) = aln(®) 7(j) — (i)

13 <jsm 'ﬂ'(j)—?f(i) j— b

a(n(3)) - o(x(3) () - )
- H( EEErR | B

L€n(d) < =) $m 187 < j¢m

= (_1)F(U) . ()™, n

(©) ()F) = ()Fr),

() ANy =2(@G-9)-1.

Beweis. Die Fehlstinde der Transposition 79 gind gerade die Paare (4,7 + 1),...,
(47— 1), (4,7) und (¢ + 1,7),...,(j — 1,7). Dies ergibt zusammen (j—9) + (j— 1 — ) =
2 (j— i) — 1 Fehlsténde. n

Bemerkung. Aus diesen Eigenschaften folgt direkt der Satz : Eine Permutation ist

genau dann gerade, wenn thre Fehlstandszahl gerade ist.

Beweis. Ist 7 eine gerade Permutation, so ist = Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen 7.,...,7,,. Mit (b) folgt dann (—l)F(ﬂ') = (-—l)F (my) ... (—l)F (Ta0) =
(__1)2k = 1, also ist F(r) gerade. Ebenso zeigt man, daf fiir ungerades 7 auch F{(r)

ungerade ist. |

Nun kénnen wir die angekiindigte Definition geben.
[

Definition. Essei 4 = ((aj)) ¢ K™", Dann heifit

At
det 4 := 2 (1) ( )a'fr(l),l a?f(n),n
TE Sn
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Determinante der Matrix A. Statt det A schreiben wir auch | 4| bzw.

all.... a'ln
det A = .
a’nl-”. ann

Bemerkungen. (a) Fiirn=1gilt det A=gq .

a a
11 12 = 0.11 0,22 -

21 o9

Fiir n = 2 erhalten wir a

21 0.12.

Fir n = 3 miissen wir iiber die Elemente der Gruppe 5, summieren. Dies ergibt die

folgende Regel (Regel von Sarrus):

Gy Gy Gy

gy Bgy Ogg | = Gyy0nolaq T Gy g0 05 + Oy 0oy

Gy G39 O3y

T Gy Goplyg T Oy Ggalas — By Gyglyg

(b) Ist A eine obere bzw. untere Dreiecksmatrix, so folgt aus der Definition der

Determinante sofort det A=a_. +--a .
11 nn

(c) det B =1.

Satzl. Fssei Ac K™" Dann gilt det A=det A"

Beweis. Es seien 4 = ((a,z.j)) und A" = ((Ez.j)). Dann ist

T (7)) w ~
det 47 = Z S )%(1),1 7 Cn(n)a
TES,

Fln
- Z (1) ( )“m(l) " S n(n)

TES
n
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_ F(r
- Z (-1) () afr_lo‘ir(l),?r(l) Y a'fl'_lo”f(ﬂ);"f("")

Bemerkung. Aus dem voranstehenden Beweis folgt unmittelbar

. F(n
det A = Z (-1) ( )a'l,ﬂ'(l) " ba(n)
WESn

Als n3chstes wollen wir einige Eigenschaften der Abbildung A4 +—— det A be-
weisen. Dabei wird insbesondere die Abhingigkeit von det A von den Spalten (Zei-
len) von A eine Rolle spielen. Um diese Abhingigkeit besser iiberblicken zu konnen,

definieren wir folgende Funktionen auf (K")" :
A: (K — K, Az, ) =det (5 |- [z},

T
(4
A: (K" — K, A(y,,-y,) = det

T

y'ﬂa
Wegen Satz 1 gilt aber A = AN, es geniigt daher nur A zu untersuchen.

Satz 2. Die Abbildung A : (K")* — K hat folgende Eigenschafien:
() A ist n—fach multilinear, d.h. es gilt fir alle j € {1, ... ,n}, alle a,b € K und alle

~ ¥
z,, 2. e K"
77

) = aA(.3, 2,8, )+ bA(...,a:j_l,E.,a:jH,...).

A(...,mj.ml,a z;+ b Zy2; ;

i SO

(b) Firallere S  gilt: A(:cw(l),...,:nﬂ(n)) = (—l)F("'r) Az, ).

Insbesondere ist A alternierend, d.h. fir alle i,7€ {1,...,n}, i # j, gilt:

A(...,:Ez., ...,a:j,...) =—/_\(...,:1:]., ...,mz.,...)
- —— e ——

i—te j-te i—te j—ie
Silelle Stelle Stelle Stelle
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(c) A ist normiert, d.h. A(e,,....e )=1.

(d) Die Vektoren z,,...,z_ sind genau dann linear abhingig, wenn Azg,...,z ) =0.

Beweis. (a) folgt direkt aus der Definition der Determinante.

(b) Nach Definition von A und der Determinante gilt fiir alle 7€ S

Fo
A(Evr(l)""’mw(n)) = Z (-1) ( )ma(l),w(l) mcr(n),'rr(n)

ceS

F Fln
G:?oﬂ_ Z (_1) (TOTT) wf(l),l - m‘r(n),n = (—-1) ( ) A(ml,...,xn) .
TES

Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich nun als Spezialfall, wenn man 7 = Abd)

wihlt und beachtet, daf die Fehlstandszahl einer Transposition ungerade ist.

(c) Aley,-pe,) =det E =1

(d) Die Vektoren z,,.,5, seien linear abhingig. Wir beweisen zunichst den
folgenden Spezialfall:

Ist z,= z; firi# j soist A(z,..z,)=0
Beweis. In A(g, ..., ) tritt mit jedem Summanden

F(r
(1) )%),1 VU T T T e

auch der Summand

(i:j)
F
DT g B B et

auf, der wegen z, = ; die Form

(24)
F F
EVCIEVIY )%(1),1 B OB O R O

hat, also das (—1) — fache des ersteren ist. Somit gilt A(z,,...,z,) = 0. (Fiir Korper K
der Charakteristik # 2 folgt der Spezialfall auch direkt aus (b).)

Nun kénnen wir den allgemeinen Fall beweisen. Sind die Vektoren z,...,z
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n
linear abhédngig, so gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit z,= L a; % und wir erhalten mit
j=1
j#i
Hilfe von (a) und dem Spezialfall, da3

n

A(fcl,-o';:vn) = Z ajA(ml,...,a:i_l,mj,mM, ,mn) =0.
i=1
LR R
Es sei nun umgekehrt A(El,...,:cn) = 0. Sind die Vektoren Tyyee T, linear unab-

hingig, so bilden sie eine Basis von K" und die Standardbasisvektoren e e, lassen

1?
n
sich in der Form ¢; = kEl % T darstellen, j = 1,...,n. Mit (a), dem Spezialfall, (b)

und der Voraussetzung folgt dann

Aley,..e) = Z Gyt Y A(a:kl,...,mkn)

= Z Gyt Yamyn Dy Tam) = O

TES
T

ein Widerspruch zu (c). Also sind die Vektoren z;,...,2 linear abhiingig. |

Fiir das praktische Rechnen mit Determinanten ergeben sich aus Satz 2

zusammen mit Satz 1 folgende niitzliche Regeln:

Satz 3. Essei A e K™". Dann gilt.

(a) Addition des Vielfachen einer Spalte (Zeile) zu einer anderen dndert det A nicht.
(b) Multiplikation einer Spalte (Zeile) mit o € K vervielfacht det A um den Fakior a.
(c) Vertauschen von Spalten (Zeilen) dndert das Vorzeichen von det A.

(d) A ist genau dann regulir, wenn det A von Null verschieden ist.

Wegen Satz 3 laft sich das Prinzip des Gaufischen Algorithmus auch zur Be-

rechnung von det A einsetzen.
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Beispiel.

2 01 20 2 01 20 2 01 2 ¢
2-10 11 0 -1 -1 -11 0 -1 -1 -1 1
0 12 1 2(=1]0 1 2 12(=1]0 0 1 03
-2 0 2 -1 2 0 0 3 1 2 0 0 3 1 2
2 00 11 0 0 -1-11 0 0-1-11

2 0 1 2 0 2 01 2 0

0 -1 -1 -1 1 0 -1 -1-1 1

=10 0 1 06 3|=|0 0 1 0 3[=6
0o 0 0 1 -7 0 0 0 1 -7
0 0 0 -1 4 0 0 0 0 -3

Die Berechnung von det A 138t sich dadurch vereinfachen, dafl man zuerst ge-
eignet umformt und dann nach einer Spalte (Zeile) mit mdglichst vielen Nullen "ent-
wickelt". Diese Moglichkeit ergibt sich aus dem nachstehenden Satz, zu dessen For-
mulierung wir folgende Abkiirzung verwenden:

Es seien 4 € K™" und 4,j € {1,...,n}. Dann bezeichnen wir mit Az.'j diejenige

Matrix, die aus 4 durch Streichen der i—ten Zeile und der j—ten Spalte hervorgeht.

Satz 4. Esseid=(a)e K™™. Dann gilt fir j=1,...,n:
]

(a) detAd= 2 (—1)k+j Y det A hi (”Entwicklung nach der j—ten Spalte”)
k=1

n
b det 4 = 1Y g det 4., . ? Entwicklung nach der j—ten Zeile”
gk I,k
k=1

Beweis. Zunichst beweisen wir wieder einen Spezialfall:

b, eeees b 0

11 1,n-1 . bll ------- bl,n_1
(*) =

bn—l,l bn—l,n~10 bn—l,l bn-l,n—l

b evnns b

n,l n,n-1
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Beweis. Fiir die linke Determinante gilt

_g)Fla _ Ftm)
) D MG UL FAPRTEL N

7r€Sn TES
W(n)gn

_ Flo
- Z (#1) ( ) ba(l),l T ba(n—l),n—l )
gES

n-1

Die letzte Summe ist aber nach Definition gerade die rechte Determinante.

(a) Wegen Satz 3 gilt fiir j=1,... ,n

0411"'1"'011“ Q. esseen 0.iven a
11 1n
021“.0.“&21?, . . :
detA:a‘l‘ . . . +'”+a'n‘ ) e 000 g
J . . . J n-1,1 n—-1,n
a . 0.+ qa G4 . eesans 1 -00-- a
nl nn nl nn

Alle Determinanten in dieser Summe konnen mit Hilfe von Satz 3 so umgeformt wer-

den, dafl wir (*) anwenden kénnen. Wir erhalten durch Vertauschen von Zeilen und

Spalten
a:l.l “ee [.} e a}n
k{ a. [1} e = (—1)"'_'7'(—1)7"'_'1c det 4, . = (—1)k+j det A
g T e | T hi = b
a a

n1"'£_,"' o
J

n
und somit fiir j=1,...,n: det 4 = Z (—1)"“"'J O det Akj'
k=1

(b) Die Behauptung kann analog bewiesen werden, folgt aber auch sofort aus Satz 1

und Teil (a). "

Beispicle. (a) Wir rechnen das obige Beispiel nochmals:
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2 01 2 0 2 0 1 20 1 -1 -1 1
2-10 11 0 -1 -1 -11 _1 —2 —1 2
0 12 12| =10 1 2 1 2 = 2 0 3 1 39 —1
-2 0 2 -1 2 0 0 3 1 2| Entw. 0 11
2 00 11 0 0 -1 -1 1| 1.8p. L
—2
1 0 00
1 2 10 2 10 21
= 2. = (=2)-] 3 10| = (=23 =6
0 3 10 31
0 -1 -1 3| Entw. -1 -1 3| Entw
1.Ze, 3.5p.
(b) Vandermondesche Determinante. Fiir alle £,05, €K gilt:
1 1 1 vererans 1 1 1 eeeees 1
3;1 3;2 _-1;3 ........ g;n ] ...:1;1 0 (2,'2_:31 ) ...... (g;n_-ml )
93? 97; I 2 ]—ml = |0 wz(m2—m1) ...... a:n(a:n—:cl)
. 8 P Do X
n-1 =n-1 n-1 n~1 n—-2 n-2
T Ey By T ]_"”1 0 2, “(2yg) eeee z, (2,7,
1 1 1
I, % T
2 3
= (32 - 1?1) (.’En— iEl) . "
“n-2 n-2 n-2
2 I3 n

=0 = (:52—931)---(mn—a:l)(ms—mz)a--(:vn—zz)---(xn—mn_l) = H (mj—:ni).

1$i<j<n

Fir Produkte von Matrizen gilt der folgende Determinantenmultiplikations-

satz.

Satz 5. FEsseien A,B¢ K™ ". Dann gilt: det (4 B) = det A - det B.

Beweis. Seien a,,...,a die Spalten von 4 und &,,...,b_die von B = {(& ). Dann ist
n i n tj

AB=(Ab }--- [ 4b)=(b,a ++b 0 e fb 0tk b0,

woraus mit Hilfe von Satz 2 (a),(b),(d) folgt:
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]
E]

det(4 B)

I
o
= g
=

~—
>

7(1),1 o b*fr(n),n A(a"lr(l)""’a".rr(n))

= det A det B. n

Korollar 6 (Kdstchenmultipliketionssatz).
(a) Ist A von der Form

_[BO
= |cp
mit Be K™™ ¢eK™™™ 0 e K™ yng p e K™, 50 i
det A = det B - det D.

(b) Ist A von der Form
_[BC
— 10D
mit Be K™™, O¢ ]K(n_m)xm, Ce K™ (™ ynd D¢ E{(n_m)x(n_m), so gilt

det A =det B« det D.

Beweis. (a) Esist

[G%J[%O
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woraus mit den Sitzen 5 und 4 sofort die Behauptung folgt.

(b) Satz 1 und Teil (a). ]

XN

Bemerkungen und Definitionen.  (a) Ist die Matrix 4 € K" reguldr, so gilt
det (A7) = (det 4)™

(b) Ahnliche Matrizen besitzen dieselbe Determinante.

(c) Sind Vein n—dimensionaler K—Vektorraum und & € Hom(V,V), so haben wegen
der Aussage (b) alle Abbildungsmatrizen von @ dieselbe Determinante. Wir setzen

daher det & := det AQS und nennen dies die Determinante der linearen Abbildung .

Wir wollen nun Determinanten zur Ldsung eines linearen Gleichungssystems

bzw. zur Bestimmung der Inversen einer regulsren Matrix heranziehen.

Satz 7 (Cramersche Regel ). Es seien A e K™" eine regulire Matriz mit den Spalten
@ ,...,0 und b € K" Dann ist die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
1 n

A = b gegeben durch

T o iy

. l . det (al ! . : a ?. _1 | b az-+1 i | a-n)
T=|: mit T, = .

z

n

Beweis. Nach Satz 3 gilt g-det A = det(a, -1 6, 128;{8, """ a.)
n L 1 n 1 N 1 1 v il 3 . t
= det(a |---ia, §j§1 R TNE N a) = det(a |---ia_ [bia,, i g ) W

Satz 8. Essei A ¢ K™" eine regulire Matriz mit der Inversen A7 = ((bij))‘ Dann gilt fir

alle 4,j=1,...,n:

_ 1+f -1
by = (-1)™ (det 4 - det 4.

Beweis. Fir A7 = (b, I} bn) gilt A-(Ea1 oo bn) =E = (el o] en)) also

1
A bj = e, fiir j= 1,...,n. Mit den Satzen 7 und 4 erhalten wir daher
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-1 o P, 5L 2 -
bij = (det A)" - det (a |---{a; fefa, ila) = (—1)*" (det A) L. det Aj,z".

-1 ¢ "7 i

Neben dem hier gewidhlten direkten Zugang zur Determinante findet man in
vielen Biichern auch den Zugang iiber eine Funktion (Determinantenfunktion, Volu-
menfunktion) auf K™™ bzw. (K")" baw. V " mit gewissen Eigenschaften. Es wird
dann gezeigt, daB es bis auf Normierung genau eine derartige Funktion A gibt und
daB sie auf (K™)" die Form hat, die wir auf S. 166 als Definition benutzt haben. Wir

wollen deshalb zum Schluf die entsprechende Aussage anfiihren.

Definition. Jede n—fach multilineare Abbildung A : V" — K eines n—dimensiona-

len K—Vektorraums V, die fiir beliebige Vektoren Zypens, € 14

A(z),..,2)=0 &= &

AR sind linear abhéngig

erfiillt, heifit eine Determinantenform auf V.

Bemerkungen. (a) Sind A, und A, Determinantenformen auf V, so existiert ein
ce Kmit A =¢ A, Insbesondere gibt es auf V genau eine Determinantenform, die
auf einer gegebenen Basis den Wert 1 besitzt.

(b) Die Funktion A aus Satz 2 ist eine (normierte) Determinantenform auf K", Sie
ist durch die Eigenschaften (a), (c), (d) in Satz 2 eindeutig festgelegt. Die Eigen-
schaft alternierend zu sein folgt aus (a) und (d). Umgékehrt kann man (d) fiir alter-
nierende Multilinearformen nur dann folgern, wenn die Charakteristik des Korpers K

von 2 verschieden ist.

Zum Schluf wollen wir noch an die Bemerkung am Ende des Abschnittes {iber
Matrizen in § 1.4 ankniipfen. Die Definition der Determinante einer Matrix ist auch
fiir Matrizen 4 = ((aij)) {iber einem kommutativen Ring mit 1 sinnvoll. Sind die Ring-
elemente a,; speziell Polynome, ¢, € K[X], so ist det A ebenfalls ein Polynom. Alle
Ergebnisse dieses Paragraphen bleiben weiterhin richtig, solange sie nicht von der

Division Gebrauch machen, inshesondere gelten die Sitze 4, 5 und 6 auch in diesem

Fall.
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§ 2 FEigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Bei der geometrischen Beschreibung affiner Abbildungen in § 3.4 spielten die
Fixpunkte und Fixrichtungen eine wesentliche Rolle. Die Bestimmung solcher Fix-
elemente fithrte auf Eigenwerte und Eigenvektoren der zugehérigen linearen Abbil-
dung ®. Wir werden nun allgemeiner untersuchen, welche Informationen {iber lineare
Abbildungen ® mit den Eigenwerten von $ verbunden sind. In bestimmten Fillen

lassen sich lineare Abbildungen vollstindig fiber ihre Eigenwerte beschreiben.

Definition. Es seien V ein IK—Vektorraum und & : V— V eine lineare Abbildung.

Der Skalar ¢ € K heifit Bigenwert von ®, falls ein Vektor v€ V, v# o, existiert mit
P(v) = c v

Der Vektor v heifit Eigenvektor von  zum Eigenwert c.

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Die Menge aller Eigenvektoren von $ zu
einem festen Eigenwert ¢ bildet zusammen mit dem Nullvektor einen Untervektor-
raum von V. Er heiBt der zu ¢ gehdrige Eigenraum von ® und wird mit B bezeichnet.
Offensichtlich ist E, = Kern(® — ¢-id y)- Die Menge aller Eigenwerte von @ heifit das

Spektrum von .

(b) Es sei A € K™". Die Matrix 4 legt in eindeutiger Weise die lineare Abbildung
& : K" K", ¢ +— A-z, fest. Wir konnen deshalb auch von Eigenwerten, Figenvek-

toren und Eigenrdumen quadratischer Matrizen reden.

(c) Ahnliche Matrizen besitzen dieselben Eigenwerte.

Satz 9. Es seien V ein IK—Vektorraum, & : V— V eine lineare Abbildung und €yyeniCy
paarweise verschiedene Eigenwerte von & mit zugehdrigen Engenvektoren v ,..., V. Dann

sind die Vektoren v,,...,v, linear unabhingig.

Lo
Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion nach &:

k= 1: Definition des Eigenvektors.
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k-1 -—=k: Sel a, v+ +a U =0 Wir wenden @ darauf an und erhalten

0= ®(0) = a ¢ v+t

Andererseits gilt

0= ¢ 0= acut et y,
woraus (¢, —¢,) a, v, + -+« + (¢, — ¢,) ¢, v, = o folgt und somit nach Induktionsvor-
aussetzung (¢, — ¢,) 6, = --- = (¢, — ¢,) @, = 0. Damit ergibt sich der Reihe nach
a,=---=g,=0, a, v, =0 und schliefilich a, = 0. |

Korollar 10.  Jeder Endomorphismus eines n—dimensionalen K- Vektorraums besitzt

nxn

hichstens n Eigenwerte. Jede Matriz A € K™~ besitzt hochstens n Eigenwerte.

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiiftigen, wie man bei einem Endomor-
phismus & das Spekirum und die Eigenrdume bestimmen kann. Im allgemeinen ist
dies ein schwieriges Problem, im endlich dimensionalen Fall 188t es sich jedoch mit
Hilfe des im vorigen Paragraphen erklarten Begriffs der Determinante vereinfachen

und in vielen Fillen auch 16sen.

Seien also V ein n—dimensionaler Vektorraum, ® ¢ Hom (V,V), A5 die Ab-
bildungsmatrix von & beziiglich einer (geordneten) Basis B und ? die Koordinaten-
darstellung von ve V besziiglich derselben Basis B. Dann ist ®(v) = ¢ v, ¢ € K,
gleichwertig mit Ag 2 = c 9. Es geniigt daher, Eigenwerte von Matrizen zu be-
trachten. Nun gilt:

¢ ist Eigenwert von A € K™
= esexistiert ve K", v# o,mit Av=cv baw. mit (A—cE )v=0

& (A~cE )uv=o ist nichttrivial Igsbar

= Rang (A—cE )<n & det (A—cE )=0.

Nach Definition der Determinante erhalten wir fiir 4 = ((ae.j))

Ia
det (A—¢ En) = Z (-1) () (“ﬂ(1),1 —¢ 67r(1),1)' . (a'vr(n),n -¢ ﬁw(ﬂ);ﬂ) '
TES
i3
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Geméf der Bemerkung von S. 174 kénnen wir das Polynom

p=det(A-XE) = Y 0™ (0, - X0,
TES

)

definieren. Es heiit charakteristisches Polynom (oder Hauptpolynom) von A.

Wir ordnen nach den Potenzen von X und erhalten

_ n-1 (Y
D = a0+a1X+a2X2+---+an_1X +(-1)" X

mit a,...,6, € K. Dabei ist speziell

g, = det 4,

0 = (_1)“‘1(011 teeeta ) = (—1)"""1 Spur 4,

-
wobei Spur A definiert ist als Summe der Diagonalelemente von A.

Wir fassen zusammen:

Satz 11. Genau dann ist ¢ € K ein Eigenwert der Matriz A € K™", wenn ¢ Nullstelle des

charakteristischen Polynoms p von A ist.

Ist ¢ ein Eigenwert von A, so ist der Eigenraum E c gleich dem Ldsungsraum des
homaogenen finearen Gleichungssystems (A—cE )z =o0.

Bemerkung. Ahnliche Matrizen besitzen dasselbe charakteristische Polynom.

nxn

Beweis. Aus AB ¢ K", B = § A 8 wobei $ € K regular ist, folgt

det (STAS—XE) = det S det (A—XE )-det § = det (A—XE). n
i n n

Damit kénnen wir auch vom charakteristischen Polynom eines Endomorphismus

® reden, und Satz 11 gilt entsprechend.

o . 4_[10 _
Beispiele. (a) Sei 4 = 11], K=R.

1-X

Esist p = | 1 1 EX l =(1- X)2 , also ist ¢ = 1 einziger Eigenwert
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von A. Fiir den Eigenraum F, erhalten wir E, = [[ 2 ]] .
. - 01 2x2
(b) SelA—[_IO e K2

Dannist p= |:‘i{ _}(I =X+ 1.

An diesem einfachen Beispiel sehen wir, daf die Existenz von Eigenwerten von
dem zugrunde gelegten Korper abhingt.
Fiir K = R existiert keine Nullstelle von p, also auch kein Eigenwert von A.

Fiir K = C ergeben sich die Eigenwerte ¢, = i und ¢, =~ 1. Die zugehorigen

1

Eigenrdume sind
—rll _ 1
B =([}]1 wa 5, = 1
FirK=F, ist ¢ = 1 einziger Eigenwert mit zugehorigem Eigenraum [[ i ]]

(c) Gegeben sei die reelle Matrix

0 -1 11
-1 1 -2 3
A=1%9_ 00
1 -1 10
Es gilt:
~X -1 1 1 ~X -1 1 1
-1 1-x -2 3| _lo -x -1 3-x
P=19 3 -x 0|~ {0 1 -2-X 2X
1 -1 1 -X 1 -1 1 -X
X -1-X 0 1
1-X 0 1
o —x a1-x 3-X| _ v | X =X TV iy el
=l 0o 1 J-x 2x| =X X)| 1 —1-—X| A
1 0 0 -X

= XA+ X+ A+ 02X (A -X)-@-X)(-1-X)] - (X+1)
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= 1+X)°(X-3X+2)=01+X?(1-X@2~X)

Also sind ¢, = ~1, ¢, = 1 und ¢y =2 die Eigenwerte von A. Die zugehdrigen Eigen-

rdume sind _
0 1 1
1 1 0
Eclz[].]’Et:z:[l]’Eq:[l]'
0 1 1

Zum Schlufl dieses Paragraphen wollen wir diejenigen Endomorphismen eines
endlich dimensionalen Vektorraums untersuchen, die beziiglich einer geeigneten
Basis eine Abbildungsmatrix besitzen, die Diagonalgestalt hat, bzw. solche quadrati-

schen Matrizen, die dhnlich zu einer Diagonalmatrix sind.

Definition. Eine Matrix 4 € K™ " heifit diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diagonal-

matrix
cl 0 +c-ecen 0
0 -02 0 «---> 0
0---0 ¢ 0
0 covee- 0 ¢
n |

ghnlich ist. Ein Endomorphismus & heifit disgonalisierbar, wenn es eine Abbildungs-

matrix von @ gibt, die Diagonalgestalt hat.

Bemerkung. Da alle Abbildungsmatrizen eines Endomorphismus ¢ #hnlich sind, ist
im Falle der Diagonalisierbarkeit von & jede Abbildungsmatrix von ® diagonalisier-
bar und auflerdem zur gleichen Diagonalmatrix shulich. Es kann aber mehrere &hn-

liche Diagonalmatrizen geben

Im folgenden Satz stellen wir einfache dquivalente Bedingungen fiir Diagonali-

sierbarkeit zusammen.

Satz 12. Fir einen Endomorphismus & eines n—dimensionalen K- Vektorraumes V sind
folgende Aussagen dquivalent :

(a) @ ist diagonalisierbar.
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(b) In V gibt es eine Basis aus Eigenvektoren von ®.
(¢) V ist die direkte Summe der Eigenrdume von .

(d) Die Summe der Dimensionen der Eigenriume von @ ist n.

Beweis. (a) = (b): Nach Definition der Diagonalisierbarkeit gibt es eine Basis

B = (v,...,,) von V, beziiglich der die Abbildungsmatrix von & Diagonalgestalt

cl 0 covsnvn 0

0 ¢, 0 veers 0

0.0 ¢ _,0

L EEEEEE 0 ¢
-

(mit nicht notwendig verschiedenen cl,...,cn) hat. Also gilt @(’Ui) =¢ yfiri=1,.mn,
d.h. die Vektoren v, sind Eigenvektoren von &.

(b) = (c): Es seien c,,...,c, die verschiedenen Eigenwerte von €. Dann ist nach
Satz 9 die Summe der Eigenrdume von @ direkt, und es gilt Ecl ®@--- 0 Eck C V. Sei

nun z ein beliebiger Vektor aus V. Beziiglich der Basis (ful,...,'un) aus Eigenvektoren

von @ gilt dann ¢=¢ v +--++a v . Fassen wir alle Eigenvektoren zum gleichen

1

Eigenwert ¢, zusammen, so erhalten wir z = ?Jl SRR ?}k mit "F)i €E,, i=1,..,k.
2
(c) = (d) ist trivial.

=1, firi=1,..,k.

(d)= (a): Esseien E_,..,E__ die Figenrdume von ¢ und dim E
c1 ch €

In jedem Eigenraum F wéhlen wir eine Basis B, . Dannist B= B U .- U B, nach
[

Satz 9 linear unabhingig, und wegen 7, +-- -+ n, = nist B sogar Basis von V. Beziig-

lich dieser Basis hat die Abbildungsmatrix von $ Diagonalgestalt. [

Bemerkungen. (a) Satz 12 gilt analog, wenn wir & durch 4 ¢ K" und V durch K"
ersetzen.

(b) Ist A € K*" diagonalisierbar, und ist (v,,...,v,) eine Basis von K" aus Ei-
genvektoren von A mit A v, = ¢, v, fir ¢ = 1,...,n, so gilt fiir die regulire Matrix

S = ('ul :lvn)
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cll) ....... 0
0 02{] ..... 0
stas = | L
0.0 ¢ .0
.on=1
0 -ccvn. 0 c

Beweis. Die obige Diagonalmatrix ist gerade die Abbildungsmatrix von z +— Az

beziiglich der neuen Basis (v,,...,v,)- |

Korollar 13. Ein Endomorphismus ® eines n—dimensionalen K- Vektorraumes bzw. eine

(n,n)—Matriz A mit n verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisterbar.

Es stellt sich nun die Frage, ob sich die Diagonalisierbarkeit von @ bzw. A
auch in anderen Fillen am charakteristischen Polynom p ablesen 148t. Wir zeigen

dazu das folgende, fiir die Anwendung wichtigste Diagonalisierbarkeitskriterium.

© Satz 14.  Es seien V ein n—dimensionaler K- Vektorraum und ® : V— V eine lineare

Abbildung. Dann gilt

& ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein charokteristisches Polynom p in der

Form

(*) p = (-1)" (X—e)" e (X—c)
darstellbar ist mit r. € N und paarweise verschiedenen ¢, € K und wenn firi=1,...,k gilt:
dim Bild (@ —¢,-id}) = n—r1;.
Bezeichnung. Besitzt ein Polynom p die Darstellung (*), so sagen wir auch, dafl p in
Linearfaktoren zerfdllt und nennen r, die Vielfachheit der Nullstelle ¢, .

Bemerkungen. (a) Die zweite Forderung in Satz 14 besagt, daff die Dimension des

Eigenraumes £ mit der Vielfachheit 7, {ibereinstimmen muf} (;=1,...,k).
H}

(b) Satz 14 gilt entsprechend fiir 4 € K™", wenn wir dim Bild (@ — ¢.id ) durch

Rang (4 — ¢, E ) ersetzen.
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Beweis von Satz 14. Es sei & diagonalisierbar. Dann besitzt $ eine Abbildungsmatrix

A@derForm
CIO ......... 0
Rt
4 =1 oo

] SE

. 0 r
. k

0 .......... Ock‘

wobei die ¢, paarweise verschieden sind. Somit gilt

det(dg — X E)) = (¢, = X)™" -+ (¢, = X)* = )" (X =)t e (X =)™

und
dim Bild(® — ¢,id,;) = Rang(dg—¢; E,)

¢, —¢ 0 . 0

0 .

Deeme L

= Rang | : I . | =T

L S
o0

| 0 -0 ¢ -c,

Ist umgekehrt p = (—1)" (X — cl)’"1 e (X = ck)”c , 5o sind ¢,,...c, gerade die Eigen-

werte von ®. Wegen dim Bild(® — c+id,) = n—r, gilt dim E =7, und somit
T

dim E'c1 ++«++ dim Ec]c =7t =N Nach Satz 12 ist daher der Endomorphis-

mus ¢ diagonalisierbar. |

Die folgenden Beispiele setzen die Beispiele aus Abschnitt 4.2. fort.

Beispiele. (a) Wir betrachten die reelle Matrix

-3
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mit dem charakteristischen Polynom p= (1 - X)? . Wegen Rang (4 — E)=14#n-2

= 0 ist A nicht diagonalisierbar.

(b) Die Matrix
_ 01
4= 0]

ist itber R nicht diagonalisierbar. Uber C gilt dagegen p = (i — X)(—i - X), also hat
A zwei verschiedene Eigenwerte und ist somit diagonalisierbar. Uber K = I, ist A

* nicht diagonalisierbar, da 1 einziger Eigenwert von 4 ist und dim B, =1 gilt.

(c) Die reelle Matrix

0 -1 11
e 12 s
A=19_ 00

1-1 10

hat das charakteristische Polynom p = (1 + X)* (1 — X) (2— X) und die Eigenwerte
¢, =-l¢=1 und ¢, = 2 mit den Vielfachheiten r, =2, 1, =1 und r, = 1. Wie wir

schon wissen, ist dim EJc1 =1. Wegen 14 r ist A nicht diagonalisierbar.

(d) Die reelle Matrix

O bW
SO bS

UL
B B =
\r——

hat das charakteristische Polynom p = (2— X)? (T — X). Wegen

I

e, =2 1,=2 Rang (4 — ¢, E))=1

I

il
W W
l |
I X

¢, =17, r,=1, Rang (A—c, B;)=2
ist A diagonalisierbar. Ferner ist

1 -2
s i
1 1 0

1
], B, = [[2]].
0
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Wir bilden aus den Basisvektoren von E‘c1 und E‘a2 die Transformationsmatrix

1 -2 1
0 1 2
1 0 ©

S =

und erhalten damit

fﬁs:[

(e Nanl 5]
o O

-_TOo O
Atisd
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§ 3 Der Satz von Cayley — Hamilton

Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, gibt es zu jedem diagonali-
sierbaren Endomorphismus & eines endlich dimensionalen K—Vektorraums V eine
Darstellung von V als direkte Summe der Eigenr&ume Eq,...,ECk von &.

Wegen B = Kern(® — c.+id ) gilt also

v
V = Kern(® —c,-id ;) e---& Kern(® — ¢,rid ).
Wir betrachten nun den speziellen Endomorphismus

U = (®—cr-idy)o---0 (- ¢,-id ).

Die einzelnen Abbildungen, aus denen ¥ zusammengesetzt ist, sind miteinander ver-

tauschbar, denn es ist

. , 2 :
(@ —cidy)o (B - Cj-ldv) = & —(c + cj) ® + ¢ cj.-1dV

= (P — cj-idv) o (& —cidy).

Es sei nun z € V ein beliebiger Vektor. Dieser besitzt dann eine Darstellung

T=g 4+ 2, mit 2, € E . Wenden wir ¥ darauf an, so erhalten wir
(]
U(z) = (z)+--+ ¥(z,)
= (® —c,ridy) oo (@ - idy)o (@ — ¢ -id)(z,)

oot (@ - cl-idV) 0+++0 (@ -_— ck—l'idV) o (i' - Ck'idv)(mk)

d.h. ¥ ist die Nullabbildung auf V.

Den Endomorphismus ¥ kénnen wir uns auch so entstanden denken, dafl wir

in das Polynom m = (X —¢,) +«+ (X = ¢} den FEndomorphismus @ eingesetzt haben.
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Das Polynom m ist ein annullierendes Polynom, weil m (®) die Nullabbildung in
V ist. Wie wir spater sehen werden, ist in diesem speziellen Fall m das normierte
Polynom kleinsten Grades, fiir das m (®) = O gilt. Es wird deshalb auch Minimal-

polynom von ® genannt.

Es stellt sich die Frage, ob es zu jedem Endomorphismus ¢ von V bzw. zu
jeder Matrix 4 € K™" ein solches Polynom gibt. Bevor wir diese Frage beantworten,
wollen wir noch einmal prazisieren, was unter dem Einsetzen eines Endomorphismus

bzw. einer quadratischen Matrix in ein Polynom verstanden werden soll.
Definition. Es seien Vein K—Vektorraum, $ ein Endomorphismus von V sowie
¢=a+o X+a,X ++a X" cK[X]
ein Polynom. Dann sei g ($) der Endomorphismus
g(®) = ¢, id, 4+ a2+ a,2-452 +..+ an-@n,

wobei & =® o Do--r0 @ gilt.
k Falvctoren

Analog gilt fiir 4 € K®"
i ] 2 A"
g(4) = e E +a-A+ay A"+ . +a -4

mit A" = A-A4... 4
S —
kF Faktoren

Beispiel. Wir setzen eine Matrix 4 bzw. einen Endomorphismus & in das Polynom

g=3+ X+ X" ein und erhalten g(4)=3E + A+ A* baw. g(@)=3id,+ & + &
Bemerkung. Sei & € Hom(V, V) fest gewdhlt. Dann ist die Abbildung
fp K[X] — Hom(V,V)

g — ¢(®)
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ein Homomorphismus beziiglich der Vektorraumstruktur und der Ringstruktur, der
sogenannte Finsetzungshomomorphismus, denn es gilt fiir alle p,¢ ¢ K[X] und alle

ge K
P+ 9 (@) = p(B)+¢(®),
(a-p) (B) = a-p (@),

(p-q) (@) = p(B)og(®).

Die ersten beiden Eigenschaften sind trivial; Jp ist also linear. Es geniigt deswegen,
die letzte Eigenschaft auf der Basis {1, X, X ...} von K[X] nachzupriifen. Dort ist
sie aber unmittelbar klar.

Entsprechend wird bei festem 4 ¢ K™" der Finsetzungshomomorphismus von
K[X] in K™" erklart.

Man beachte, daB f5 (K[X]) c Hom (V,V) als Bild des kommutativen Rings
K[X] ebenfalls kommutativ ist, der Ring Hom (V,V) dagegen nicht.

Wir wollen nun den Endomorphismus @ in ein spezielles Polynom einsetzen,

némlich in sein charakteristisches Polynom.

Satz 15 (Cayley—Hamilton). Es seien V ein n—dimensionaler K- Vektorraum, & ein

Endomorphismus von V und p das charakteristische Polynom von ®. Dann ist p () = O.

Bemerkung. Man beachte, daf in der Behauptung rechts vom Gleichheitszeichen
die Nullabbildung steht. Es ist also schon daher unsinnig, einen "Beweis" folgender

Art fithren zu wollen: p (®) = det(® — @ o id})) = det(0) = 0.

Beweis. Es ist zu zeigen, dafl p (®)(v) = o fiir alle v € Vgilt. Fiir v = o ist dies klar.

Sei also v # 0. Wir betrachten nun fiir jedes m € Ny die Vektoren
v, ®(v), ®(0),..., 8™(v),

wobei wir die Konvention ®° := idV benutzen. Fiir m = 0 sind diese Vektoren linear
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unabhéngig, fiir m > n linear abhingig. Also existiert ein kleinstes m € N, fiir das die

Vektoren linear abhiingig sind. Dann ist
B = {v, ®(v), 8*(v),..., 8™ (1)}
linear unabhingig und
By {a™w)}

linear abhingig. Nach Kapitel 2 existieren also Skalare gy, € Kmit

" (v) = e, v+a $(v)+-ta ™! (v) .

Sei ¢ = g +a X+ta X"y (~1) X™ € K[X]. Dann ist ¢ (®) €

Hom(V, V), und es gilt ¢ (®)(v) = 0.
Wir wollen jetzt zeigen, dafl auch p ($)(v) = o gilt. Dazu setzen wir U := [ﬁ]

~

Wegen &(B) c U ist &(U) c U. Somit ist & := &| p ein Endomorphismus von U. Be-
ziiglich der (geordneten) Basis B besitzt & die Abbildungsmatrix

[0 0 0 a
1004,
i=lo it | ex™m
a’m—2
0 -0 1a
m-1

-X 0 +-env 0 a,o ]X
1 -X SRR 0 g,l
det(A-XE)=|0 1 ° : s
m , . . * X
-X @ ]
m-2 ]X
0 0 1 e .-X
m-1
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m—1 m
0+ecen. 0 a0+a1X+ et 1X X
= . = 0-..'.- E E =(_1)m+1q
P 0 e+ XX
0 0 -X
m-1

Alsoist p = (—l)m"'1 g. Wir ergénzen nun B zu einer Basis B von V. Der Endomorphis-

mus ¢ hat beziiglich B eine Abbildungsmatrix A{ﬁ der Form

Qe

.445:[

5]

D

mit geeigneten Matrizen C und D. Fiir das charakteristische Polynom p von @ folgt
nach dem Kistchenmultiplikationssatz fiir Determinanten p = p-p, wobei 7 das cha-
rakteristische Polynom von D ist. Setzen wir r = (—1)m+1 p,sogilt p=g¢gr=rgund
p(®)=1r(®)o ¢ (P). Daraus folgt p (®)(v) = r (8)(¢ (2)(v)) = 0. Da v beliebig war,

gilt p (B) = 0. n

Bemerkungen und Definition. (a) Satz 15 gilt analog fiir A € K™ .

(b) Die Bedeutung dieses Satzes liegt nicht darin, dal es tiberhaupt ein Polynom
g# o gibt mit ¢ ($) = O, sondern dafi das charakteristische Polynom von & diese
| Eigenschaft hat. Ein Polynom ¢ # o mit ¢ (#) = O findet man ndmlich leicht:

2

2
Wegen dim Hom (V,V) = n2, sind die n>+ 1 Vektoren idV , B, ®°... 8" aus

Hom (V,V) linear abhingig. Also gibt es Skalare 8y, 85,0 2 , die nicht alle Null gind,
mit

p)
. n
aoldv+alsl"+---+an2d§ = 0.

2
Fiir das Polynom ¢=a,+a X+ -+ a3 X" gilt dann g# ound ¢ (@) = 0.



190 Kapitel 4 Determinanten und Eigenwerte

(c) Das normierte Polynom m € K[X] vom kleinsten Grad, das m (@) = O erfiillt,
heifit Minimalpolynom von @. Es gibt ein und nur ein derartiges Polynom:

Seien nidmlich m und m normierte Polynome vom kleinsten Grad r mit
m (@)= (2) = 0. Ist m # m, so ist m ~ M vom Nullpolynom verschieden und hat
einen Grad, der kleiner als r ist. Normieren wir m — m noch, so erhalten wir ein an-
nullierendes Polynom, dessen Grad kleiner als r ist. Dies ist ein Widerspruch zur
Wahl von r. Also ist m = ™. n

Analog wird das Minimalpolynom einer Matrix A € K™ " erklart.

Wegen 3 = id;, # O ist der Grad von m immer mindestens eins.

(d) Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom, denn sie konnen als Ab-

bildungsmatrizen eines festen Endomorphismus aufgefafit werden.

Zwischen dem Minimalpolynom eines Endomorphismus ¢ und den Polynomen

g € K[X] mit ¢ () = O besteht folgender Zusammenhang:
Satz 16. Das Minimalpolynom m des Endomorphismus ® teilt jedes Polynom ¢ € K[X],
fiir das q () = O gilt.

Beweis. Wegen m # o kénnen wir nach Satz 1.14 ¢ durch m dividieren: ¢ = s-m +

mit s,y € K[X]. Dabei ist der Grad von r kleiner als der von m . Wir setzen & ein

und erhalten r (®) = ¢ (3) — s (®) o m (®) = O. Also mufl r das Nullpolynom sein. ®

Korollar 17. (a) m teilt das charakteristische Polynom p von .

(b) Die Nullstellen von m sind genau die Nullstellen von p, also gerade die Eigenwerte
von @.

Beweis von (b). Aus m (¢) = 0 folgt wegen (a) p (¢) = 0, und ¢ ist Eigenwert von .
Ist umgekehrt ¢ Nullstelle von p, also Eigenwert von @, so existiert ein Vektor v # o
mit $(v) = ¢ v. Fir i = 1,2,... gilt dann @i('u) = ¢' v, woraus m (®)(w) = m (¢) v folgt.

Alsoist m (c) v = o und wegen v# o somit m (¢) = 0. "
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Bemerkungen. (a) Ist p von der Form

p= () (X=—c)m e (X—c)™, 21,

1

mit paarweise verschiedenen c,,...,¢, € K, so kann m nur die Form

1
m= (X—c)™m - (X—c)*
haben mit 1 ¢ s, <7,
(b) Ist @ diagonalisierbar und sind ¢,,...,c, die Eigenwerte von @, so ist
m = (X—¢) - (X-¢)

ein annullierendes Polynom und somit wegen Korollar 17 das Minimalpolynom von &.

Die Umkehrung gilt auch, wie wir im néichsten Abschnitt sehen werden.
Beispiele. (a) Wir betrachten den Endomorphismus @ : R® — R}z — 4z,
mit
7 6 11
4 = 0 1 -1
-4 4 -7
Es ist
7T-X -6 11

P = 0 1-X -1
-4 4 -7-X

1-x -1 6 11
(7“'X)| PR ‘4|1—X —1|

=~ (X—1(X +1).

Fiir das Minimalpolynom m gibt es nach Korollar 17 somit nur die Moglichkeiten

m=(X—-1)(X+1) oder m= (X=1)% (X + 1). Wegen

6 -6 111 8 -6 11
A~EVY(A+EY=1}0 0-1|]0 2-1|%0
( s) { 3) -4 4 -8||-4 4 -6
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ist m=(X— 1) (X + 1) = —p das Minimalpolynom von .
Im nichsten Paragraphen werden wir fiir den Fall, dafl das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerfillt ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung des

Minimalpolynoms herleiten.

(b) Der Satz von Cayley—Hamilton ist auch bei dem Problem niitzlich, fiir ein Poly-

nom g und eine quadratische Matrix 4 die Matrix ¢(4) zu bestimmen. Ist z. B.
f= 1+2X+6X-4X-X

und A die Matrix aus Beispiel (a), so verfahren wir folgendermafien:
Wir dividieren ¢ durch das charakteristische Polynom p = — (X — 1)2 (X + 1)

von A und erhalten
g=(X+58)p-2X+4
Also gilt
g(A) = (A+5E'3)p(A)-—2A+4E3 = 24+4E
und daher

-10 12 -22
Q(A) = 0 2 21.
8 -8 18

Ist das Minimalpolynom m bekannt und Grad m < Grad p, so arbeitet man

vorteilhafter mit m .
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§ 4 Jordansche Normalform

Wir haben in § 2 gesehen, daf die diagonalisierbaren Endomorphismen bei ge-
eigneter Basiswahl eine Diagonalmatrix als Abbildungsmatrix besitzen. In diesem
Abschnitt wollen wir versuchen, auch fiir nichtdiagonalisierbare Endomorphismen

eine moglichst einfache Abbildungsmatrix zu erhalten.

Wie wir wissen, 1Bt sich bei einem diagonalisierbaren Endomorphismus & der

Vektorraum Vin eine direkte Sumnme von Untervektorrdumen zerlegen:

V=FE &..9F .
c1 Cck

Es gilt ®(E ) C E,. Untervektorrsume U C V, die ®(U) ¢ U erfiillen, heiflen
] H

& —invariant.

Unser nichstes Ziel ist es, auch fiir nichtdiagonalisierbares @ € End(V)

& —invariante Untervektorrdume V..., vV, zu finden, so dafl

V = Vlm...Q Vk

gilt und die Einschrinkungen & | Vl,...,ff'l Vi moglichst einfache Abbildungsmatrizen

besitzen. Analog zu den Eigenrdumen E versuchen wir, die Untervektorréume V. in
[

der Form V, = Kern g, (&) mit geeigneten Polynomen ¢; € K[X] darzustellen. Dazu

betrachten wir zunichst die speziellen Untervektorraume Kern ¢ (®) mit ¢ € K[X].

Bemerkungen. (a) Fiir jedes Polynom ¢ € K[X] ist Kern ¢ (@) ein $—invarianter

Untervektorraum von V.

Beweis. Aus v ¢ Kern ¢(®) folgt ¢(®)(v) = o und somit o(@)(@(v)) = (@ 0 g(@))(v) =
0. Also ist ®(v) € Kern ¢ (®). |

(b) Ist das Polynom ¢ € K[X] ein Teiler von r ¢ K[X], so folgt Kern g (®) C
Kern r (®).

Beweis. Es ist 7 = s g mit s € K[X]. Aus v € Kern ¢ (8) folgt dann r (®)(v) =
s ()(g (®)(v)) = 0 und somit v ¢ Kern r (2). | ]
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{(c) Sind ¢,r € K[X] teilerfremde Polynome, so gilt

Kern (g-7) (8) = Kern ¢ (&) ® Kern r (@)

Beweis. Sind ¢ und r teilerfremd, so gibt es nach Satz 1.16 Polynome s und ¢ mit
s-q+ t-r= 1. Setzen wir & ein, so erhalten wir 5 (8) o ¢ (®) + £ (@) o 7 (®) =idy,

und somit fiir ve V

— —

v = f(@)(q(‘P)('v)) + £(2)(r(2)(2))-

v v

Y z
Aus v € Kern (g r)(®) folgt
r(@)(5) = (r (@) o s (@) 0 g (8))(0) = (s (@) 0 g (&) 0 7 (B))(2) = 5 (B)(0) = 0,
also y € Kern 7 (®). Ebenso erhalten wir z € Kern ¢ (). Mit (b) ergibt sich daher
Kern (g-7) (8) = Kern ¢ (®) + Kern r ().
Schliefilich folgt aus v € Kern r (8) N Kern ¢ (@) direkt z = y = 0 und somit v = o.
Also ist die Summe direkt. _ n

(d) Sind g¢,,...,q, paarweise teilerfremde Polynome, so gilt

Kern (g,---q, )(®) = Kern g (@) e--@Kern g, (%)

Beweis. Nach Bemerkung (a) von S. 67 sind die Polynome ¢ ---¢; , und ¢, teiler-

fremd. Durch vollstindige Induktion und mit (c) folgt die Behauptung. »

Die Bemerkungen (2),(b),(c) und (d) lassen sich insbesondere auf Polynome

g € K[X] anwenden, fiir die ¢(®) = O gilt. Wir erhalten so die folgende Aussage:

Satz 18. Es seien V ein K—Vekiorraum, dim V=1n und & : V— V eine lineare
Abbildung. Weiterhin sei g€ K[X] ein Polynom mit (@) = O und ¢ = ¢;"** ¢ eine
Zerlegung von q in paarweise teilerfremde Faktoren ¢, € K[X], i = 1,...,k. Dann sind die

Untervektorriume V, = Kern ¢, () & -invariont und es gilt:

¥V = VIEB---G) Vk'
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Bei geeigneter Basiswahl hat die zugehorige Abbildungsmatriz A von @ die Form

A

1 0

0 A

wobei A, die Abbildungsmatriz von @1, ist.
[

Bemerkung. Speziell fiir das Minimalpolynom m von @ gilt iiber Satz 18 hinaus:

Ist m = m - m, eine Zerlegung von m in teilerfremde normierte Faktoren

m, € K[X],i=1,.,k soist m, das Minimalpolynom von §|Kern m, (3)

Beweis. Nach Satz 18 148t sich jeder Vektor v€ Vinder Formv=1z + --- + T, mit

z, € Kern m, (@) darstellen. Wére nun m, Minimalpolynom von ®|ycern m, (2) und
m, $ m, , so wire Grad M, < Grad m, und fiir das Polynom

~N ~
M = My My g T Myt My

wiirde gelten:
m(B)(v) = m(B)(z, ) + -+ + m(®@)(z,) = my(®) 0...0 m(®) o m (B)(z,) + -+ +

m (@) o..om,_ (B)om, ()o..0 m,(®) o Mm(B)(z) + - +
m, () o...0 m(®)(z,) = 0
Also wire m (®) = O und Grad Mm < Grad m. Das ist ein Widerspruch, und somit ist

m, Minimalpolynom von @ | Kern m, () n

Als Folgerung aus Satz 18 erhalten wir ein weiteres Diagonalisierbarkeitskri-

terium.

Satz 19. Es seien V ein K - Vektorraum, dim V = n und ® € Hom (V, V). Dann gilt :

& ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpolynom m in einfache
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Linearfaktoren zerfillt, d.h. die Form
m= (X—c¢) - (X—¢,)

hat mit paarweise verschiedenen ¢ ,...,¢c, € K.

1)

Beweis. Wegen Bemerkung (b) von S. 191 miissen wir nur noch eine Richtung bewei-
sen. Hat m die obige Form, so folgt nach Satz 18, da} V=V e--.6 V, ist mit

V.= Kern (@—cid V) = E, . Nach Satz 12 ist @ dann diagonalisierbar. n
2

Bemerkung. Ist A € K™" so gelten fiir die zugehorige lineare Abbildung
$: K" — K", &(z) = 4 z, die Sstze 18 und 19 sowie die Bemerkung nach Satz 18.
Insbesondere ist also A genau dann zu einer Diagonalmatrix dhnlich, wenn sein

Minimalpolynom in einfache Linearfaktoren zerfillt.

Es sei nun c ein Eigenwert des Endomorphismus & mit der Vielfachheit r. Fiir

das charakteristische Polynom von @ gilt also

p=(X-¢)"7
mit 7 (c) # 0, und fiir das Minimalpolynom m von @ gilt dann wegen Korollar 17

m=(X-¢' M|
mit 1< s<r, m(c)#0 und m | 7. Nach Satz 18 ist dann

V = Kern (P —¢ idv)r @ Kern7 (@) = Kern (® —¢ idV)s @ Kern m (®),
WOraus wegen
Kern (® — ¢ idV)s c Kern (& - cidV)r
und
Kern m (@) ¢ Kern ().

aus Dimensionsgriinden

Kern (& - ¢ idV)s = Kern (® - cidV)T
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und

Kernm () = Kern 7 ($)
folgen.

Definition. Der Untervektorraum H_ := Kern (¢ — ¢ idV)T heifit Haouptraum zum
Eigenwert ¢ von @, die Vielfachheit s der Nullstelle ¢ des Minimalpolynoms m von @

heiBlt Index des Hauptraums H,.

Wir werden spiter zeigen, dafl dim H_ = r gilt und daf (1) (X - o)

gerade das charakteristische Polynom von & | g ist.
c

Der Index des Hauptraumes #_ kann folgendermafen berechnet werden.

Satz 20. FEs seien V ein K—Vektorraum, dim V= n, & € Hom (V,V) und ¢ ein Eigen-
wert von ®. Dann ist der Indez des Hauptroums H_ zum Eigenwert c die kleinste Zahl

s € N, fiir die
Kern ($ - cid V)s = Kern (® —¢ idV)s"'1
gilt.

Beweis. Fiir den Index s von H_und alle k € N gilt

Kern ($ — ¢ idV)s = Kern (® — u.f:idv)wc :

denn fiir das Polynom m = (X — c)'ﬁk m folgt wegen m(®) = (®—cid V)k o m(®) =
O nach Satz 18
V = Kern (® - ¢ idV)Hk ® Kern m (®),
Wworaus wegen
Kern (& —cid)’ ¢ Kern (@ —cid V)“k
aus Dimensionsgriinden die Gleichheit folgt.

Ist nun 5 die kleinste natiirliche Zahl mit

Kern (& ~cid V)E = Kern (¢ —cid V)?ﬂj
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so gilt 5< 5, und durch vollstindige Induktion erhalten wir fiir alle k € IN

Kern (® —cid V)E = Kern (® — cid V);J"c .

Sei ndmlich v € Kern ($ — cid V)EMG . Dann ist
(@ —cid)(v) € Kern (& —¢ idV);J'k—1 = Kern (® —¢ jdV);’
also
7€ Kern (® — ¢ :'1dV);+1 = Kern (& —-c¢ idV)E.
Aus § < s wiirde nun

Kern ( — cidV); = Kern ($ - cidV)s = H

[

folgen, und somit wire (X — ¢)° 7 annullierendes Polynom von & im Widerspruch

dazu, daB m = (X — ¢}’ W das Minimalpolynom von @ ist. Also folgt 5= s. n

Bemerkungen. (a) Fiir den Index s des Hauptraums H_ gibt es folgende weitere

dquivalente Charakterisierungen:

s € Nist die kleinste Zahl mit dim Kern (& ~ ¢id )’ = dim Kern (& ~ cid V)‘Hl :

s € Nist die Kleinste Zahl mit dim Bild (& — cid )’ = dim Bild (& — ¢id )™,
s € Nist die kleinste Zahl mit Rang (4g —¢ En)'; = Rang (45 —¢ Eﬂ)“ﬂ'1 .
(b) Fiir Matrizen 4 € K™" werden der Hauptraum H, zum Eigenwert ¢ und der
Index von H_entsprechend erklirt. Es ist

H = {ve K"| (A—cEn)rv= 0},
wobei r die Vielfachheit der Nullstelle ¢ im charakteristischen Polynom von A4 ist,
und entsprechend zu Satz 20 folgt dann fiir den Index des Hauptraumes H_, daf} er
die kleinste natiirliche Zahl s ist mit

Rang (A—cE )’ =Rang (A—c En)”l :

(c) Falls das charakteristische Polynom p von & bzw. von A vollstindig in Line-

arfaktoren zerfallt,
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p= () (X—e) s (X—g)

¥

k

mit paarweise verschiedenen c,...,c, € K, ergibt sich somit ein effektives Verfahren

zur Bestimmung des Minimalpolynoms m, das ja dann die Form

m = (X- 61)31“, (X - ck)sk

hat mit 1< s, ¢ firéi=1,.,k.

Im Spezialfall
P = (_1)“ (X— c)n ’

wenn also H = V bzw. H = K" gilt (und nur dann!), ist der Index s die kleinste
natiirliche Zahl, fiir die (& — ¢ idv)s die Nullabbildung bzw. (4 — ¢ En)s die Null-

matrix ist.
Wir wenden dieses Verfahren in den folgenden Beispielen an.

Beispiele. (a) Gegeben sei die Matrix

4 10 1
120 1
A=19 01 0
0 0 0 -3

mit dem charakteristischen Polynom p = (X —1) (X + 3)3 und den Eigenwerten

¢, =1und Cy=— 3. Wir wollen die zugehdrigen Hauptriume angeben. Es ist

m o= (X—=1)(X+3)°

mit 1 £ s < 3. Wir bestimmen s:

(-1 1 0 1
Rang (A + 3 E,) = Rang “é é 2 [l] =2,

0000

(0 0 0 0O
Rang(A+3E4)2=Rang 8 8 lg 8 =1,

00 00
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Rang (4 + 3 E'4)3 = Rang

jem R o I con I o]
oO0o o
oo o
il
[y

Alsoist s =2 und m = (X—1) (X + 3)°. Die zugehorigen Hauptraume sind

1 0 0 1 1
GJ|l0 1 1 0

r

Il

=

il
oRoo

=

il

(b) Die Matrix

1101
o200
A=1.11712921

110 3

besitzt das charakteristische Polynom p = (X — 92)* . Wir wollen das
Minimalpolynom m und den Hauptraum H, bestimmen. Esist m = (X —2)° mit

1< 5 < 4. Nun berechnen wir den Index s:

Rang (A—2 E,) = Rang |_;

o
== o

ocoocoo
= O

Rang (A -2 15‘4)2 = Rang

oo OoO o
[ s R e 3 ]
oo oo
oo o

Damit ist auch Rang (4 — 2 JE‘JLL)3 =0,also s=2und m = (X — 2)2. Der Hauptraum

. . . . 4
ist hier trivialerweise der R .

Wir kehren jetzt wieder zuriick zur Zerlegung
p=(X-¢"F, P()#0,

mit der zugehérigen Darstellung V = H_@ Kern p (®) und der zu dieser Zerlegung
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gehdrenden Abbildungsmatrix

Unser néchstes Ziel ist, im Hauptraum H_eine geeignete Basis zu finden, be-

ziiglich der die Abbildungsmatrix 4_ von ®| . eine besonders einfache Form hat.
C

Hierzu betrachten wir die aufsteigende Kette
c

{0} ¢ B = Kemn(®-cid}) C--- C Kem (& -cid})’ = H,.
# I

Zur Abkiirzung setzen wir U-7 = Kern (& — ¢ idv)j fiir j= 1,...,s und U, := {o}.

Wir stellen Hc nun als direkte Summe von s Untervektorrdumen dar:

H=U_® W dim W = ¢ 21
= U, oW, dim W, =: ¢, > 1
U =EW_, dimW_ =:q,_ 21

dim Ec=: g = q

Dann gilt

H = WeWe...o W_ ek .

Die Untervektorrsume W, werden dabei nach dem folgenden Prinzip bestimrmt:

Der erste Ergiinzungsraum W, kann noch beliebig gewdhlt werden. Es sei

B, = ( wgl) o mgi)) eine geordnete Basis von W,. Wir wenden auf diese ¢, Vektoren

die Abbildung (& — cid ) an.

i

Behauptung. Fur 2= (® —¢ idV) (mgl)), i=1l..q , gilt dann mgz) eV,

[:ngg),...,:n(qi)] N U&_2 = {0} , und die Vektoren m§2),...,m$) sind linear unabhéngig.
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—c idV)s (mgl)) = o, also 3:5.2) e U, Ist

Beweis. Es gilt (& — cid})"™ (&) = (&
22 4 2 . , 1 1 1
V=g, T, e n:gl) eU ,,soist (& —c IdV)s (e, a:i ) et e, :z:(ql)) =
(@ —cid )5"2 (v) = o, also g mgl) +ooet o6, xt(li) € U_, N W, . Daraus folgt
2+t a ¢V = 5 und somit auch v = o.
B 7 1 “u
(2) (2) _ : i (1 ,... (1)
Sei nun a, z; +a, T =0 Dann ist (¢ —cidy) (a, 2" +++ -+ e, 2 )
= ound a scg Ypot g, mgi) € U_, N W,. Daraus folgt o, mil) +eetoa, wgi) =
und daher ¢, = .-+ = a, = 0. Also sind die Vektoren miz),...,mgi) linear unabhéngig.m

Der Komplementérraum W2 wird nun so gewshlt, dafl er die linear unabhéngi-

gen Vektoren mgz),...,m(z) enthilt. Diese werden zu einer Basis
OO R OO ) B )
B, = (2" oy 1 Sqar gy )

von W, erginzt. Auch hier gilt analog, daf8 die Vektoren

3 . 2 :
A= @ —cid)) (&), i=1gy,
liegen, linear unabhingig sind, und daf [:1:§3 ,...,wg:)] nNU_, = {0} gilt. Wir

. is By

in U
s—2
wahlen W, derart, daB W, diese Vektoren enthilt und ergénzen sie zu einer Basis B

von W3
- ($(3) (3) (3) (3))
g q rea By ey )

Fahren wir so fort, so erhalten wir schliefilich eine Basis von W

(s-1) ).

{s-1) E(s—l) (.9-1) o
] F R | ‘Is-l

B = (:1:1 ey oy

Erginzen wir jetzt noch die Vektoren
-1 .
) = @-cid) (@7 =T

die ja nach den obigen Uberlegungen in U, = B, liegen, zu einer Basis B_von E

IO ORI CN
) LI R q H

so sind wir fertig.
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Wir schreiben die Basis B, U ... U B, des Hauptraums H, als Schema hin und

ordnen dann um:

5. L2 L@ & @

R T TR L™
. (8 (3 ,(3) (8) _(3) (3)
Bs‘ By By By T  Tgo417" g

B o0 g L9 9 ) o) ()

5 1 g1+l %gs ? Tga+l) gy $q3_1+1’”" q
Die geordunete Basis sei nun

B = (6,00 al, g o), o009 B 06y

A L T R e E LA e By 1 Egg 1o

Hierbei gilt fiir j= 1,...,s—1 und entsprechende :
. f+1
(@ —cidy) (&) = &,
also
Dy — oD )
&(z’) = ez  + 13 7,
und fiir j=s,i=1,...,,q gilt

@(a;gs)) = czgs).

Die ersten s Spalten der Abbildungsmatrix A  beziiglich B haben demnach die Ge-

stalt
c 0 0 ]
1 ¢ .
I
e 0
0 0 1 ¢
0 «vvenon 0
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Insgesamt hat 4 _die Form

sind.

Wir nennen jedes solche A, ein Jordan—Kdstchen und die gesamte Matrix Ac
den Jordan—Block zum Eigenwert c.

Ist dim H =1, s0 hat der Jordan-Block 4 genau ¢ Zeilen. Weil das charakte-
ristische Polynom von A_ offensichtlich (¢ — X) ist, gilt p= (X —¢)"- T=(c— x)
P , wobei 7 das charakteristische Polynom von Aist. Esist £t r. Wire ¢t < r, so wire
¢ Nullstelle von § und es giibe somit zum Eigenwert ¢ einen Eigenvektor v € Kern
7(®), im Widerspruch zu H_N Kern p (®) = {o}. Also gilt ¢ = rund (-1)" 7= p. So-
mit ist dim H_ = rund (-1)" pist das charakteristische Polynom von ®| g 5 @)

Die Jordan—Késtchen 4. haben eine Zeilenzahl (Linge) zwischen 1 und dem

Index s. Dabei treten

q Kistchen der Lénge s (mindestens eins !)
¢ — 4, Kistchen der Liange s —1
43— 9, Kiastchen der Linge 5 — 2

9-q_, Kistchen der Lange 1
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auf.
Insgesamt gibt es im Jordan—-Block A  genau ¢ = dim E_ Jordan -Késtchen

A, . Die Anzah! der Jordan ~Kistchen, welche die Linge [ besitzen, ist

11— 9y = dim Ws—l-l—l — dim Ws“l
= (dim Us—(s—l+1)+1 — dim Us—(s—l+1)) — (dim Us—(s—l)+l —~ dim Us—(s—l))

= dim U,~dim U} —dim U, + dim U,

= 2 dim Kern (% — ¢, id V)l— dim Kern (% — ¢, id V)m — dim Kern (% — ¢, idV)H.

Bemerkung. Durch Anderung der Reihenfolge in der Basis B kann man erreichen,
daB die Einsen, die ja nur bei Jordan—K#stchen der Linge [ > 1 auftreten, oberhalb

der Diagonalen stehen, statt unterhalb.

Wir haben jetzt fiir den Hauptraum H_eine Basis gefunden, fiir die die zuge-
horige Matrix A _ eine einfache Form annimmt. Wenn das charakteristische Polynom

p von ® in Linearfaktoren zerfillt,
_ n 1 _ A \Tk
p= (1) (X=c)t (X—c)",

mit paarweise verschiedenen ¢ ,...,¢, € K,also V= Hcl ® ... 8 HCk gilt, konnen wir

die Jordan—Blécke A ,..,4

o1 zur Jordanschen Normalform A€15 von P

ck
zusammensetzen.

Satz 21 (Jordansche Normalform). Es seien V ein n—dimensionaler K- Vektorraum

und ® : V— V eine lineare Abbildung mit dem charakteristischen Polynom
P = (_1)n (X_ 61)7’1_ v (X"' ck)rk ’
W €y, Cp € K paarweise verschieden sind, und dem Minimalpolynom

1

m = (X—¢)* (X—c)®.
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Dann gibt es eine geordnete Basis B von V, beziglich der die Abbildungsmatriz A@ die

Form

1

ck

besitzt mit Jordan—Blocken A zu den Eigenwerten ¢,
]

oy
. =
.

cg

Der Jordan—Block A hat die Linge r, , ¢ = 1,....k. Innerhalb des Jor-
2

dan—Blockes A . zum Eigenwert c; gibt es
%
2 dim Kern (® — ¢, idV)l — dim Kern (€ —¢;id ,V)l’"1 — dim Kern (& — ¢, id V)l—1

Jordan—Kistchen der Lingel, 1=1,...,s..

3

Im Jordan—Block Ac_ treten insgesamt dim Ec, Jordan—Kistchen auf Fs gibt
1 i}

mindestens ein Kdstchen der Mazimalliinge s, .

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Ag heifit die Jordansche Normalform von @,
und B heift eine Jordan—Basis von ®. Die Jordansche Normalform ist, bis auf die
Reihenfolge der Kastchen, eindeutig.

(b) Ist A € K™" und zerfillt das charakteristische Polynom p von 4 in Linearfak-
toren, p = (—1)" (X — cl)""1 e (X~ ck)”“ , €yys€, € KK paarweise verschieden, so gilt

fiir die zugehorige lineare Abbildung @& : K" — K" , ®(z) = Az , der eben
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bewiesene Satz 21.
A ist dann dhnlich zu der Jordanschen Normalform von @. Diese Matrix z?f
nennen wir die Jordansche Normalform der Matrix A.
X"

Existieren die Jordanschen Normalformen der Matrizen 4,B € K", so sind

diese Normalformen genau dann gleich, wenn 4 und B &hnlich sind.
(c) Die Forderung, daB das charakteristische Polynom bzw. das Minimalpolynom in

Linearfaktoren zerfallt, kann entfallen, wenn K = Cist.

Beispiele. (a) Der Endomorphismus & : V — V sei beziiglich der Basis {(v,,1,,9,)

durch

WO

D=3 -+ 1

(v
(v,) = 49 +27,
(v3)

O

L) = 31)1——112+3113

gegeben. Die zugehorige Abbildungsmatrix A hat dann die Form

i -

Damit folgt p = — (X — 2)3 sowie m = (X—2) mit s ¢ 3. Nun gilt:

= o
(R =N
1
Co L
————

1 4 3
Rang (A-2E,) = Rang |-1 -2 -1| = 2.
3 1 2 1

Also ist dim E_= 1 und es gibt nur ein Jordan —Kistchen. Dieses mufl dann zwangs-
liufig die Linge 3 besitzen, woraus fiir den Index s = 3 folgt. Die Jordansche Normal-

form ist also

-

I
O
= o
OO
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Wir wollen nun auch eine Basis B bestimmen, beziiglich der diese Form angenommen

wird. Es gilt
- — . 3
V.= H = Kemn (®-2id})",
.1 N\2
U, = Kemn (¢ —2id,)",

= Kern (#-2id )= F, .

Zur Bestimmung von U, 1gsen wir das LGS (4 -2 E3)2 7= o:

0 2 2 e, 0
0 -2 -2 a, | = 0
0 2 2 @ 0

. ' A
Es ergibt sich U, = {ve V| ¥ = (a},0,-0,), 0,0, € K} = [v},0, - v,] -

Zur Bestimmung von U, 16sen wir das LGS (4 -2 E,) 7= o0:

sESIHRH R EHIHEH

. . I
Esergibt sich U ={ve V| v = (a,—0,4,), ¢, € K} = [v, — v, + 5]

s e

Nun wihlen wir T € H \ U2 beliebig, etwa z, = 1, ; dann ist

gy,:=(®-2id,) 5 unds e U,\ U,

: 182
z,0=(®-2id) 5, = (2-2id}) 2 und z el =F .

Die zugehdrigen Koordinatendarstellungen sind dann

.o [0 . 1 4 3]0 4] . [0 2 2]]o0 2
go=|1|, 8,=|1-2-1||1]=]|=2],8=]0-2-2||t]=]-2].
0 1 2 1|0 2 0 2 2][0 2

Die gesuchte Jordan—Basis ist also B = (ml,azz,:cs) mit



4.4 Jordansche Normalform 209

o= Yy
z, = 4111—2w2+2v3
g, = 2v1—2v2+2'03

(b) (vgl. 5.199) Wir betrachten die reelle Matrix

4 10 1
_ -1 0 1
A4=10 01 0
0 00 -3

Es ist

p=(X—1)(X+3)3, also ¢, =1,7, =1 und ¢, =-3,7,=3,

m=(X—1)(X+3)2, also s, =1 und s,=2.

Es gibt daher einen Jordan—Block der Linge r, = 1 zum Eigenwert ¢, = 1 und einen
solchen der Linge r, = 3 zum Eigenwert ¢, = 3. In diesem Block existiert min-
destens ein Jordan-Késtchen der maximalen Linge s, = 2. Also lautet die Jordan-

sche Normalform von 4

3 0 0] 0
. 1-3 0| 0
A= 0 0-3] 0
0 0 0 |1

Wir wollen eine Transformationsmatrix § bestimmen, fiir die 5™ 'AS=4 gilt. Dazu
bestimmen wir eine Jordan —Basis der zugehdrigen linearen Abbildung @ :

Fiir den Hauptraum zum Eigenwert ¢, = 1 erhalten wir
0
4 0
Hcl = {veR" | (A-E)v=0} =[] []-
0

Fiir den Hauptraum zum Eigenwert ¢, = —3 erhalten wir
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1 o]0
ch = {veR*| (A+3E)v=0} = U, = [IgHéHg]]
0 0 1

und fiir den Eigenraum Ec2

1 1
1 0
B, = {veR'| (4+3E)v=0} = U = |5 ]
0 1
Dabei sind

-1 1 01 00 020
_1-11 061 2 |00 00
(A+3E4)— 00 4 0 und (A+3E4) =10 0 16 0
00 00 00 00

Wir wihlen z, € U, \ U, beliebig; der Basisvektor z, ist dann festgelegt:

1 -1

0 _ |1
=gl » B=(A+3E)z =| |l

0 0

Nun ergénzen wir , mit dem Vektor

e U

)
i
-1

zu einer Basis von U,. Beziiglich z,,2,,%, ergibt sich dann der Jordan—Block zum Ei-

1!$2!

genwert ¢, = — 3. Insgesamt erhalten wir als Transformationsmatrix

OO
OO
(g o e
= —
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Kontrolle: §74S=4 AS=S£,

-4 1 0 1 1 -1 1 0 -4 3 -3 0
45— |1-20 1[{o-1oo|_|-13 00
- 0 0 1 0 0O 0 0 1} — 00 01
0 0 0 -3 0 010 00 -3 0
1 -1 1 0 -3 0 0 0 -4 3 -3 0
SA“ _ 10 -1 0 0 1-3 00| _1|-13 0O
— 10 0 01 0 0 -3 0| — 00 01
0 01 0 0 0 01 0 0 -3 0
(¢) (vgl. S.183) Sei
0 -1 11
_]1-1 1 -2 3
A=13531 00
1 -1 10

Hier ist
p=(X+1)° (X-1)(X-2), ¢,=-1, ¢,=1, ¢, =2,
und1<s <=2, r,=85=1,r=8=1. Weil 4 nicht diagonalisierbar ist, muf}
s, > 1 gelten. Alsoist m = p.
Die Hauptraume ch und Hc3 sind also eindimensional, der Hauptraum Hcl

hat die Dimension 2. Im zugehorigen Jordan-Block Ac1 gibt es ein Késtchen der

maximalen Linge 2.

Damit ergibt sich als Jordansche Normalform fiir A die Matrix

oL OO
MO OO

10
v 11
4=130 o

0 0

Wir erhalten wieder eine Transformationsmatrix § mit §~4 § = ﬁ', indem wir

in den einzelnen Hauptriumen jeweils Jordan —Basen bestimmen:
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Fiir den Hauptraum Hc1 ergibt sich

1][0
= {veR*| (4+EB,) 1HAE
0]]0
denn es gilt
5 -6 5 -1 a,
-4 4 -4 8 a +a
5.5 5 _1|v=o0e = 1%3,0,1,0,3€IK.
5 -5 5 -1 0

Fiir den Untervektorraum Ul C Hcl erhalten wir

0
1
= {veR*| (A+E)v=0} = [J7 ]
0
denn es gilt
1 -1 11 0
: _%_%_%gfu=0{=bv= g,aG]K.
i 1 -1 11 0
Wir wéhlen z, € H’c1 \ U, beliebig; dann ist z, festgelegt:
1 0
1 _ _ |1
2=y =(A+E)z =4
0 0

Fiir die Hauptriume ch und Hc3 ergibt sich
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Damit erhalten wir als Transformationsmatrix

1011

_ 1110

S=1011 1

00 11

Kontrolle:

0 -1 1 11f1 01 1] (-1 0 1 2
igo |-l 123811 1of _fo-110
2 -1 00 o111] " |1-112
1-1 10])]00 1 1] 0 0 1 2
101 1}Y[-1 0 0 0] (-1 0 1 2
Sﬁ‘_lllO 1 -1 00| _J0-110
- 10111 o o10}"1-11 2
0 011jlo o002 0 01 2

(d) (abstrakt) Essei A€ R mit p= (2 - X", dh. ¢ = 2ist 12-facher Eigen-

wert und der Hauptraum H_ ist der Gesamtraum R'?. Weiterhin gelte

Rang (A-2E,)=17 , Rang (4-2 .15'12)2 =4 ,
Rang (A -2 E12)3 =2 , Rang (4-2 E12)4 = 0.

Damit ist (4 —2 ;‘.7,‘12)4 = 0, also s=4und m= (X - 2)4 . Fiir die Untervektorrédume
U, gilt:
c 1§ 2:3§U4=Hc'

Die zugehtrigen Dimensionen sind:
dim U, =12-7=5 , dim U;=12-4=8 , dim U,=12-2=10 , dim U, =12
Wegen dim E =35 gibt es 5 Jordan—Késtchen und zwar

2 dim U, —dim U, — dim U, = 24 - 12—-10=2 Kistchen der Lange 4,

2 dim U, ~ dim U, — dim U,=20- 12-8=10 Kistchen der Lénge 3,

2 dim U, - dim U, —dim U, = 16—10-5=1 Kistchen der Lange 2,

2dim U, - dim U, — dim U, =10 - 8—0=2 Kastchen der Lénge 1 .
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Damit ergibt sich folgende Jordansche Normalform von 4 (die freien Stellen sind mit

Nullen aufzufiillen),
(2000 1
1200
012090
0012
~ 2000
4 = 1200
01290
0012
20
12
2
21

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch den Fall ansprechen, daB das

charakteristische Polynom p nicht in Linearfaktoren zerfsilt, also die Form
p = (X—g) e (X=g)* 7

hat, wobei 7 € K[X] keine Nullstelle besitzt und Grad 7 > 1 ist. Hier ergibt sich die

Normalform

€1

Ck

h= |

die der Zerlegung V = Hc1 ®--. 8 H% ® V entspricht. Neben den Jordan-Bldcken

A, i= 1,....k, tritt also noch der Block A auf, der zu dem invarianten Unterraum
2

V=Kern 7 (®) gehort. Es gilt

k
V = ﬂ Bild (& - c,id )"
i=1
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(Ubungsaufgabe).

Im Fall K = R kinnen wir auch fiir 4 eine einfachere Form angeben. Diese

reelle Normalform wird im n#chsten Abschnitt hergeleitet werden.
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§ 5 Reelle Jordansche Normalform

Zur Herleitung der reellen Jordanschen Normalform benutzen wir folgende Be-

merkung iiber die Zerlegung reeller Polynome.
Bemerkung. Jedes normierte Polynom p € R[X] besitzt eine Zerlegung
p = (X—e) b (X)) (X +a X+8)00 (X +a_ X+b )™

mit ¢, , o bj € R, wobei die Polynome (X2 + 6, X + bj)tj, j= 1,..,m, keine reelle

Nullstelle haben.

Beweis. Das reelle Polynom p = d + d, X +---+ d, X", d€R, d =1, a8t sich
fiber € in Linearfaktoren zerlegen, p = (X — ¢,) .- (X — ¢,) , ¢; € C. Fir das
Polynom 7 := (X —¢,) +...- (X—7¢,) gilt dann p = Eo + 31 X4t En X" = p. Also
ist mit jeder komplexen Nullstelle ¢ von p der Vielfachheit ¢ auch die konjugiert
komplexe Zahl T eine Nullstelle der Vielfachheit .

Seien nun ¢,,...,¢, die reellen Nullstellen von p und cl’,cl",...,c n’q_ ,C ﬂ"@ die verschie-

e
denen komplexen Nullstellen. Dann folgt

p=(X-c

hee (o) (= )t (X=e]) e (X )™ (X =)™

1 1

= (X——cl)rl--- (X-——ck)”“(f—(c{ +EI) X+ ¢ c_l")lf'1

[P——— [SE——
— bl
(= (c! + ¢)X+ ¢! )™ n
e ———— [S——
—-a b
m m

Wir betrachten jetzt die Matrix A € R™" Seien p das charakteristische Poly-
nom von A und ¢ ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen von p. Bei der
Zerlegung ¢ = a + i b in Real— und Imaginérteil konnen wir 0.B.d.A. b > 0 voraus-

setzen. Wegen
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(A—cEn)jz = 0 & (A—"EEn)jE = 0
fiir ze C", ist

Rang (A—¢ En)j = Rang (A—¢ En)j.

Dies bedeutet, daff in der komplexen Jordanschen Normalform von 4 = Ag die Jor-

dan—Kistchen immer in Paaren gleicher Linge auftreten,

0 ceees 0 TO «veen 0
l e 1% :
0 0 ;

0 - 0
0 01c¢ 0 017

wobei zum 1. Kistchen die Basis 2

¥y und zum 2. Kastchen die Basis El,...,Eq

AN
gehort, d.h. auch die Basen kionnen konjugiert komplex gewihlt werden. Setzen wir

firj=1,...,q

= z = —i(s.—3
(Ej - 2(zj+zj) t yj 2(33- zj):

so gilt im Vektorraum c”
[zlr":zq )Elr"':-z-q] = [mliylz'"lmq :yq] )

also sind Zy o Yy B0 Uy linear unabhangig. Nach Konstruktion ist z;, Y; € R" und

fiir alle j=1,...,g — 1 gilt:

= 1 7) = L TI.+Z
Az, = 5 (4 zj+AzJ.) = 2(czzj+ Z FCE zj+1)
z, + Z (=i)(z, — Z.) + Z
= g2 -y . . J+1=az:.—by.+m.l
2 2 2 o
und
= 3 —A37) =
ij-— 2(Azj Azj) ayj+bmj+yj+1.

Fiir j= ¢ erhalfen wir
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und
qu = ayq+bazq.
Also ergibt sich fiir diesen Teil der Abbildungsmatrix beziiglich der neuen Basis

ml H yl ER | mq H yq

a b
-b a
10 a b
01 |-be
10
01
10 a b
01 |-ba

Wenden wir das Verfahren auf jedes Paar von Jordan—Kistchen der konjugiert kom-

plexen Eigenwerte von A an, so erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.
Satz 22 (Reelle Normalform). Essei 4 € R™"™ mit charakteristischem Polynom
t tm
p= () (X—c)" (X—ck)rk(Xz+ al X+ b)) (X% + a! X+0)™,

WO C,..sCy die paarweise verschiedenen Pigenwerte von A und X+ al' X + bl’ yeers

Xra X+b! paarweise verschiedene reelle Polynome ohne Nullstellen sind. Dann gibt
m m

es eine zu A dhnliche Matriz A der Form

1

Mz
I

[+]
o
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Dabei sind 1'5161,...,/4Lwc die Jordan—Blécke zu den Eigenwerten c,,...,C; und die Blocke B,

haben die Form

(1)
Bl 0
BI= , I=1,.m
0 " p(m)
| 5

a, bl

~b, g

1 0 a, b
Bm ~ 01 "bz a

(el )
-
©
o

wo @y 1 bl’ bl > 0, die komplezen Nullstellen von X+ a; X+ b; sind.

Bemerkungen. (a) Die Zahlen n;, {=1,...,m, und die GroBe der Kidstchen B(lj) erge-
ben sich aus der komplexen Jordanschen Normalform der Matrix A, wenn man diese

als Element aus € " auffafit.

; ist gerade die Zahl der Jordan —Ksstchen zum Eigenwert ¢, + 4 b, und zu je-
dem Jordan _Kistchen der Linge ¢ zum Eigenwert ¢ + ¢ b gibt es ein Késtchen B( 2
der Liange 2 ¢ .

(b) Die Basis, beziiglich der man die Normalform A von A erhilt, 148t sich mit dem
oben beschriebenen Verfahren aus den konjugiert komplexen Basisvektoren in der

Jordan —Basis der komplexen Matrix A bestimmen.
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Beipiel. Gegeben sei die Matrix

ONON
[ ]
b OO

mit dem charakteristischen Polynom
p=(X2-2X+27=(X-(+) (X-1-9)".
Wir bestimmen zunichst die komplexe Jordansche Normalform 4' von A. Die
Nullstellen von X° —2 X + 2 sind ¢, =1+1 und ¢, =1- i . Der Eigenraum zu ¢,
ergibt sich als Losungsmenge des LGS (A4 — (1 + i) E,} 2= o. Es ist

1 -4
E .= 1 ].

1+ —4

1 -4

Der Hauptraum zu ¢, ist Losungsmenge des LGS (4—(1+9) 143'4)2 z=o. Esist

i][2
B, = [H’ 1
1 0

Im Hauptraum H, . bestimmen wir eine Jordan —Basis:

1 -4
. |1
€ H \E, wd z = (A-(1+D)E)z = | _;

1 -4

™
I
- OO,

Damit ergibt sich fiir den Eigenraum und den Hauptraum zur konjugiert komplexen

Nullstelle ¢, =1—1 sowie fiir die Basis in diesem Hauptraum:

1414 -1 2
aer { T = )
1+ 0

— OO e
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—q 1+
31 = 8 und 32 = 1
1

1+

Die komplexe Jordansche Normalform und eine zugehtrige Transformations-

matrix § lauten:

I+ 0 0 0 i 1-1 —i 1+
g |1 14 0 0 g0 1 0 1
0 0 1-i 0] »* 0o —-i 0 i
0 0 1 1-i 1 1-i 1 1+3

Damit ergeben sich die reelle Jordansche Normalform

1 1 0 0
~ .11 00
A=179 11
01-11
und die reelle Transformationsmatrix
¢ 11 -1
loo1 o
=100 0 -1
1 01 -1
Kontrolle: 4 = S48 = SA4A = AS:
(0 1 1 -1 11 0 0] [0 0 2 0]
51_0010—1100_1011
— {0 0 0 -1 10 1 1}y 10 -1 1 -1
101 -1fjlo1-11] |2 02 o
[ 0 2 0 0 0 1 1 —-1] [0 0 2 0]
as-|00-21[foo1 of_|1 01 1
T 1-12 20 6 00 -1F |0 -1 1 -1
o0 -22]lto01-1] |2 02 o
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Kapitel 5 Euklidische und unitire Vektorraume

Die im letzten Kapitel entwickelten Kriterien fir die Diagonalisierbarkeit
eines Endomorphismus & oder fiir die Herleitung der Jordanschen Normalform der
Abbildungsmatrizen von & erlauben noch keine einfache geometrische Formulierung.
Hierzu fehlen uns bisher die aus dem Anschauungsraum vertrauten Begriffe wie Lin-

ge, Abstand und Orthogonalitit.

Wir wollen deshalb Jetzt Vektorriume betrachten, in denen solche Begriffe
definiert werden kinnen. Eine sinnvolle Einfiihrung des Léngenbegriffs setzt die Ver-
gleichbarkeit von Léngen voraus. Dies ist in allgemeinen K~Vektorrdumen nicht
mdglich, daher wollen wir uns im folgenden zunichst auf reelle, spiter auf komplexe

Vektorrdume beschrinken.

§ 1 Skalarprodukte

Es sei Vein reeller Vektorraum beliebiger Dimension. Wir betrachten eine Bi-
linearform 4 auf V, also eine 2 — fach multilineare Abbildung §: Vx V— R,

B heiflt symmetrisch, wenn B (zy) =B (y,2) fir alle T,y € Vgilt.

B heiBt positiv definit wenn B (z,z) > 0 fiir z ¢ o gilt (8 (0,0) = 0 folgt aus der

Bilinearitit).

Definition. Eine positiv definite, symmetrische Bilinearform #: V x V—— R heifit
Skalarprodukt oder inneres Produkt auf V. Fiir Skalarprodukte schreiben wir <z,y>
statt g (z,y).

Das Paar (V, <-,->) oder kurz V heifit euklidischer Vektorraum oder auch
(reeller) Vektorraum mit Skalarprodukt.

n
Beispiele. (a) V= R” <ny>i= X gy = 2y ist Skalarprodukt. Es heift das

i=1
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produkt bezeichnen.

(b) V= ]Rz, B (zy) = %y - (:z:1 Yy + 1, yl) + 2 Z, ¥, ist Skalarprodukt und offen~

sichtlich verschieden vom Standardskalarprodukt <o,

(c) Essei V= ¢ ([2,8]) der Vektorraum der stetigen, reellen Funktionen auf dem

<gh> = f () b (t) s (¢) gt

ein Skalarprodukt erklirt.

Definitionen und Bemerkungen. Es gef (V,<+,->) ein euklidischer Vektorraum.

@ ||z = V<zz>  heifit die Lénge oder Norm von ¢ ¢ V. Die Abbildung
Il:v—R
2= |z

heiBt Norm . Die Norm [ Il hat, wie man unmittelbar aus der Definitiop erkennt, fol-

gende Eigenschaften:
(i) ”:z:”EOfﬁraIle:z:EVund ”9:”=0€=>3:=o,
(i) ”c:c”:[c[“:z:” firalleze V und alle ce R |

Eine dritte Eigenschaft, die Minkowski —Ungleichung, werden wir in dem folgenden

Satz 1 beweisen.
(b) 4 (z,y) := Il z-y | heiBt Abstand oder Distanz von L,y € V. Die Abbildung

d:Vx ¥V —g R
(2,9) — d(zy)
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heifit Metrik . Fir die Metrik d gilt:
() d(zy)20firallesye Vund d(zy)=0 e z=y,
(i) d(zy)=d(yz) firalle zye V.

Weiterhin erfiillt die Metrik d die sogenannte Dreiecksungleichung, die wir ebenfalls

in Satz 1 beweisen werden.

(c) zund y heiflen orthogonal, wenn <z,y> =0 gilt; Schreibweise : z 1 .
Sind A,Bc V, so neﬁﬁen wir A und B orthogonal, bzw. A orthogonelzu B bzw.
B orthogonal zu A, wenn z 1 y fiir alle 7 € 4, y € B gilt; Schreibweise : 4 . B . Statt
{z} 1 B schreiben wir auch kiirzer z . B .
Fir A € Vsei
At = {ze V] z. 4}

A* heit orthogonales Komplement von A.
Fiir alle Teilmengen A c V gilt:

(i) A" ist ein Untervektorraum von V,
(i) A" =[4]",
(i) 4% [4] = {0},
(iv) [A] c(4')".
Satz 1. FEs seien V ein euklidischer Vektorraum und =, y, 2€ V. Dann gilt:
(@) |<zy>| <zl -yl (”Cauchy—Schwarzsche Ungleichung”)

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ¢ und y linear abhdngig sind.

) e+yll <llzh+]yl- (”Minkowskische Ungleichung”)
(©) d(zy) < d(z2) + d(2y). (”Dreiecksungleichung”)
(@ e+ yl+ | z—y|® =2 lzl?+2]y 1% (”Parallelogrammidentitit”)

2 2
(e) 4<ay> = fiz+yl - fz-yl".
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) zrye=|z+y ||2 = ||z ]|2 +l ||2. (”Satz von Pythagoras”)

Beweis. (a) Fiir y = o gilt Gleichheit und z und y sind linear abhéngig. Sei nun y # o.
Fiir alle ¢t € R und alle z, y € Vgilt

(*) 0< <zttyatiy> = <pa>+2i<my> + £ <u> .

Setzen wir speziell ¢ = — —Z—;fy%— , so erhalten wir

2
<z,7>
< _SLy>
0 ¢ <z,2> <hy>

woraus die behauptete Ungleichung folgt.

Gilt in der Cauchy —Schwarzschen Ungleichung das Gleichheitszeichen, so gilt
in (*) fiir t =— :—;’-% das Gleichheitszeichen, woraus z = —t y folgt. Die Umkehrung
ist trivial.

(b) Mit (a) folgt
2 2 2
lz+yll” = lzi"+2<zy>+ ]yl
2 2 2
Szl +2zllyl+ Nyl ==l+1y)"
(©) d(zy)=lle—yll = lz~z+z-y| < lz—zl+| 2=yl = d(z2)+ d(zy)
(d) le+ylP+lo-yl® = <z+pz+y> + <e—yz—y>

2 2
= 2<gz>+2<yy> = 2(| ="+ || ¢ ]°)

(e) le+yl*~lz=yl® = 4<ag> (wiein (d))

2 2 2
(f) ziy &= <gy>=0 = eyl =z + 1yl =
Bemerkungen. (a) Man kann auf einem reellen Vektorraum V eine Norm ||-| ein-
fithren als Abbildung ||-|| : V— R, die folgende Bedingungen erfiillt:

(i)  Firalleze Vgilt: [[z||20und [z =0 & z=0.
(ii) Fiiralleze VundalleceRgilt: |czl=|c| |z .

(i) Firallezye Veilt: [[z+y] < el+1yl.
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(V.- 1) heiBlt dann normierter Raum. .

Es gibt normierte Riume, bei denen die Norm nicht von einem Skalarprodukt
<:,+> induziert wird. Eine Norm wird genau dann von einem Skalarprodukt indu-
ziert, d.h. es gilt fir alle z€ V, daB || z | = y<gzz> , wenn die Parallelogramm-
identitat (d) erfiillt ist. (Ubungsaufgabe). Die Aussage (e) zeigt, daB in diesem Fall

das Skalarprodukt eindeutig durch die Norm |- || bestimmt ist.

(b) Man kann auf einem Vektorraum V oder allgemeiner auf einer beliebigen Menge
V¢ @ eine Metrik d einfiithren als Abbildung d: V x V— R, die den folgenden drei
Bedingungen geniigt:

(i) TFirallezye Vgilt: d(z,)20 und d(zy) =0 = z=y.

(i) Firalle zye Vgilt: d(z,y) = d(y,z) .

(i) Fiir alle g,y,2€ Vgilt: d(zy) < d(n2) +d(2y).
(V,d ) heifit dann metrischer Raum.

Es gibt metrische Rdume, die keine Vektorrdume sind, und selbst wenn Vein

reeller Vektorraum ist, muf die Metrik d nicht von einer Norm und damit erst recht

nicht von einem Skalarprodukt erzeugt werden.

(c) Die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung gibt uns jetzt die Mdglichkeit, in euklidi-
schen Vektorrdumen den Winkel w zwischen zwei Vektoren z und y zu erkliren. Da-

bei setzen wir sinnvollerweise z# o und y # o voraus. Dann ist

<z,y>

=1 & —

Pl 1yl

Damit existiert genau ein w € [0,7] mit

<z,y>

COSw = ——.
Pl 1y

Diese Zahl w heift Winkel zwischen z und y.
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In der linearen Algebra ist der Winkelbegriff nicht so wichtig wie der Begriff
der Orthogonalitdt. Wir werden deshalb im folgenden hauptsichlich letzteren unter-
suchen.

Mit Hilfe von Satz 1 wollen wir noch ein weiteres, wichtiges Beispiel fiir einen
euklidischen Vektorraum angeben.

Beispiel. Essei V C RMNO gie Menge der reellen Folgen z = (a;o,ml,....), die quadra-

o
tisch summierbar sind, fiir die also X :cz < oo gilt.

1=0
Vist ein Untervektorraum: Seien z€ V, a € R. Dann ist ¢ z = (a 5,0 9:1,....),
und es gilt

o

2 2
Zami<oo,

t=0

alsoist aze V.

Aus z= (z,2,,...) , ¥ = (¥p¥,--) € V folgt mit der Minkowskischen Unglei-

chung fiir den Standardraum R™"
m 1 m 1 m 1 w 1 ® 1
2.2 2.2 22 2,2 2.2
(Y erglV < (Y 2P+ (Y < (X&) + () ) =c
1=0 i=0 t=0 i=10 i=10

mit ¢ € R . Damit gilt fiir alle m € No

™

2 2
Y, G+ <
i=0

und somit

m

2
Z (z,+y,) < o0,
t=0

also z+ ye V.

Fiir z, y € V setzen wir nun
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m

<Ly> = Z z, Y, -

i=0
Diese Reihe ist absolut konvergent, denn mit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

chung, angewendet im R™" erhalten wir fiir alle m € No

m

m m 1
Yo lnyl = Ydgl-lyl < (Y 4P (Y 4h)
1 =10

i=0 =10 i=10

)] l (11] _]:
2 .\2 2 .2
(Y EP (Y ) =
=10 =1
mit ¢ € R und somit

m

Zlmﬂ.yi| <c.

1 =10 '

Also ist die obige Reihe absolut konvergent und daher auch konvergent.

Damit ist <-,-> offensichtlich ein Skalarprodukt auf V. Der Vektorraum Vist
ein wichtiger unendlich dimensionaler euklidischer Vektorraum in der Mathematik.
Er heifit Standard—Hilbertraum und wird iiblicherweise mit [? bezeichnet. Der Vek-

torraum R[X] der reellen Polynome ist ein Untervektorraum von 12

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir {iberlegen, wie man Skalarpro-

dukte auf endlich dimensionalen reellen Vektorrdumen V bestimmen kann.

Es sei jetzt also dim V= nund B = (v,,..,y ) sei eine festgewdhlte Basis von

V.Ist 3: Vx V— R ein Skalarprodukt, so gilt wegen der Bilinearitidt von £ fiir alle

1 n
a;:EI z.v., T, € R, und alle y=j§1 Y; Vs ijR

1

Blag) = Y, 5h(yo)y = F49,

i, j=1
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wo Z und § die Koordinatenvektoren von z und y sind und 4 = (8 ('”p'"j))) gesetzt ist.
A ist also eindeutig festgelegt durch die Matrix A . Weil g symmetrisch ist, ist

auch A symmetrisch. Weil g positiv definit ist, gilt fiir alle € R”, # o,
(*) TAL > 0.

Eine symmetrische Matrix 4, die (*) erfiillt, wollen wir ebenfalls positiv definit nen-
nen.
Es sei nun umgekehrt 4 ¢ R™" eine symmetrische, positiv definite Matrix.

Dann wird durch
Blzy) = §A7Y,

wo % und g die Koordinatendarstellungen von z und y beziiglich der festen Basis B
sind, offensichtlich ein Skalarprodukt auf V erklirt. Wir haben also den folgenden

Zusammenhang gezeigt:

Satz 2. Es seien V ein reeller Vektorraum und B eine geordnete Basis von V. Dann ist
f: Vx V— R genau dann ein Skalarprodukt, wenn eine symmetrische, positiv definite

Matriz A € R™" existiert mit
Blzy) = TTAY, syeV.
Dabei sind & und § die Koordinatenvektoren von z und y beziiglich B.

Es bleibt noch die Frage zu kldren, wie man die posifive Definitheit einer sym-
metrischen Matrix 4 nachpriifen kann. Wir zeigen dazu zwei Kriterien, benotigen

aber zuvor eine Diagonalisierbarkeitsaussage fiir symmetrische Matrizen,

Satz 3. FEs sei A ¢ R™" symmetrisch. Dann gilt:
(a) A ist diagonalisierbar.
(b) Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal (beziglich des

Standardskalarproduktes im R").

Beweis. (a) Wir fassen A zunichst als komplexe Matrix auf. Sei ¢=a+ 18, 0,0 €R,
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komplexe Nullstelle des charakteristischen Polynoms p von A und z = u + ¢ v ein zu-

gehoriger Eigenvektor aus €, 4 z = ¢ z Dann ist

Au=au—byv, Av=>bu+av.

Damit folgt
(Av) v = au'v—bao'v
und
(Av)"v=vdv=>buuv+tauv.
Alsoist b || u]|?=—10] v|?, woraus wegen z # o unmittelbar & = 0 folgt. Das charak-

teristische Polynom p zerfillt also in Linearfaktoren mit lauter reellen Nullstellen

c woraus R® = H_e---0 H_und m=(X—¢)" -+ (X—¢)*, s Index
€1 Ck 1 k 1

G

von H__, folgen.

]

Wir zeigen jetzt, daB der Index s, von H_ einsist: Sei (4 —¢; JEf}‘n)2 y=o0.

%
Dann gilt
2
0=y (A-¢E)y=[4-c¢E)i [(A-cE)y],
also (A—c. E )y= o und somit s, = 1. Nach Satz 4.19 ist A daher diagonalisierbar.
(b) Aus Au=cu und Av=dv mit u#0,v#0 und ¢, d€R, c# d folgt
cu'v = (Au) v=udv=duv

und daraus <u,v> = u v = 0. n

Satz 4. Es sei A € R™" eine symmetrische Matriz. Dann ist A genau dann positiv defi-

nit, wenn alle Figenwerte von A positiv sind.

Beweis. Es seien A positiv definit, ¢ € R Eigenwert und z Eigenvektor von A. Dann

gilt wegenz# 0

0 < 77dz = 2(cz) = ca'a = c(mf+---+mi),

also folgt ¢ > 0.
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Seien umgekehrt c,,...,c, die Eigenwerte von A und es gelte ¢, > 0 fiir alle
i=1,..k . Nach Satz 3 (a) ist A diagonalisierbar, d.h. es gilt R" = Ec1 .85 .

Zu jedemn z € R” gibt es also eine eindeutige Zerlegung z = g, +- o+ 3, mit 7€ Ecz, :

Damit folgt
‘ k k k k
T T T 2
Az = ZE.A(E. + 2 g, Az, = Zc“w” + z ¢, <T,T.>,
i i i 7 ERL A
i=1 i, j=1 i=1 i, j=1
i$j i ¥

also wegen Satz 3 (b)
k
g Az = Z ¢, |l :cz.]|2.

i=

Nun ist flir z # o mindestens ein z, # o. Wegen ¢, > 0 fitr i=1,..,k folgt also insge-

samt, dafl 74z > 0. u

Beispiele. (a) Gegeben sei die Matrix

mit dem charakteristischen Polynom
1 1
p=—(X-3) (X~5(3++5) (X-33-+8)).
Alle Eigenwerte sind positiv, also ist A positiv definit.

(b) Die Matrix

O b O
oo
O O
-0 O

mit dem charakteristischen Polynom p = X (X - 2)2 besitzt den Eigenwert 0, ist

also nicht positiv definit.
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Oft ist es schwierig, die Figenwerte einer Matrix A auszurechnen. Dann ist

eventuell das folgende Kriterium niitzlicher.

Satz 5. Fir eine symmetrische Matriz A = (az.j)) e R™" sind folgende Aussagen
dguivalent:

(a) A ist positiv definit.

(b) Es existiert eine regulére Matriz B € R™"mit A=B'B.

(c) Alle Hauptunterdeterminanten von A sind positiv, d.h. firk=1,...,n gilt

11 1k
: : >0
o S ¥

Bemerkung. Man nennt die Determinanten in (c) auch die Hauptminoren der Ma-

trix A.

Beweis. (a)= (c): Ist A positiv definit, so ist auch jede der Matrizen

positiv definit (4= A). Ist ndmlich (ml,...,:z:k) # (0,...,0), soist z = (ml,...,:ck,O,...,O) # 0,

und es gilt

Nach Satz 3 (a) ist jede der Matrizen A, shnlich zu einer Diagonalmatrix D, :

1
A, = S D5 .

Nach Satz 4 sind die Eigenwerte von 4, alle positiv, also gilt fir k= 1,...,n
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detAk = detDk > 0.

(c)= (b): Fiir k= 2,...,n schreiben wir die Matrizen 4, in der Form

ES
I

Ava Y ]

.
Ye %

mit y; = (g - %,m)' Weiterhin sei fiir k= 2,...,n

-1
By, ALY
o' 1

Hierbei haben wir benutzt, dal 4, | wegen det 4, > 0 invertierbar ist. Es folgt

T' A, T, =

Ak__l 0
E*k

T T 41
0 Gy —Y A Y

. -1
Sei by = ay — y; Ay, Wegendet T, = det T; = 1 folgt

-
det A, =det (T, 4, T,)=det 4, - b,

also
det 4,
by = — > 0, k=2,..n.
det 4,
Fiir die {n,n)-Matrix
T ol1[T 0 T, O
n-1 n-2 2
2 n-2

gilt nun nach Konstruktion, dafl sie reguldr ist und daf
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11
b 0

T"AT = 2,

0 bn
Setzen wir noch
Vi,
11 1/6; O

D = .

0 . ﬂ);

und B=D T sofolgt B" B=(T)" D2 T = A und Be R™" ist regulér.
(b) = (a): Sei z# 0. Dann ist B z# ¢ und es gilt o Az=gz B Bz=(Bg) (Bz)
> 0. Also ist A positiv definit. [

Bemerkung. Der Beweis zeigt, dafl die regulire Matrix B sogar eine obere
Dreiecksmatrix ist. Die Zerlegung der positiv definiten Matrix A in der Form A=
B™B mit einer reguliiren Dreicksmatrix B heifit Cholesky— Zerlegung, sie spielt eine

wichtige Rolle in der numerischen Mathematik.

Beispiel. Fiir welche a € R ist

positiv definit? Es gilt p = — X° + 14 X> — (48 — a”) X + 27 — 4 o2 . Hier die
Nullstellen in Abhingigkeit von o bestimmen zu wollen, ist sicher nicht einfach. Wir

wenden deshalb Satz 5 an und erhalten

2

det 4, =1 >0, det A, =9—0a" > 0 &= |a| <3,

det A, = det A=2T—4a > 0 &= o] <345

Somit ist A genau dann positiv definit, wenn - % V3 <a< % V3 gilt.
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§ 2 Orthonormalbasen und Orthogonalprojektionen

Da wir in euklidischen Vektorrdumen die Orthogonalitit von Vektoren einge-
filhrt haben, liegt es nahe, nach Basen zu fragen, deren Vektoren paarweise orthogo-
nal sind. Solche "rechtwinkligen Koordinatensysteme" spielen ja auch im Anschau-

ungsraum eine wichtige Rolle bei der Beschreibung geometrischer Phénomene.

Definition. Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine nichtleere Teilmenge A C V

heifit Orthogonalsystem, wenn gilt:

(a) oA,

(b) Je zwei verschiedene Vektoren z,y € A sind orthogonal.

Gilt auflerdem noch
(¢) Jez||=1 firalleze 4,

so heiflt A Orthonormalsystem. Ist zusitzlich A Basis von V, so heifit A Orthogonal-

bzw. Orthonormalbasis von V. Fiir letztere schreiben wir kurz ONB.

Bemerkung. Eine endliche Basis B = (:vl,...,mn) bzw. eine abzahlbare Basis B =
(:1;1,$2,...) eines euklidischen Vektorraums ist genau dann eine ONB, wenn fiir alle
3, € {1,...,n} bzw. fir alle ¢,j € N gilt: <> = % . Wie hier werden wir auch in
Zukunft bei endlichen bzw. abzihlbaren Basen meistens davon ausgehen, dafl sie ge-

ordnet sind.

Satz 6. Fs seien V ein euklidischer Vektorraum und A C V ein Orthogonalsystem. Dann

ist A linear unabhdngig.

Beweis. Seien Ty € A paarweise verschieden und a z + ot o =0,06€ R,

i=1,...,k Dann folgt flir j=1,...,%:
2
0=<a o+ +a,5,2> = a <T,T>+ 0+ 0 <BI>= aj|| mJH ,

also a;= 0. Somit ist A4 linear unabhingig. |
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Ein Orthogonalsystem ist also genau dann eine Orthogonalbasis, wenn es Ver-
zeugt. In unendlich dimensionalen Vektorriumen kann es Orthogonalsysteme geben,
die keine Basen sind, aber dennoch maximal sind, d.h. nicht durch Hinzufiigen von
weiteren Vektoren vergrofert werden konnen. In solchen euklidischen Vektorréumen
gibt es keine Orthonormalbasis. Fiir endlich dimensionale euklidische Vektorrdiume

kann dieser Fall jedoch nicht eintreten, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 7. Es sei V ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ezistiert eine

Orthonormalbasis B von V.

Bemerkung. Wir werden nicht nur die Existenz von B nachweisen, sondern auch ein
Konstruktionsverfahren angeben, mit dem man aus einer beliebigen geordneten Basis
B' von V eine ONB erhalten kann. Das Verfahren heifit Gram—Schmidtsches Orthogo-
nalisierungsverfahren.

Beweis. Sei dim V = nund B' = (z,,...,,) eine Basis von V. Wir definieren zunéchst
induktiv eine Orthogonalbasis B= (yl,...,yn) von V und normieren die Basisvektoren

anschlieflend. Sei

Yy, =
b= o <%,y > .
9 T g T T 7, 1
oy fl?
<z Y>>
2 s
Vo, = - Z ., k=1,.,n-L1
: g

i=1

Diese Definition ist sinnvoll, da alle g von o verschieden sind. Offensichtlich ist

y # 0 Wirey, =ofiirein ke {1,...,n-1}, so wire ¢ _ € [y, Sy € [ ,T,], ein
Widerspruch.

Durch vollstindige Induktion nach £ zeigen wir nun, daff (fyl,...,ykﬂ) ein

Orthogonalsystem ist.
<,,z,>

k=1 <y,y,> = <z,L,> — — <z,z,> = 0.
<z,%,>
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k— k+1: Nach Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren YooY, Paarweise ortho-

gonal, also miissen wir nur noch <Ypp¥> = 0 fiir j=1,...,k nachweisen:

k
<> = <z y> = Y T
t=1 y?.
<z, _LY.>
_ k+177 4 N
= <B¥> T 5 <Yy = 0.
[RA

Also ist B = (yl,...,yn) ein Orthogonalsystem und daher nach Satz 5 linear unab-
hingig. Wegen z, € [yl,...,yj] ,7=1..,m, ist [E] = V. Daher ist §Orthogonalbasis
und somit ist

¥

b
B= (-, )
vl Iyl

eine ONB von V. [

Bemerkungen. (a) Der Beweis zeigt, dafl das Orthogonalisierungsverfahren auch
dann funktioniert, wenn V unendlich dimensional ist und in V eine abzihlbare Basis
B' = (z,,z,, ...) existiert.
(b) Die Aussage von Satz 7 folgt auch aus Satz 5 :
Beweis. Sei 0.B.d.A. ¥V = R", und sei § ein Skalarprodukt auf R". Beziiglich der
Standardbasis gilt dann fiir alle 2,y € R"

Blzy)=c'Ay
mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix 4. Nach Satz 5 existiert eine

regulire Matrix B € R™" mit A = B'B . Somit gilt § (z,y) = (B z)" (B y), also ist

(B_lel,...,B_1 e ) eine Orthonormalbasis beziiglich £ . |

Allerdings ergibt sich so kein einfaches Rechenverfahren zur Bestimmung

einer Orthonormalbasis.
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Beispiele. {a) Im R" ist die Standardbasis B = (61""’871) ONB beziiglich des Stan-
dardskalarprodukts <-,-> .
(b) In dem Vektorraum R[X], aufgefaBt als Untervektorraum des Hilbertraumes 1%
ist A={e,| i€ No} mit
e, = (0,.,0,1,0,...)
[——
ite Stelle

eine ONB. In % ist 4 ein Orthonormalsystem.

(c) Wir wollen im R? von der Basis

Gl

ausgehend eine ONB beziiglich des Standardskalarproduktes bestimmen:

1
= [ll,lly1|1=ﬁ
0
<z,,Y¥,> 5 1 0
y2=$2_ 2 1 ‘ ] 5[]-]= [0],"9’2"'—‘1,
iy | 0 1
3~ 3 3 91 1 -2 !
Iy, |l | o, | 1 0
1
Iy, 1l =542

Also ist

1] [o 1
S HAHIEE
JAlo)l 1) &L o

. . 3
eine Orthonormalbasis von R".

(1) Wir rechnen Beispiel (c) nochmals, wobei jetzt aber der R? mit dem durch

Bzny)=24y,
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1 0 -1
A=103 0
-1 0 2
definierten Skalarprodukt § versehen ist:
1] 9
ﬁ (wzryl) . 1 3 1 1 1 2 7
y, =3, - —y = |L{-7|1| =z|1] l%l"=31
S TV R €5 s [ B 5 R
ﬁ (2;379'1) ﬁ 3)?”2 0 1
Y = B - 5 6 T ~1 ~7 =7
I I 9, 117
2 3
Ty =7

Also ist
%Ii],l Ii],llﬁl)
0 2\/’? 4 1/2_1

Bemerkungen. (2) Ist B= (ml,...,:zn) eine ONB von V, so gilt fiir alle z€ V

n
- Y <o,

i=1

o =

beziiglich § eine ONB von R,

dennaus z=a, z, + -+ + a_z_folgt <zz> = )3 ¢ <TL> = g fiir alle
171 non 7 =1 3

ji=1,.,n.
Damit folgt weiter fiir alle z, y€ V

LLy> = 2 <> <$EL>,

i=1
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<z,y> stimmt also mit dem Standardskalarprodukt 27 § der Koordinatenvektoren 2
und ¥ itberein.
Daraus ergibt sich fur alle z¢ V

i)
2 2 A2
|2l = Y <as>® = 187
i=1
(b) Ist Vein euklidischer Vektorraum beliebiger Dimension und ist A ¢ ¥V Orthonor-

malsystem, so gilt fiir alle z€ V

(*) I :z:ll2 > 2 <ny>’ (”Besselsche Ungleichung”)
yed

wobei in der Summe jeweils hochstens abzshlbar viele Summanden positiv sind (Be-
weis als Ubungsaufgabe).

Statt nach einer ONB, die es im allgemeinen nicht gibt, sucht man dann nach
Orthonormalsystemen 4, die wollstindig sind, d.h. fiir die in (*) Gleichheit gilt fiir
alle z € V (”Parsevalsche Gleichung”).

Jedes vollstindige Orthonormalsystem A ist maximal, denn aus z . 4 folgt

wegen der Parsevalschen Gleichung || z ||2 =0,also z= 0.

Beispiel. Sei V=1 % Hierist 4= {e,l 1€ MNo} mit

e, = (0,...,0,1,0,...)
——
i-te Stelle

ein Orthonormalsystem. Es ist wegen [A] = R[X] keine Basis von [ 2 aber es ist

vollstandig, denn fiir alle z € 12 gilt:

m m
2 2 _ 2
|zl = E z, = E <ze>

1=10 i=0
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Es seien nun V ein euklidischer Vektorraum, U ¢ V ein endlich dimensionaler

Untervektorraum von Vund B = (ml,...,:ck) eine ONB von U. Dann gilt fiir alle u € U

k
y = Z <u,T> T..
% 1]
=1
Setzen wir alsofiir z e V
k
7(z) = Z <5zT> T,
=1

so erhalten wir eine lineare Abbildung 7: V— V mit Bild 7= U und = g=1dy,

d.h. 72 = 7. Somit ist 7 eine Projektion auf den Untervektorraum U = Bild r. Weiter-

hin gilt
<(z) -z, m(z)> = <x(z),7(z)> — <7(z),2>
k b
= Z <m,:z:i>2 - Z <z,3> <IL,7.> = 0,
i=1 i=1
also ist

(n(z) — 2) L 7(z) .

Eine solche Abbildung # wollen wir Orthogonalprojektion nennen.

Definition. Es seien V ein euklidischer Vektorraum und 7 € Hom (V,V). Die Abbil-
dung 7 heifit Orthogonalprojektion (auf U = Bild ), wenn « Projektion ist, also =7

erfiillt, und wenn
(x(z) - ) » (z)

fiir alle z € Vgilt. Der Vektor 7(z) heifit dann die Orthogonalprojektion von z auf U.
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Bemerkung. Ist 7 Orthogonalprojektion auf U, so gilt (7(z) — ) + U und somit
auch Kern 7 . Bild 7. Umgekehrt ist jede Projektion 7, die Kern 7 . Bild 7 erfiillt,
eine Orthogonalprojektion.
Beweis. Es sei u € U. Dann gilt n(x — n(z) + £) = 7(v)= u und daher
m(u—7(z) + 2) — (v — 7(z) + z) + v Also folgt (v(z) —z) L

Aus (7(z) — z) + U erhalten wir unmittelbar Kern 7 + U, und umgekehrt ist
jede Projektion  auf U mit dieser Eigenschaft wegen 7{z) — z € Kern « eine Orthogo-

nalprojektion. =

Nicht jeder Untervektorraum U besitzt eine Orthogonalprojektion. Wann dies
der Fall ist, besagt der folgende Satz.

Satz 8. Es seien V ein euklidischer Vektorraum und U ein Uniervektorraum won V.
Genau dann ezistiert eine Orthogonalprojektion auf U, wenn V= Ue U™ gilt. Ist dies der

Fall, s0 gibt es genau eine Orthogonalprojektion auf U und es gilt U= (U*)".
Beweis. Sei 7 eine Orthogonalprojektion auf U. Fiir z € V gilt dann
z = 7(z)+ (z—n(z) € U+ U™

Sornit ist V= U+ U™, und wegen UNn U™ = {0} ist diese Summe direkt.

Sei nun umgekehrt V= Ue U™, Jeder Vektor z€ V besitzt somit eine eindeu-
tige Zerlegung z = u + v, v € U, v€ U~ . Die durch n(z) = u erklarie Abbildung
7ist dann eine Projektion von V auf U und es gilt <(z) — z,m(z)> = —<yu> = 0.
Also ist 7 Orthogonalprojektion auf U.

Eindeutigkeit von 7 : Ist 4= 7(z), und ist ' = 7'(z) ebenfalls Orthogonal-
projektion von z auf U, so folgt
w(zg)—z + U und 7'(z)—2 L U
also

0=<u—zu—u> und 0=<u'—zu—u'>.

Damit ergibt sich durch Subtraktion 0= <u—u'u—u'>, also u = v’
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Seien nun V= Ue U* und z € (U*)* Dann gilt z = + v mit Vektoren
we U und v e U™ Daraus folgt <v,0> = <gzu> —<u,v> = 0. Alsoist v=0 und

somit z € U. Da umgekehrt stets Uc (U*)" gilt, folgt U= (U4 u

Dafl die Bedingung V = U ® U * nicht immer erfiillt ist, wollen wir an einem

Beispiel sehen.

Beispiel. Sei V= 12 der Standardhilbertraum und U = R[X] sei der Untervektor-
raum der Polynome. Dann ist U™* = {0}, also V# U® Ut

Beweis. Sei z = (z

O,ml,...) € U* Dann ist <z,y> = 0 fiir alle y € U und somit

<z,e> = 0 fiir alle 7 € No mit
e. = (0,..,0,1,0,..)e U.

T
—

i—te Stelle
Daraus folgt z, = 0 fiir alle i, also = 0. Somit ist U+ = {0} |

In dem euklidischen Vektorraum 2 gibt es daher keine Orthogonalprojektion

auf den Untervektorraum U .

Wie wir zu Beginn unserer Uberlegungen itber Projektionen gesehen haben,

existiert immer, wenn dim U < oo ist. Wir wollen dies als Satz festhalten.

Satz 9. Es seinen V ein euklidischer Vektorraum beliebiger Dimension vnd U C V ein
Untervektorraum endlicher Dimension. Dann ezistiert die Orthogonalprojektion 7 auf U,
und es gilt V=U® U und (U =U.

Beispiel. Sei V der Vektorraum IR.5, versehen mit dem Standardskalarprodukt, und

seien

U= ] sowie z =

OOk
O it et O DD
SO O
O Q2 b 2

Gesucht ist die Orthogonalprojektion von z auf U.
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1. Schritt: Wir bestimmen eine ONB in U :

1
1
y, = ? sy =48,
0
2 1 1
0 1 -1
2 41
y, = [1[- O =11]:ilyl=4,
2 1 311 0 2
0 0 0
0 1 1 -1
1] 1 -1 0
1 1 2 2
v, = |1|-z{0|-z| 1) =% 1|:lul==.
3 1 3 1 3 0 3 1 3 1/5
0 0 0 0
Damit erhalten wir als ONB in U:
1 1 -1
1 -] 0
m1=—10,x2=—11,3;3=—11
Vil HBl1o Vi1l
Q0 0 0

S WO W

] .

Orthogonalprojektionen lassen sich auch durch eine Minimalitdtseigenschaft

b T _ =1
2. Schritt: Esist n(s) = <z,2> 2 + <2,5,> 1, + <4L,> 1, = 3 l .

des Abstandes charakterisieren.

Satz 10 und Definition. Es seien V ein euklidischer Vektorraum, U C V ein Untervek-
torraum und 7 € Hom (V,V) mit Bild 7 ¢ U. Dann ist 7 genau dann Orthogonalprojek-

tion auf U, wenn fir alle z € V und alle w € U gilt:

lz—m(@) | < [le—u].
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Ist T Orthogonalprojektion auf U, so heiBt d(z,U) := || z— x{z) || der Abstand von z zu U.

Beweis. Sei 7 Orthogonalprojektion auf U. Dann gilt firz ¢ V, ue U:
g—u = z—7(z) + 7(z) —u.
Wegen 7(z) —u € U ist z— 7(z) + 7(z) — u. Damit folgt mit dem Satz von Pythagoras
2 2 2 2
Fe—ul® = lle—a(@ "+ | (@) -l 2 a-=(z)[".
Umgekehrt gelte nun || z—7(z) || < || 2—« | fiir alle € V, v € U. Dann folgt speziell
firze U
lz—a() | ¢ [lz—2] =0,
also z = 7(z). Somit ist wegen Bild rc U =7 und Bildr=1U.

Nun miissen wir noch die Orthogonalititseigenschaft 7(z) — z + 7(z) nach-
weisen. Fiir 7(z) = o ist dies trivial. Fiir 7(z) # o betrachten wir (1 + a) 7(z) , ¢ € R.
Es gilt

2 2 2
fe—a(@) | < e—(+a)n(@) " = [ z—n(z) —an(3) |
2 2 2
= || z—n(z) " -2 a <z—n(z),x(c)> + & || 7(z) ||,
also
2 2
2 ¢ <z — 7(z),m(z)> < o | w(z) ||”.

Wihlen wir speziell
<z—w(z),7(z)>

()|

50 erhalten wir
2 2 2 2
2a || w(z) | < o || w(z){[".

Also ist a = 0 und somit <z — 7(z),7(z)> = 0. =

Beispiel. In dem Beispiel von S. 243/244 ist d (z,U) = || 7(2) —z || = %Js—f
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Bemerkungen. (a) Orthogonalprojektionen sind kontrahierend, d.h. sie verkleinern

die Norm und den Abstand:
0 @l < el , fivallese v

@) | 7@ - ¢ |-yl , firallesyeV,

Umgekehrt ist jede Projektion 7 auf U, die (i) oder (ii) erfiillt, Orthogonalpro-

jektion (Ubungsaufgabe).

(b) Geometrische Interpretation des Orthogonalisierungsverfahrens von Gram-
Schridt:

Es sei (z,,3,,...) ein System linear unabhingiger Vektoren und (¥,,3,,...) sei das
daraus konstruierte Orthogonalsystem. Bezeichnen wir fir & = 1,2,... mit 7, die

Orthogonalprojektion auf U, = [yl,...,yk] = [:cl,...,a:k], so gilt

Yoo = Tonr ™ Wk(mkﬂ) '
Wendet man das Verfahren allgemeiner auf ein beliebiges System (:J:I,mz,...) an
mit z, # o, und ist z, , € [2,,--,2,], s0 folgt wegen T (Bh) = By daf g, , = oist.
LaBt man bei dem modifizierten Verfahren aus dem System (yl,yQ,...) alle Vektoren

y, = 0 weg, 50 erhilt man wieder ein Orthogonalsysterm.



5.3 Die adjungierte Abbildung 247

§ 3 Adjungierte Abbildungen

Wir betrachten zwei euklidische Vektorriume V,W sowie eine lineare Abbil-
dung & € Hom(V,W). Mit Hilfe der Skalarprodukte in ¥V und W wollen wir eine

weitere lineare Abbildung ¥ ¢ Hom( W, V) finden, die eng mit & zusammenhéngt.

Definition. Es seien ¥ und W euklidische Vektorrsume und ¢ € Hom (V,W). Eine
Abbildung ¥ € Hom( W, V) heifit adjungierte Abbildung von &, wenn

(*) <P (v),w> = <v,¥(w)>
fiir alle v € Vund alle w e Wgilt.

Bemerkungen. (a) Man beachte, dafi in obiger Definition links das Skalarprodukt in
W, rechts das in V steht.

(b) Es gibt hochstens eine zu ® adjungierte Abbildung, wir bezeichnen sie mit d*,
Beweis. Aus <®(v),w> = <,¥ (w)> = <y, ¥, (w)> folgt <v,(¥, —¥,)(w)>=0.Da
hier veé V und we W beliebig sind, ist (¥, — ¥ )}(w) = o fiir alle w € W, d.h.
v=v,. |
(c) Existiert die adjungierte Abbildung &* von &, so existiert auch (&*)*, nimlich
@*)* = ®.
(d) Nicht zu jedem Homomorphismus & € Hom(V, W) existiert die adjungierte Ab-
bildung ®*.
Beispiel. Sei V= R[X] , W= 1%und & : R[X] — 12, v — 9, die identische
Abbildung. Wiirde die adjungierte Abbildung ®* : p— R[X] existieren, so miisste
fiir alle v € R[X], we I°

<vw> = <®(v),w> = <v,d" (w)>
gelten. Somit wire w — ®*(w) € R[X]* = {0} fiir alle w ¢ 12, also ®"(w) = w und
damit R[X] = [ 2 Dies ist ein Widerspruch.

Um festzustellen, ob zu gegebenem & die adjungierte Abbildung ®* existiert,
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wire es naheliegend, * durch die Gleichung (*) zu erklaren, d.h. zu festem w € w

das Bild v = " (w) so zu wéhlen, daf
<®(z),w> = <z,v>

fiir alle 7 € V gilt. Nun ist  — <®(z),w> bei festem w € W eine Linearform auf V,
also ein Element z¥ von V* ; ebenso ist £ — <z,u> eine Linearform. Unsere obige

Definition von &* wire also sinnvoll, wenn zu jedem #f € V¥ ein ve Vexistierte mit
*
z () = <T,0> .

Wir werden das jetzt im Fall dim V < oo zeigen, im Fall dim V' = co ist esim

allgemeinen falsch, wie sich aus dem obigen Beispiel ergibt.

Satz 11 (Rieszscher Darstellungssatz). Es seien V en euklidischer Vektorraum mit

dim V < oo und £* € V¥ eine Linearform. Dann ezistiert genau ein ve V mit

2 (z) = <zv>

fiiralleze V.

Beweis. Seien dim V= nund B = (z,,..,%,) eine ONB von V. Wir setzen

()

v = Z “?*(1'3) z, .

t=1
Dann gilt

n n
<zu> = Z :c*(a:i) <z,z> = 7 ( Z <BET> T,) = z ()

i=1 =1

fur alle z € V.

Erfiillt v' € V ebenfalls m*(a:) = <z,v'> fiir alle z € V, so folgt <z,v — y'> = 0 fiir

alle ze V, also v—v' = o. |

Mit Hilfe von Satz 11 beweisen wir nun die Existenz der zu & adjungierten Ab-

bildung &%, falls V und W endlich dimensional sind.
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Satz 12. Es seien V,W endlich dimensionale euklidische Vektorriume und @ aus

Hom (V,W). Dann ezistiert die adjungierte Abbildung ®* € Hom (W, V).
Beweis. Wie schon angedeutet, kénnen wir fiir w € W den Bildvektor & (w) durch
<®(2)w> = <gd (w)> fiiralleze V

erklaren, weil nach Satz 11 ein solches Element &% (w) := v existiert. Damit ist eine
Abbildung ®*. W -— V erklirt. Es bleibt noch die Linearitat von &* nachzuweisen:

Fiir alle z € Vist

<:n,§15*(a1 w, + @, w,)> = <®(z), a, v + & W> = & <®(z)w,> + a, <®(z),w,>

= o <.'L',¢'*('w1)> + a, <w,¢'*(w2)> = <5,a Q*('wl) + 6, ﬁ*(w2)> :
Also folgt fiir alle w,w, € W und alle a,,a, € R

*
s'l"*(a1 w, + 6, W) = 4 @*(wl) + a, @ (u,) - |

Bemerkungen. (a) In Kapitel 3, 5.144 haben wir gezeigt, dafl es fiir einen endlich
dimensionalen Vektorraum V einen natiirlichen basisunabhingigen Isomorphismus
¥ : V— V** gibt, wihrend wir fiir Vund V* keinen basisunabhingigen Isomorphis-
mus angeben konnten. Fiir einen euklidischen Vektorraum V mit dim V < oo ist dies
anders, denn hier ist die Abbildung

g:Vv— vV

T — <, T>

ein solcher Isomorphismus. Wir kénnen deshalb in diesem Fall V mit V* identifi-
zieren und werden dies ab jetzt auch tun.
(b) Wird V mit V* identifiziert, so fillt eine Basis B von V genau dann mit der
dualen Basis B® in V* zusammen, wenn B Orthonormalbasis ist.
(c) Setzt man V= v* und W= W* fiir dim V < oo und dim W < oo (wie in (a}), so
fallt die adjungierte Abbildung &* . W — V mit der transponierten Abbildung

T W — Vk Zusaminern.
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(d) Als Folgerung von (b),(c) ergibt sich nun, daB fiir endlich dimensionale euklidi-
sche Vektorriume V,W, fiir ® € Hom (V, W) und fiir Orthonormalbasen B von ¥V und
C von W die Abbildungsmatrix von ®* gerade die Transponierte der Abbildungs-
matrix von d ist (bzgl. B, C):
_ T
A@* = 45 -
Dies 1Bt sich auch direkt beweisen: Seien B = (v,,...,v,), C = (wl,...,wm)

Orthonormalbasen von V, W, Ag = ((az.j)), Ag* = ((sz)) Dann gilt fiir j = 1,...,n und

t=1,...,m
m m
@(vj) = Z o, u, = Z <¢’(vj),wi> W,
t=1 i=1
n n
* _ _ *
$*(w) = Y biuo= Y <B(w)>y .
ji= i=1
Also gilt
*
o, = <B(v)u> = <v,® (w)>=1;,dh Ag+ = Ag" "

Fiir Endomorphismen @ eines endlich dimensionalen euklidischen Vektorraumes V
folgt daraus det ® = det 3%,

(¢) Fiir " gelten die folgenden Rechenregeln, die wir schon von der transponierten
Abbildung her kennen, Fiir endlich dimensionale Vektorrdume folgen die Aussagen
daher direkt aus (c). Im allgemeinen Fall kann man sie auch leicht aus der Definition

von " herleiten (Ubungsaufgabe):
@) (@)= e,
(i) (a@)* = a®*,a€R,
(i) (@, +3,)" = &) +8,,
(iv) (®oW)* = ¥*od"
Uber die adjungierte Abbildung erhalten wir eine wichtige Klasse von Abbil-

dungen.
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Definition. Es seien V ein euklidischer Vektorraum und & € Hom (V,V). Die Abbil-

dung @ heifit selbstadjungiert, wenn

<®(z), 1> = <z,®(y)>
fiir alle z,y € V gilt. & heifit antiselbstadjungiert, wenn
<®(z), > = —<z,2(y)>
fiir alle z,y € V gilt.

Bemerkungen. (a) & ist genau dann selbstadjungiert bzw. antiselbstadjungiert,
wenn & existiert und & = &* baw. & = — " erfiillt.

(b) Ist dim V < oo und ist B eine ONB von V, so ist & genau dann selbstadjungiert
bzw. antiselbstadjungiert, wenn fiir die Abbildungsmatrix von @ beziiglich B

T

—— T —_
Aé_AQ hzw. A@— A@

gilt. Matrizen A mit A" = — A heiflen schiefsymmetrisch.

Im endlich dimensionalen Fall werden selbstadjungierte Endomorphismen
also durch symmetrische Abbildungsmatrizen beschrieben und sind daher nach

Satz 3 diagonalisierbar. Der folgende Satz ist eine Verscharfung von Satz 3.

Satz 13. Es seien V ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum und ® ein Endo-
morphismus von V. Genau dann ist ® selbstadjungiert, wenn es in V eine Orthonormak

basis aus Eigenvektoren von ® gibt.

Beweis. Sei zunichst B = (ml,...,mn) eine ONB aus Eigenvektoren von & und ¢,,...c,
die zugehérigen Eigenwerte. Dann folgt <@(mz.),a:j> = ¢ <TZ> = ¢ 6ij = ¢ 5@.}. =
<wi,€15(:1:j)> . Folglich ist <®(z),y> = <&,®(y)> fir alle g,y € V, also ¢ = 3",
Umgekehrt sei @ = &* und B sei eine ONB von V. Dann gilt Agp = A@T. Nach
Satz 3 ist A@ diagonalisierbar, und die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten

sind zueinander orthogonal. Wihlen wir in jedem Eigenraum eine ONB, so erhalten

wir insgesamt eine ONB (%1,...,%n) des R" aus Eigenvektoren von Ag . Die zugeht-
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rigen Vektoren z,,...,z_ sind dann Eigenvektoren von & und bilden eine ONBin V. ®

L
Bemerkung und Definition. Die Matrix S, die die symmetrische Matrix ASI’ auf
Diagonalgestalt transformiert, kann also so gewihlt werden, daf8 ihre Spalten eine
ONB von R" bilden. Dies ist gleichwertig mit §'S = E .

Eine Matrix A € R™", die A"A = E erfiillt, heiflt orthogonal. Es gilt:

Aorthogonal & A =AT = AA" = E .

Quadratische (n,n)-Matrizen 4 und A’, fiir die A’ = §TA S mit einer ortho-
gonalen Matrix S gilt, heiflen orthogonal dquivalent.
Damit lautet die Aussage von Satz 13 fiir Matrizen:

Genau dann ist die Mairiz A € R™" symmetrisch wenn sie zu einer Diagonal
Y :

matriz orthogonal dquivalent ist.

Bemerkung. Fiir schiefsymmetrische Matrizen kann man ebenfalls eine Normalform

angeben (siche 5.274).

Beispiele. (a) Zu der symmetrischen Matrix

[ - =
|
O

|
O
er———

wird eine orthogonale Matrix S gesucht, so daB S"A S eine Diagonalmatrix ist.

Aus dem charakteristischen Polynom p = — (2 + X)® X von A ergeben sich

die Eigenwerte ¢, = 0 und ¢, = —2. Fiir die zugehdrigen Eigenraume E‘c1 und Ec2

erhalten wir:

a a
Av:o:}v=[0],a€]ﬂ ; (A+2E3)v=ot=bv=[b],a,bE]R,
a —a

also

1 1 0
o e D
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Nun sind

1/42 1/42 0
{{1%5]} e 4-19&]’15'1]}

Orthonormalbasen von Ec1 bzw. von E':2 . Alsoist

[Wﬁ 1/42 0]
S=10 0 1
1//2 -1/42 0O

eine orthogonale Matrix mit

(b) Orthogonalprojektionen x, sind selbstadjungiert: Ist V endlich dimensional, so
kann man eine ONB von U wihlen und diese zu einer ONB von V ergénzen. Die Ab-

bildungsmatrix von waezﬁglich dieser Basis hat dann die Gestalt

Fiir unendlich dimensionale Vektorrsume iiberlassen wir den Beweis als Ubungs-

aufgabe.

In unendlich dimensionalen euklidischen Vektorrdumen haben selbstad jungier-
te Abbildungen nicht die gleichen guten Eigenschaften, sie miissen noch nicht ein-

mal Eigenwerte besitzen.
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Beispiel. In dem euklidischen Vektorraum V = C ([0,1]) mit dem Skalarprodukt
1
<fo> = [ g at
0

betrachten wir die lineare Abbildung
&:V — V,f— &) mit 8(f)(1)=1t7(t), te [0,1].

® ist selbstadjungiert:

1

<8(f).g> = [tf()g(t)dt = <f2(9)>

0

Ist ¢ € R Eigenwert von &, so existiert ein Eigenvektor f, d.h. eine von der Nullfunk-
tion o verschiedene Funktion f € C ([0,1]) mit &(f) = ¢ f. Daraus folgt ¢ f@) =
¢ f(¢) fir alle t € [0,1], also f(t) = 0 fiir alle ¢ £ ¢ . Fiir c g [0,1] folgt daher f = o, fiir
¢ € [0,1] gilt wegen der Stetigkeit von f ebenfalls § = o. Dies ist ein Widerspruch,

daher besitzt ® keine Eigenwerte.

Weitere Struktureigenschaften selbstadjungierter Endomorphismen werden
bei der Untersuchung einer allgemeineren Klasse linearer Abbildungen in § 5.5

hergeleitet.
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§ 4 Isometrien

Es seien V und W euklidische Vektorriume. Die naheliegendste und interes-
santeste Klasse von linearen Abbildungen & : ¥V — W wird von denjenigen Abbil-
dungen gebildet, die aufer mit der Vektorraumstruktur auch mit dem Skalarprodukt

in V bzw. W vertraglich sind, also
<®(2),8(y)> = <zy>
fiir alle z,y € V erfiillen.
Definition. Es seien V,W euklidische Vektorraume. & € Hom (V, W) heift Isometrie
oder orthogonale Abbildung, wenn
<®(2),8(y)> = <zy>
fiir alle z,y € Vgilt.

Bemerkung. Jede Isometrie @ ist injektiv. Ist & aufierdem surjektiv, so heiflen die

zwei euklidischen Vektorrsume Vund W isometrisch isomorph .
Der Name Isometrie wird durch folgenden Satz gerechtfertigt.

Satz 14. Bs seien V, W euklidische Vektorrdume und @ ¢ Hom (V, W). Dann sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

(a) & ist Isometrie.

(b) |8z}l =|l z| firalle ze V.

(c) d(®(2),2(y)) = d(zy) firale zyeV

Beweis. (a) = (b): || 8(z) | = V BEI@S = V<5t = |2l
()= (c): | 8@ -2 | = I8E-v} ] = lz-vl.

©= @) <d@8E)> = L 2@ +20) I°-12)-2) )

= Ll 8t@)-2(-p) I -1 2@ - 2@ I") = 7 (Il 5= (-9) iE=1e-yl®
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L 2 2
= z(lz+y"=llz-yll") = <zy>. u

Im Fall dim V = dim W = = lassen sich fiir Isometrien weitere Kennzeichnun-

gen angeben.

Satz 15. Es seien V,W euklidische Vektorrdume mit dim V = dim W = n sowie
® ¢ Hom (V,W). Dann sind dquivalent:

(a) @ ist Isometrie.

(b) Fir jede ONB (g,...,z,) von V ist (®(z,),....8(z,)) ONB von W.

(c) Es gibt eine ONB (z,...,z,) von V, fir die (@(a:l),...,@(mn)) ONB von W ist.

(d) 2* 0@ =id,, ®od" =idy,.

(e) Beziiglich jeder ONB B von V und jeder ONB C von W ist AQS orthogonal.

(f) Es gibt eine ONB B von V und eine ONB C von W, fir die Ag orthogonal ist.

Beweis. (a) = (b):  ist injektiv, also wegen dim V = dim W = n ein Isomor-
phismus. Daher ist (®(z),...,2(z,)) eine Basis von W. Wegen <¢°($i),i>(mj)> =
<z,T> = ‘5-53‘ fiir 5,5 = 1,...,n ist (®(z,),...#(z,)) ONB von W.

(b) = (c): Nach Satz 7 existiert in ¥ eine ONB (z,,...,z,). Dann ist (®(z,),-.2(z,))
ONB von W.

(c) = (f): Beziiglich der Orthonormalbasen (z,,...,3,) von Vund (8(z,),....8(z,)) von
W ist A@ =E , also ist A & orthogonal.

(f) = (d): Beszliglich der Orthonormalbasen B und C gilt Ag*¥ o = Agk Ag =
AQT AQS =E , also " 0 & = idV. Analog folgt @ o * = id g, .

(d)= (a): Es gilt <®(z),®(y)> = <z,®" 0 B(y)> = <z,y> firalle z,y € V.

(d) = (e): Beziiglich jeder ONB B von V und jeder ONB Cvon W gilt Agx = A% )
also Ay Ag = Agx Ag = Ag* 5 = E,- Somit ist Ag orthogonal.

(¢) = (f): Nach Satz 7 gibt es in Veine ONB B und in W eine ONB C. |

Wir betrachten nun speziell eine Isometrie @ : V— V, dim V = = Wegen

¥ o =id, und det & = det ™ folgt det ® ==1.
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Ist ¢ Eigenwert von @, so erhalten wir aus &(z) = ¢ z, z # o, unmittelbar

I 2@l = fel | 2]l , also |¢] = 1.

Isometrien ® : R" — R” heifien auch Drehungen des R" ; ist det & = 1, so
spricht man von eigentlichen Drehungen, bei det & = —1 von uneigentlichen Drehungen

oder Drehspiegelungen.

Fiir dim V < oo bilden die Isometrien ® : V—— V eine Untergruppe O(V) von
Aut(V ). Die zugehdrige Matrizengruppe heifit orthogonale Gruppe und wird mit O(n)
bezeichnet. Die Matrizen A aus dieser Gruppe mit det 4 = 1 bilden wieder eine

Untergruppe, die spezielle orthogonale Gruppe SO(n).

Diese Bezeichnungen beinhalten schon eine geometrische Interpretation von
Isometrien, die wir nun nachvollziechen wollen. Dazu leiten wir fiir Isometrien eine

Normalform her.

Satz 16. FEs seien V ein n—dimensionaler evklidischer Vektorraum und ® € Hom (V, V).
Dann ist @ genau dann Isometrie, wenn eine geordnete Orthonormalbasis von V ezistiert,

beziiglich der Aﬁ die Form

-1
- e *

Ay = cos w, —sin w, (*)
sinw, cos w,

Ccos wk -=31n wk

sin w COS Wy

k

besitzt mit w, € (0,1),4i=1,..k.

Beweis. Jede Matrix 4 ® dieser Form erfiillt A¢T AQS = FE , alsoist A@ orthogonal

und & somit eine Isometrie.
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Die Umkehrung beweisen wir so, da damit zugleich ein praktisches Verfahren
zur Aufstellung der Normalform gewonnen wird.

Sei ® eine Isometrie. Wir betrachten die Hilfsabbildung
Ui=8+8* =04+,

¥ ist selbstadjungiert, also existiert nach Satz 13 in V eine ONB aus Eigenvektoren
von ¥. Somit gilt

V=E®E 6FE ©..0F
2 -2 €1 ch

mit c, # £ 2, und alle Eigenrdume von ¥ sind paarweise orthogonal. Dabei tritt der
Eigenraum E, von ¥ zum Eigenwert 2 genau dann auf, wenn @ den Eigenwert 1 be-
sitzt, und £, tritt genau dann auf, wenn ® den Eigenwert —1 hat. Wir zeigen dies

fiir den ersten Fall, der andere folgt dann analog:

Aus ®(z) = ¢ folgt &7'(z) = 7 und somit ¥(z) = 2 z. Sei umgekehrt ¥(z) = 2 g,
also (& + ®*)(z) = 2 z. Damn ist 2 <z,2> = <$(z),z> + <®*(z),> = 2 <®(z),z>

und somit <&(z) — z,8(z) — > = 0. Also gilt &(z) = =.

Alle Eigenrdume £ _von ¥ sind @ —invariant, denn fiir z € E_ folgt
B(@(z)) = (@ +87)(@() =T o (& + 87)(z) = B(¥(s) = B(c a) = ¢ 8(s),

also @(z) € E_. Somit folgt ®(E ) c E, . Da @ Isometrie ist, gilt sogar #(E )= E_.

Wir kénnen damit alle Eigenrdume von ¥ getrennt behandeln und dort geeig-
nete Orthonormalbasen suchen.
1. Fall: ¢ = # 2. Wie wir oben schon gesehen haben, ist Ez(!l'!) gerade der Eigenraum
von $ zum Eigenwert 1 und E_g(ip) ist der Eigenraum von ® zum Eigenwert —1. In
jedem dieser Eigenrdume konnen wir beliebige Orthonormalbasen wahlen.
2. Fall: ¢ # 2. Dann ist dim E, gerade und es gibt [ = % dim E_ paarweise ortho-
gonale, zweidimensionale und &-invariante Untervektorrdume U,.,U, mit

Ec= Ule---ea Uz‘



5.4 Isometrien 259

Beweis. Wire dim F_ ungerade, so hitte das charakteristische Polynom von &| .
eine Nullstelle. Diese wire Eigenwert von &, also + 1, und somit gébe es in E_ einen
Eigenvektor von ¥ zum Eigenwert + 2. Dies ist ein Widerspruch.

Sei nun z, € £, | z, |} =1, beliebig gewdhlt. Dann sind 931,91"(:1:1) linear unab-
hingig, da sonst ®(z;) = * z und somit () = = 2 g folgen wiirde. Der
Untervektorraum U, = [z, ,&(z))] C E, ist also zweidimensional.

U, ist  ~invariant: Aus @ o (® + @_1)(:1:1) =&(¥(z)) =B(ca)=c 3(z,) folgt
namlich ° (z,) + z, = ¢ ®(z,), also ®* (z,) € U,. Somit gilt ®(U,) ¢ U, und, weil 2
Isometrie ist, sogar (U, ) = U,.

U1‘ ist ebenfalls ® —invariant: Seien 7 € Ul'" und y € U, beliebig gewdhlt. Dann
gilt 37 (y) € U, und somit <®(z),y> = <z,®"(y)> = <z, (y)> = 0, also (z) € Ul*.
Wegen &(E ) = E_und &(U,*) = U," gilt daher auch U NE)=U'NE, .

Ist Ul"' N E_# {o}, so wihlen wir einen beliebigen normierten Vektor z, aus
dieser Menge und bilden den Untervektorraum U, = (2,,8(z,)]. Dieser ist wieder
zweidimensional, ® —invariant und wegen U, C UlL NE, orthogonal zu U,. Danach
wihlen wir z, aus (U, @ U2)J' NE ,| =z [ =1, usw. Das Verfahren bricht nach
[= % dim E_Schritten ab, und wir erhalten die Darstellung B = U, ©---@ U,

Tn jedem dieser | Unterrsume U= [z,8(z)] C B, konstruieren wir von der

Basis (z,®(z)) ausgehend eine Orthonormalbasis (z,y) mit

&(z) — <®(z),2> @

V7 o) - <e(@)e> o

Wir stellen den Vektor y in anderer Form dar: Zunichst folgt aus ¥(z) = ¢ z die
Gleichung <®(z),2> = g <z,E> = -29 . Ist w € (0,7) der Winkel (vgl. 8. 226) zwischen z

und ®(z), so gilt

sinw=4y1 - /4.

=] Kot

COos W=

Daraus folgt
y = (1/sin w) (®(z) — cos wz)
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und somit

®(z) = coswz+sinwy
und wegen ®° (z) = ¢ (z) — z= 2 cos wd(z)—z
®(y) = (1/sin w) (° (z) — cos w B(z))
= (1/sin w) (2 cos w ®(z) — z— cos w B(z))
= (1/sin w) (cos’ wz+ coswsinwy—z) = —sinwWz+cOSWY.

Beziiglich dieser Basis gilt also

A _ [ cos w -sin w]
d|,, ~ |sinw cosw
U
und damit
[(cos w -—sinw
sinw  cosw 0
A = '
&, :
¢ 0 cos w -—sinw
{ sinw CoS W |
mit ! (¢) = -;— dim £ Késtchen.
Insgesamt erhalten wir somit die gesuchte Normalform AL515 . [

Bemerkungen. (a) In der Literatur wird manchmal auch eine andere Matrix (**)
als Normalform bezeichnet. Sie unterscheidet sich von der obigen Form (*) dadurch,

daf die Zweierkistchen in (**) die Gestalt

cos w sin w
—sin w cos W

besitzen. Jede der Normalformen geht aus der anderen dadurch hervor, dafl bei
jedem Zweierkistchen jeweils die Reihenfolge der zugehorigen orthonormalen Basis-

vektoren z,y vertauscht wird oder dafl y durch —y ersetzt wird.
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(b) Ist A€ R™" orthogonal, so liefert das obige Beweisverfahren, angewendet auf
die symmetrische Hilfsmatrix B = 4 + A", eine orthogonale Matrix .5 € R™", so daf
5" A S die Normalform (*) besitzt.

(c) Im nichsten Paragraphen werden wir noch einen anderen Beweis kennenlernern,
bei dem A als komplexe Matrix angesehen wird und der die reelle Normalform aus

Satz 4.22 benutzt.

Geometrische Interpretation im R"

Die Abbildungsmatrix

4 = |cosw —sin w
sinw cos w

beschreibt eine Abbildung &, : R? — R?, die folgende Eigenschaften hat. Schrei-

ben wir z € R? in Polarkoordinaten

p= | oS @
T lrsinal?

50 ist
o (z) = cosw —-sinw][rcosa| _ |rcosia+w
1 sinw cos w rsin o rsin{(a+ w) |’

Also ist &, eine Drehung im R? um den Ursprung mit dem Drehwinkel w. Damit ist
auch klar, daff &, beziiglich jeder ONB in R? eine der Matrizen A, oder AIT als

Abbildungsmatrix besitzt.

Qetzen wir nun diese Information iiber die einzelnen Kistchen von As'b Zusam-
men, so erhalten wir die folgende geometrische Beschreibung einer Isometrie

& : V— V. Es gibt eine Orthogonalzerlegung

V=U @ U, W e...e .,

so daf} & v = id Uy ist, also U, Fixunterraum ist, so daf} ®| gy B8 gilt, also @
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die Vektoren aus U, an U; =U oW ®...0 W, spiegelt, und so dafl o wp b= L.k,

Drehungen in den zweidimensionalen Untervektorrdumen W, darstellen.

Nun kann man die speziellen Matrizen

[0 2] ma [ 5]

ebenfalls als Drehmatrizen mit Winkel 0 bzw. r ansehen. Folglich ergeben sich

genaue Beschreibungen von @ in den Dimensionen 2 und 3:

n =2: Fir det ® = 1 ist & eine Drehung um einen Winkel w € [0,7], fiir

det & = —1 ist & Spiegelung an einer Geraden durch den Ursprung.

n=3: det® =1 Es gibt einen Vektor v # o, der Fixvektor ist, im Ortho-
gonalraum v* ist ® eine Drehung. @ heif}t dann Drehung des Vektorraums V mit der
Drehachse [4] und der Drehebene v .

det & = —1: Es gibt ein v# o mit #(v) = — v, im Orthogonalraum v* ist & eine
Drehung. & ist dann Produkt einer Drehung um die Achse [v] mit einer Spiegelung

an der Drehebene o' und heifit deswegen eine Drehspiegelung von V.

Beispiel. Die Matrix

9 4 8 1
A 1 —4 9 -1 8 c IR4X4

9/2]-8 1 9 4
-1 -8 4 9

ist orthogonal, denn es gilt A” 4 = E, . Wir wollen ihre Normalform A bestimmen

und betrachten hierzu zunschst die symmmetrische Matrix

18 0 0 0

o3|l 0 018 0

0 0 0 18
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A + AT hat den 4—fachen Eigenwert ¢ = 2 . Die Normalform A von A besteht daher

aus 2 Kistchen der Form

cos w -—s8in w
sin w cos W

mit cos w= %\/i . Daraus folgt w= % und sin w= %\/5 sowie

142 -1/42 0 0
i=l2 vz 0 0
0 0 142 -2
0 0 142 142

Berechnung der orthogonalen Transformationsmatrix S ':

Sei ¢ Eigenvektor von 4 + A" zum Eigenwert ¢ . Wegen E = R* kénnen wir z

beliebig wahlen, etwa z = ¢, . Dann ist

9
Az = 2|
92 | -8
-1
Orthogonalisieren ergibt
0
~ 1 |4
7. =¢ , % = Az —<Az ,1,>I = —=
1 1 2 1 S I
-1
also
. 0
g o= 2 _ 1|
2~ gymgp 9
”$2| -8
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Nun mufl [z,,z,]" bestimmt werden:

1%

a 0 0
1
1] -2
[e,a,]" = {| % |l a,=0,40,+8a,+0a,=0} = [ : 1.
Gy -1 1
a, 4 ]

In [z,,2,]" bestimmen wir ebenfalls eine ONB : Wir wihlen z, € [z,8,]7, [ 35 | =1,

beliebig, bilden 4 z; und orthogonalisieren:

0 0 0
1 1 ~ 1 " 1 1 B ET
T, = —— , I, = Az, —<Az,5.>1T, = g - = _ 1 ?
4 4 A !
also
o 0
Ty 1 |11
L, = — - =
Iz, 92} -5
—4
Damit erhalten wir
1 0 0 0
S= (g iz lzle) = 0 —4/8 1/3/2 11/92

31 0 —8/9 =1/342 —5/942
0 —1/9 4/3/2 -4/92
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§ 5 Unitire Vektorriume

Wir wollen in diesem Paragraphen zunichst die Ergebnisse aus den vorigen
Abschnitten 5.1 bis 5.4 soweit wie mdglich auf komplexe Vektorrdume iibertragen.
Ein Skalarprodukt 8 auf V muf, wenn f(z,z) wieder als Linge von z interpretiert
werden soll, die gleichen Definitheitseigenschaften haben wie im reellen Fall.
Andererseits bewirken Linearititsforderungen, dal § eine Abbildung nach C sein
mufl. Damit kann § aber, im Gegensatz zum reellen Fall, keine symmetrische Biline-

arform sein.
Definition. f: Vx V— C heifit hermitesche Form, wenn gilt:

(a) Blaz+ bz y)=afB(zy) + b8 (zy) firalleabeC, 22, yeV,

(b) 6 (zy) = Bly,2) firalle z,ye V.

Bemerkungen. (a) fist im ersten Argument linear, im zweiten gilt fiir alle a,b € C
und allez, 9, y' e V

Blmay+by) = Th(zy) + b0 (zy).
(b) Fiir alle z ¢ Vist § (z,z) € R. Damit kann die positive Definitheit wie in 5.1 er-

Kirt werden: 8 heiflt positiv definit, wenn g (z,z) > 0 fiir alle z # o gilt.

Definition. Eine positiv definite hermitesche Form § auf V heifit Skalarprodukt ;

Schreibweise : <-,.-> . Das Paar (V,<-,->) oder kurz V heifit unitdrer Vektorraum

oder auch (komplezer) Vektorraum mit Skalarprodukt.

Beispiel. V =C", <z,y> = & Yty = z' § ist Skalarprodukt, das
Standardskalarprodukt auf C". Auf der Teilmenge R" (R" ist kein Untervektorraum

von €™ !) geht <-,+> in das reelle Standardskalarprodukt auf R" iiber.

Analog wie im Reellen lassen sich in unitdren Vektorrdumen nun die Linge,

der Abstand und alle mit der Orthogonalitit zusammmenhingenden Begriffe einfithren.

— 2

Beispiel. InC" ist || z]* = g I et L = |931|2+'“+ |mn|2 = |
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Der Satz 5.1 {ibertrégt sich dann mit kleinen Modifikationen in der Formulie-

rung und im Beweis. So lautet {(e) jetzt
2 2 . , 2 . . 2
d<zy> = ety —le—yl"+il z+ iyl —ille—syl",
denn es gilt

| z+ y“z—ll $—.?,qu|2 = 2 <z,y> + 2 <5,9>

und

| z+ z‘y||2—|| s—iy|® = 2<giy> + 2501 g5 = ~2i<ny> + 26 <T,p> .
Im Satz von Pythagoras gilt nur die eine Richtung

2 2 2
zoy = [le+y|” = [l«"+ 1yl
Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel z = [ é ] Y= [ 8 ] zeigt.

Wie in Satz 5.2 lassen sich in endlich dimensionalen unitdren Vektorrdumen V
Skalarprodukte #: V x ¥V — C nach Auszeichnung einer Basis B = ('ul,...,vn) durch

Matrizen A € €*" mit
flay) = 4§
beschreiben. Dabei sind Z und § wieder die Koordinatendarstellungen von z und y be-
ziiglich B und 4 ist die Matrix (4 (v, 'UJ.))) mit
A=A".
Solche Matrizen heiflen hermitesch. Weiterhin ist A positiv definit, d.h. es gilt
2 AT >0 fir alle z ¢ €\ {o}.

Die Sitze 6 und 7 (Gram-Schmidtsches Othogonalisierungsverfahren) aus

§ 5.2 {ibertragen sich wortlich auf den komplexen Fall.

Fiir die Darstellung eines Vektors z beziiglich einer ONB (z,,...,z ) von V gilt

wieder
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n
T = E <TT>I.,
2 ]

i=1

fiir das Quadrat der Norm aber

i
2 2
hel® = Y I<sz>®.
i=1

Orthogonalprojektionen lassen sich wie im euklidischen Fall definieren und die
Sétze 8, 9 und 10 gelten entsprechend fiir unitire Vektorrdume. Im Beweis von Satz
10 muB dabei g € C gewadhlt und die Rechnung entsprechend modifiziert werden. Ins-
besondere besitzt also jeder endlich dimensionale unitire Vektorraum eine Orthonor-
malbasis und Orthogonalprojektionen auf alle Untervektorrdume.

Im Unterschied zum reellen Fall kann man einen endlich dimensionalen uni-
taren Vektorraum V micht wie in § 5.3 mit seinem Dualraum in natiirlicher Weise

identifizieren. Zwar gilt Satz 5.11 auch im Komplexen, im Beweis mufl man nur

setzen, aber die Abbildung ¥: V— V', z+— <. 2>, ist jetzt nicht mehr linear.
Sind Vund W unitdre Vektorrdume, so wird die adjungierte Abbildung &* einer
Abbildung & € Hom (V, W) wieder iiber die Bedingung
<®(v),u> = <0,9"(w)>

fiir alle v e V, w e W erklart. Der Existenzsatz 5.12 iibertriagt sich. Bei den Rechen-

regeln (S. 250) muB man (ii) durch

(i) (a®)* = G8° , 2cC,

ersetzen. Ist dim V = dim W= n, und ist ALQs die Abbildungsmatrix von ® beziiglich

zweier Orthonormalbasen in V und W, so gilt
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Weil Vund V¥ bzw. W und W* nicht mehr identifiziert werden konnen, muf
man im komplexen Fall die adjungierte Abbildung &* von der transponierten Abbil-

dung ®" unterscheiden.

Abbildungen & € Hom (V,V) mit * = & bzw. $* = — & heiflen wieder selbst-
adjungiert bzw. antiselbstadjungiert. Im Fall dim V = n gilt dann fiir die Abbildungs-

matrix einer selbstadjungierten Abbildung beziiglich einer Orthonormalbasis
_ 1T
A@ = Ai3 ,
d.h. sie ist hermitesch und fiir die Abbildungsmatrix einer antiselbstadjungierten

Abbildung beziiglich einer Orthonormalbasis gilt

AgT.

A o

® -

Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen schiefhermitesch.
Isometrien werden wie im reellen Fall durch
<@($)7¢(y)> = <3y>

fiir alle 2,y € V definiert; statt Isometrie ist auch der Name unitire Abbildung {iblich.
Fiir Isometrien gilt wieder &* = .

Fiir dim V = n erfiillt die Abbildungsmatrix AQS einer unitdren Abbildung
®: V— V beziglich einer ONB von V

T T .
Ay - Az = A -A¢—En.

L ) )]
Solche Matrizen heifien unitdr. Die unitiren Matrizen bilden eine Untergruppe U{(n)
der allgemeinen linearen Gruppe GL(#,C) und die unitiren Matrizen A mit det 4 =1
bilden wiederum eine Untergruppe SU(n) von U(n). Die Gruppen U(n) bzw. SU(n)

heiflen die unitire bzw. die spezielle unitire Gruppe.

Satz 5.14 iibertrigt sich wortlich, beim Beweis von (c) = (a) mufl man nur die
entsprechende komplexe Darstellung von <z,y> durch die Norm nehmen. In Satz

5.15 miissen in den Aussagen (e) und (f) die Abbildungsmatrizen A4 unitér sein.
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In euklidischen und unitiren Vektorrdumen besitzt jeder Endomorphismus i
der selbstadjungiert oder antiselbstadjungiert oder eine surjektive Isometrie ist, eine
adjungierte Abbildung * die ® o ®* = " o ® erfiillt. Wir nennen solche

Endomorphismen normal.

Definition. Es seien V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und @ € End (V).

& heiBt normaler Endomorphismus oder kurz normal, wenn &* existiert und
$od* = 3" 0d

erfiillt. Analog heifit die Matrix 4 € ™" normal, wenn

A- A" =474
gilt.
Beispiele. (a) Wie schon bemerkt, sind selbstadjungierte und antiselbstadjungierte
Endomorphismen sowie Isometrien normal.
(b) Symmetrische, schiefsymmetrische und orthogonale Matrizen A € R™" sind

normal, ebenso hermitesche, schiefhermitesche und unitére Matrizen 4 € ",

Normale Abbildungen lassen sich auch noch durch andere Eigenschaften kenn-

zeichnen.

Satz 17. Es seien V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und ® € Hom (V,V).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(2) @ ist normal.
(b) @ emistiert und fir alle 7,y € V gilt <®(z),B(y)> = <®*(2),8* (y)> .
(c) ®* existiert und fir allece V gilt || @(z) || = | @*(z) | .
Fir dim V = n sind die obigen Aussagen auflerdem dquivalent zu:
(d) Fiir jede ONB von V ist die Abbildungsmairiz Ag normal.
() Es gibt eine ONB von V, so daff die Abbildungsmatriz Ag mormal ist.

Beweis. (a) = (b): F*od=0od" = <58 od(y)>=<zdo0 ®*(y)> fiir alle

y€e V = <®(z),®(y)> = <®*(2),8% (y)> firalle z,y € V.
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(b) & (c): Die eine Richtung ist offensichtlich, die andere folgt aus der Darstellung
des Skalarproduktes mit Hilfe der Norm.
(a) = (d): Dies gilt, weil die Abbildungsmatrix von ®* beziiglich einer beliebigen

ONB von V A@* = A@T erfiillt und somit
T . _ _ _ . _ 4 T,

gilt.

(d) = (e): offensichtlich.

(¢) = (a): Fiir die Abbildungsmatrix von ®* besziiglich der gegebenen ONB von V
gilt AQ* = ZQT und aus der Normalitit von A@ folgt dann analog zu oben @ o $* =

3 0 d. |
Bemerkungen. (a) Sei @ normal. Dann gilt Kern & = Kern ®*.
Dies folgt unmittelbar aus Satz 17(c). .

(b) Sei ® normal. Dann gilt ®(z) = ¢ 2 genau dann, wenn ®*(z) =Tz gilt, d.h. die

Eigenrdume E_von @ und E-von ¢ sind gleich.
Beweis. @ — ¢ idV ist normal, denn es ist
(@—cid,)o (@—cid))* = (B—cidy)o (8" -Tidy)
=®od* —TP—c® +crid, = 8* 0 ®—cP"-TE+Tcid,
RN .
= (@ —cid) o (B ~cidy).
Damit folgt mit Bemerkung (2) und den Rechenregeln fiir adjungierte Abbildungen
Kern (® ~ cid,;) = Kern (® — ¢ idV)=i= = Kern (8" —tidy)
und daraus die Behauptung. [
(c) Bei einem normalen Endomorphismus $ sind die Eigenvektoren zu verschiede-
nen Eigenwerten stets orthogonal.
Beweis. Seien &(z) = a z, ®(y) = b yund a # b. Dann folgt o <z,y> = <@(z),y> =

<5,3*(y)> = <z,by> = b <zy> , also <z,y> = 0. n
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Als Hauptergebnis leiten wir nun auch fiir normale Abbildungen bzw. Matri-
zen eine Normalform her. Hierzu miissen wir aber zwischen dem komplexen und dem

reellen Fall unterscheiden.

Satz 18. FEs seien V ein n—dimensionaler unitirer Vektorraum und ® € End (V). Genau

dann ist ® normal, wenn es in V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von ® gibt.

Beweis. Sei (z),...z ) eine ONB aus Eigenvektoren von & und €(z;) = ¢; z; . Dann gilt
®* o ®(z,) = @*(ci g)=c7c 5 ==9(Cz)=0o0 @*(mz.) ,i=1,.,n, also ® o &* =
" o & , d.h. & ist normal.

Sei umgekehrt & normal. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt ®

wenigstens einen Eigenwert c. Sei z, ein zugehdriger Eigenvektor mit || z, || = 1. Wir

1
filhren den weiteren Beweis nun mit vollstindiger Induktion nach n :

n=1: Hierist B= {z,} ONB von V.

n-1—n: Sei U= {3:1}1' . Dann ist dim U = n-1, und es gilt &(z,) + U. Wegen
@*(:L‘l) =7 z, folgt auch 915*(:::1) 1 U. Somit gilt fiir alle y € U, daB <®(y),z> =
<y,i>*(z1)> = 0 ist, also ®(U) ¢ U. Analog ergibt sich *(U) ¢ U. Damit ist @ | p éin
normaler Endomorphismus von U, und nach Induktionsvoraussetzung existiert in U

eine ONB {z,,.,z} aus Eigenvektoren von ®|, , also auch von &. Die Basis

{z,,-.,z } ist somit ONB in V. n

Im reellen Fall (Satz 13} hatten wir aus der Existenz einer ONB von Eigen-
vektoren schlieBen kénnen, daff & = ®* ist. Hier, im komplexen Fall, erhalten wir nur
die schwiichere Aussage & o ®* = 3" o &. Der Grund ist, daff das analoge Vorgehen
zum Beweis von Satz 13 auf die Gleichung <®(z ),:z:j> = W filhrt, woraus

i

sich nicht mehr & = & folgern lift.

Bemerkung. Die zu Satz 18 dquivalente Aussage fiir Matrizen 4 € C™" " lautet:

nxXn

Genou dann ist A € C normal, wenn es eine unitire Matriz S gibt, so dafl

STAS Diagonalgestalt hat.

Damit ergeben sich speziell die Normalformen hermitescher bzw. schiefher-
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mitescher bzw. unitirer Matrizen. Alle haben Diagonalgestalt, wobei im ersten Fall
alle Eigenwerte reell sind, im zweiten Fall haben alle Eigenwerte den Realteil 0 und
im dritten Fall haben sie alle Betrag 1 (Beweis als Ubungsaufgabe).

Auflerdem sei bemerkt, da$8 sich nun auch die Sétze 3 bis 5 auf hermitesche
Matrizen iibertragen lassen. Insbesondere gibt es auch fiir positiv definite hermi-
tesche Matrizen A eine Cholesky—Zerlegung in der Form 4 = B B mit einer regu-

lsren oberen Dreiecksmatrix B € C*** (Beweis als Ubungsaufgabe).

In euklidischen Vektorraumen ist die Situation anders. Hier gilt:

Satz 19. Es seien V ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum und ® € Hom (V, V).
Genau dann ist ® normal, wenn es in V eine Orthonormalbasis gibt beziiglich der die

Abbildungsmatriz von ® die Form

a2
I

|
Al
)

(*) )

g
b]. > 0, j=1,...,m, die restlichen komplezen Nullstellen des charakteristischen Polynoms

mit ¢, , o bj € R hat. Dabei sind CivnsCy die reellen Nullstellen und o + 4 bJ. ) 0= 1h.,

von P,

Wir beweisen die zu Satz 19 dquivalente Aussage fiir reelle Matrizen.

Satz 20. Genau dann ist A € R™" normal, wenn es eine orthogonale Matriz S € R™"
gibt, so daff S TA § die Form (¥) mit c, , o, bj € R hat. Dabei sind c ,...,c, die reellen
Nullstellen und a,+ i bj ) G~ i bj , b}. > 0, j=1,...,m, die restlichen komplezen Nullstellen

des charakteristischen Polynoms von A.
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Beweis. Gibt es eine orthogonale Matrix S, so dafl A= 8TA S die Form (*) hat, so
folgt AAT=SAATS T =SATAS =474

Ist umgekehrt A normal, so gibt es nach dem letzten Satz eine ONB von c"
aus komplexen Eigenvektoren von 4 und C” ist direkte Summe paarweise orthogona-
ler Eigenrdume von 4.

Fiir jeden reellen Eigenwert ¢ konstruieren wir in dem zugehdrigen (reellen)
Eigenraum E eine ONB. Da die komplexen Eigenrdume von A orthogonal zueinan-
cier sind, sind es auch die reellen. Also erhalten wir ein Orthonormalsystem, das
gerade die ersten & Spalten von A liefert.

Fiir jeden komplexen Eigenwert ¢ = a + i b, b # 0, ist auch ¢ = a — ¢ b ein
Eigenwert von A und wegen ¢ # ¢ gilt E . E- . Wir konnen oBdA b >0
annehmen. In £ konstruieren wir eine ONB (zl,...,zq). Dann ist (31,...,Eq) eine ONB

von E-und somit (2, , Z,,...,z_, Z ) eine ONB von E_ E_. Setzen wir fiir j=1,...,¢
¢ 171 g’ g c C

- _ 1 =
z; = Rezj = 2(zj+zj),
- - L, _=
y; = Imz, = 5 (zj zj),

so gilt [:z:j , yj] = [zj , 'z‘].], und wir erhalten die Darstellung
EeoE. = [z,y]e..0 [zq,yq]

mit paarweise orthogonalen zweidimensionalen Unterrdumen [mj Y _1] . Ferner gilt

A = 0% b Y

A Y; = b z+ay;
fiir j=1,...,g Wegen
<+ z~E> = <z, 2>+ <F, 1> —<z,Z>—-<i, 5> =z~ 7 =0

IR A FR 7 it 37 j j
und
<zt 7, zj.—zj> = <2 T 2 1y> = —4i< Z; ) yj>

folgt <z, y> = 0 fiir = 1,...,4 . Damit ergibt sich
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_ 0 . . 2 2
O—<Zj:zj> = <:I:J.+zyj,:cj—zyj> = | "EJ“ = yj” )

und somit
2l = 10l

Also erhalten wir fiir jedes j= 1,...,¢ mit

Z. ,
J y]

)
ho, 1 Wy

eine ONB zu dem Zweier —Kastchen

Insgesamt erhalten wir so eine reelle ONB von C" beziiglich der A die gewiinschte

Normalform (*) hat. L

Bemerkungen. (a) Die Matrix A ist die reelle Jordansche Normalform (Satz 4.22)

der normalen Matrix A.
(b) Aus Satz 20 ergibt sich fiir symmetrische Matrizen nochmals Satz 13, filr schief-

symmetrische Matrizen A € R™™ erhalten wir als Normalform

M2
Il

|
oy
o

und fiir orthogonale Matrizen ergibt sich aus Satz 20 der Satz 16 (vgl. Bem. (c) von
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S. 261). Im letzteren Fall gilt ja ¢, = « 1 fiir § = 1,...,k und a? + bj = 1, bJ. > 0, fiir
j=1,..,m. Satz 16 erhdlt man, indem man sin w, = bj setzt und fiir jedes
Zweier —Késtchen die zugehérigen Basisvektoren z; Y vertauscht oder Y; durch ~Y;

ersetzt (vgl. Bem. (a) von S. 260).

Aus dem oben gesagten ergibt sich damit eine weitere Methode, die Normal-
form und die Transformationsmatrix einer reellen Isometrie bzw. einer orthogonalen

Matrix A € R™" aufzustellen:

Zu den reellen Eigenwerten 1 bzw. —1 bestimmen wir wie iiblich reelle Ortho-
normalbasen in den zugehotrigen Eigenriumen. Zu jedem komplexen Eigenwert
c=a+ 4b, b>0,sei 2y, ein Orthonormalsystem aus komplexen Eigenvektoren.

Dann ist El,...,Eq ein Orthonormalsystem aus komplexen Eigenvektoren zu Zz. Setzen

wir sin w= b und

Re zj Im zj
, = Y, = f=1,..,q,
7 JRez) 7 |Imaz)’ ’
J ]

soist (y,,% ;- Yy mq) oder (a;l,—yl,...,mq ,—yq) eine reelle ONB zu den ¢ Zweier-

kastchen

cos w —Ssin @
sin w cos

Beispiel. Die Matrix

Ble + 12 B4 =12 —2/4
A=|Bra—12 B+ 12 i
V2/4 V2/4 V3/2

ist orthogonal (Ubungsaufgabe). Fiir das charakteristische Polynom p von 4 gilt

p=det(A—XE)= - =-X+(1+8) X~ (1+B)X+1.
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Die Nullstellen sind ¢, = 1 sowie ¢ = 3/2 + #/2 und T = y3/2 — i/2 . Die Normalform

lautet also

1 0 0
A=1o ¥3/2  -1/2
0 1/2 32

(Drehwinkel : w = /6, Drehachse : B, Drehebene : ECJ; ).

Bestimmung der Transformationsmatrix § :

t
1€ E (:(A—E)w:oimt'u=[—t],tEIR.
€1 3 0

Also wahlen wir

1
V= 142 [—1
0

£
zEEci=b(A—(ﬁ/2+i/2)E3)z=o(=rz=l 4 ],tER.
-2 it

Dann ist

und das obige Verfahren liefert die orthonormierten Vektoren

i) ]
=1 0].
IRe A [t 2| (-1

Damit ergibt sich als orthogonale Transformationsmatrix

V2 0 1/42 W2 142 0
S=1-1/4/2 0 1/2| bzw. § = |-1/42 1,42 0
0 -1 0 0 0 1
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Kapitel 6 Affine und euklidische Geometrie

§ 1 Affine und euklidische Riume

Bisher haben wir die geometrischen Objekte Punkte, Geraden, Ebenen usw.
nur als Elemente bzw. Teilmengen eines Vektorraumes V kennengelernt. Die Doppel-
rolle der Elemente von V als Vektoren und als Punkte bringt aber gelegentlich
Schwierigkeiten mit sich und entspricht auch nicht unserer geometrischen Vorstel-
lung in der Zeichenebene oder im Anschauungsraum. Dort unterscheiden wir sehr
wohl zwischen den "Punkten" und den zugehérigen "Verbindungsvektoren".

Wir werden daher im folgenden eine neue Struktur betrachten, den affinen
Raum, der zur geometrischen Beschreibung des Anschauungsraumes besser geeignet
ist, weil in ihm die Begriffe "Punkt" und "Vektor" getrennt behandelt werden.
Wenn wir die Beziehungen zwischen affinen Rdumen A und Vektorrdumen V geklirt
haben, konnen wir die bisher entwickelten Methoden und Ergebnisse der linearen
Algebra auf geometrische Fragestellungen anwenden. Zur Vereinfachung der Dar-
stellung werden wir dabei, nach Auszeichnung eines Ursprungs, in manchen Fillen

wieder A und Videntifizieren.

Definition. Gegeben seien eine nichtleere Menge A, deren Elemente Punkte heiflen,
ein K~Vektorraum V, sowie eine Abbildung f: A x A — V. Das Tripel (A,V, f)
heifit affiner Punkiraum oder affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum V | falls

folgende Bedingungen erfiillt sind:
(a) Zu jedem P ¢ A und jedem z € V gibt es genau ein Q € A mit f(P,Q) =z.
(b) Firalle P, Q, Re Agilt f(P,Q)+ f(QR)=f(PR).

Statt (A,V, f) schreiben wir kurz A und sprechen vom affinen Raum A, wenn der

zugehorige Vektorraum V und die Abbildung f klar sind.
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Unter der Dimension von A verstehen wir die Dimension des zugehorigen Vek-
torraumes V', Schreibweise: dim A.
Ist K = R bzw. K = €, so sprechen wir von einem reellen bzw. komplezen

affinen Raum. Ist der Vektorraum V euklidisch, so heifit A euklidischer Raum.

Die Gesamtheit der Definitionen und Sitze, die sich aus den Axiomen fiir
einen affinen Raum herleiten lassen, heiBt affine Geometrie. Analog sprechen wir
auch von euklidischer Geometrie. Jeder Satz der affinen Geometrie ist auch ein Satz
der euklidischen Geometrie, umgekehrt lassen sich aber viele Sitze der euklidischen
Geometrie affin gar nicht formulieren. Dies gilt zum Beispiel fiir den aus der Schule
bekannten Satz, daf sich in jedem Dreieck die Hohen in einem gemeinsamen Punkt
schneiden.

In den folgenden Paragraphen werden wir zunichst immer erst den gemein-
samen affinen Anteil der Geometrie darstellen und danach zusitzliche Aussagen im
Rahmen der euklidischen Geometrie beweisen. Wir beginnen mit einigen Bemerkun-

gen zum Axiomensystem eines affinen Raumes.

Bemerkungen. (a) Die Existenz der Abbildung f bedeutet, daB je zwei Punkte P

und @ genau einen Verbindungsvekior f (P,Q) besitzen. Um dies auch in der Schreib-
—

weise deutlich zu machen, schreiben wir deshalb statt f(P,Q) meistens PQ .

Da f im allgemeinen nicht injektiv ist, gibt es mehrere Punktepaare mit dem
gleichen Verbindungsvektor. Die Vektoren spielen in dem affinen Raum gerade die
Rolle, die die Aquivalenzklassen der Pfeile im Anschauungsraum spielten.

(b) Axiom (a) besagt, daB der Vektor z im Punkt P "abgetragen" zu einem
eindeutig bestimmten Punkt @ fithrt, und Axiom (b) bedeutet, daB das Abtragen
von Vektoren an Punkten mit der Vektoraddition vertraglich ist.

(c) Einige einfache Folgerungen sind:

—

PQ =0 P=¢Q,

— —

P Q = = QP 1

—

PG

— —
= PR = Q=R ; QS = RS = @=R.
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Beispiele. (a) Wir konnen den Anschauungsraum als affinen Raum auffassen. Der
zugehorige Vektorraum ist dann der auf 8.93 betrachtete Vektorraum der Pfeilklas-
sen.

(b) Jeder K-Vektorraum V wird selbst zu einem affinen Raum mit zugehdrigem
Vektorraum V, wenn wir fiir beliebige Punkte z,y € V den Verbindungsvektor durch

—
zy = y—z definieren. Inshesondere ist K" ein affiner Raum.

So wie wir jeden Vektorraum als affinen Raum betrachten konnen, gehort
umgekehrt in einem affinen Raum A nach Auszeichnung eines beliebigen Punktes
O€eA zu jedem Punkt X ein eindeutig bestimmter Vektor ‘5} . Es gilt
V= {63(4 | X€ A}, und die durch X +— OX erllirte Abbildung von A auf V ist
bijektiv. Wir nennen E(’ den Ortsvektor des Punktes X beziiglich des Ursprungs O.
Affine Riume und Vektorrdume unterscheiden sich also im wesentlichen nur durch

die Auszeichnung eines Ursprungs.

Analog wollen wir nun die affinen Unterrdume von A so definieren, daf} sie sich
nur durch Auszeichnung eines Ursprunges von den Untervektorrdumen von V unter~

scheiden.

Definition. FEine nichtleere Teilmenge L eines affinen Raumes A heifit affiner Unter-

—
reum von A, wenn es einen Punkt P ¢ L gibt, so daff die Menge {PX | X € L} ein

Untervektorraum von Vist.

Die affinen Unterrdume eines euklidischen Raumes heiflen euklidische Unter-

riéume.

Bemerkungen und Bezeichnungen. (a) Ist L affiner Unterraum von A, so ist fiir

jeden Punkt @ € L die Menge {ﬁ | X € L} ein Untervektorraum von ¥V und es gilt
—
{QX| XeL} = {XYV| X,YeL}.

—
Somit gehdrt zu L in eindeutiger Weise der Untervektorraum U, = {XY | X,Y¢ L},

der dann Richtungsraum oder kurz Richtung von L heifit.
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Beweis. Nach Definition gibt es einen Punkt P € L, so dal U = {F)? | X € L} ein
_ — — =
Untervektorraum von Vist. Sei W= {QX | Xe L}. Wegen Q¢ List QP = -PQ¢e U,
—r}
also gilt W= QP + U = U, und Wist ebenfalls ein Untervektorraum. Daf} die Menge

—
{XY| X,Y € L} mit dem Untervektorraum W iibereinstimmt, ist offensichtlich. =

(b) Ist L affiner Unterraum von A und ist f; die auf L x L eingeschrankte Abbildung
£, so erfiillt das Tripel (L,U,,f;) die Definition eines affinen Raumes. Damit gilt
dim L = dim U,.

Die nulldimensionalen affinen Unterriume von A sind genau die Mengen {P},
P ¢ A, bestehen also aus einem einzigen Punkt. Man nennt sie deshalb ebenfalls
Punkte. Die eindimensionalen affinen Unterrdume heifien Geraden, die zweidimensio-

nalen affinen Unterrdume heiflen Ebenen.

(c) Jeder affine Unterraum L C A lift sich nach Auszeichnung eines Ursprungs

0 € A und eines Punktes P ¢ L vektoriell in der Form
— —
{0X | Xel} = OP+ U,

darstellen.
Speziell fiir A = Vund O = o gilt: Jeder affine Unterraum L C V ist von der

Form L =z, + U mit einen Untervektorraum UC V und z € L (vgl. S. 126).

Wie in § 2.5 ist der Durchschnitt affiner Unterriume entweder leer oder ein

affiner Unterraum.

Satz 1. Es seien A ein affiner Roum und A eine nichtleere Menge affiner Unterrdume

von A.. Dann ist der Schnitt

M= ()L

Le #

entweder leer oder ein affiner Unterraum mit Richtungsraum

U, = ﬂ U, .

Le MK
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Beweis. Sei M # @und P& M. Dann gilt

UM={E}!X6M}=H{FEE|X6L}=HUL. n
Le & LeM
Definition. Ist C C A nichtleer, so heift der Durchschnitt aller affinen Unterrsume
L, die C enthalten, die affine Hiille von C .
Ist C'= {P,,...,P,}, so nennen wir die affine Hiille von C den Verbindungsraum
der Punkte P,,...,P, und schreiben dafiir P V..V P . Allgemeiner heifit die affine
Hiille der Vereinigungsmenge endlich vieler affiner Unterriume L,...L der Verbin-

dungsrawm von L.l , Schreibweise: L v.vVL,.

Auch der Verbindungsraum endlich vieler affiner Unterrdume 158t sich ge-

nauer beschreiben.

Satz 2. FEs seien Ly...L CA affine Unterrdume und P, € L, beliebig gewdhit, i =1,...,k.

Dann gilt fir den Richtungsraum des Verbindungsraumes L = L v.VvL

Y
7

+ e 4 ULk+ [P1P2 ”PPk]

U, =U )

L I

Ist L N..N L, #+ 8, so gilt

Beweis. Seien U = U

} } ~ —_— ~
bt U+ [PPy,..P P ], L ={XeA|PXel}

Aus X € L folgt Pljf = Plpz.’ +PX el alsoXeL,i=1,.k. SomitgiltLcL
und U ; C 7. Die umgekehrte Inklusion ist offensichtlich.
Ist L n..N L, # @,sowihlen wir Pe L. N..N L, , setzen P, =...= P, = Pund

erhalten UL = U’L1 4 oo+ ULk‘ [

Beispiele. (a} Der Verbindungsraum von % + 1 Punkten Py, P, besitzt den

Richtungsraum U = [POPI:,...,POPJ, und es gilt dim U< k.
Fir £ = 1 und P0 $ P gilt dim U = 1, also ist P0 V P eine Gerade; wir

schreiben dann kiirzer POP1 statt Po y P1 }
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Fiir £ = 2 und drei verschiedene Punkte PP, ,P,, die nicht auf einer Geraden

liegen, gilt dim U = 2, also ist der Verbindungsraum P V P, V P, eine Ebene.

(b) Im R? seien der Punkt 7 und die Gerade L gegeben mit

—

1 0 0
z= [0|und L= |0]|+[}1]].
0 1

=

Der Verbindungsraum zV L hat die Darstellung

1 0 0 1 1 0 -1
zVL = 0]+([l1‘]+[*0]—|0]])= +[|1
0 0 1 0 6 1

(c) Im RS seien die Punkte Ty By By By 5 T gegeben mit

o
)
b

o

-1 ' 9 _

1 3
2 8
g,=|-1],2,= :g
-1 1

3 2
-4 -1
) Ty = 3l,z,=|-1},z.= |~

Ok 2T O

Fiir ihren Verbindungsraum gilt

g V- VI, =z + [z, — 2, 2, — %), m4-:1:1,m5—ml]

1 5
2 1 -1
6 6 -3 3
= {-1]|+ [ —4 ) ) 0 ) -2 ] .
~1 -5 6 3 -3
-1 2 — -1 1

[
|
B

(LR

Wir wollen im Richtungsraum von g, V.-V z eine Basis angeben. Dazu verwenden

wir wieder das Verfahren von 5.114 und erhalten

-1 0
: 3 12

z VooeVz, = |-1]+ 0j, 01,
! 5 —1 -3 |-11
-1 1 4

b =
OO OO
[
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Also ist z, VeuoV g ein dreidimensionaler affiner Unterraum von R®.

Fiir den Durchschnitt und den Verbindungsraum zweier affiner Unterrdume

gilt die folgende Dimensionsformel.

Satz 3. Es seien A ein affiner Raum und L L, affine Unterrdume von A mit
zugehorigen Richtungsrdumen U,,U, . Dann gt fir L N L, # @

dim L, + dim [, = dim (L, V L,) + dim (L, n L2),
und fir L, N L, = @ ist

dim L, + dim I, = dim (L, Vv L) +dim (U, N v,)—-1.

Beweis. Nach Satz 2.19 gilt dim L, + dim L, = dim U, + dim U, = dim (U, N U,) +
dim (U, + U,). ImFall L, 0 L, # @ ist nach Satz 2 U, + U, der Richtungsraum von
L vL,.DaUNU, dann auch der Richtungsraum von L, N L, ist, folgt der 1. Teil
der Behauptung.
Ist L N L, = @, so wihlen wir P € L, , P, € L, und nach Satz 2 gilt
* [ _-_, L] —"'—) e
dim (L, v L,) = dim (U, + U, + [P,P,]) Ware PP, € U, + U, , so géibe es Punkte

) y ——— ) )
Q€L ,Q¢eL, mit P P, = PQ, + P,Q, . Also wire P,Q, = Q,P, und
—
somit @, € L, N L, . Daher gilt dim (U, + U, + [P P,]) = dim (U, + U,) + 1,

woraus die 2. Behauptung folgt. u

Bezeichnung und Bemerkung. Mit Hilfe des Verbindungsraumes 18t sich eine wei-
tere Klasse affiner Unterriume definieren: Es sei L ein von A verschiedener affiner
Unterraum. Gibt es einen Punké P € A, so daff der Verbindungsraum von L und P
gleich A ist, so heiBt L eine Hyperebene von A. Nach Satz 2 kann P nicht in L liegen.

Ist A n—dimensional, so sind wegen Satz 3 die Hyperebenen genau die affinen Unter-

ritume der Dimension n—1.

Affine Unterrdume koénnen parallel zueinander sein. Wie auf S. 129 nennen wir

zwei affine Unterrdume L , L, parallel, Schreibweise L, | L, , falls fir die zugehdrigen
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Richtungsraume U, U, gilt: U ¢ U, oder U, C U, . Weiterhin heiflen zwei Gera-

den windschief, falls sie weder parallel sind noch einen Punkt gemeinsam haben.

Beispiel. In einem n—dimensionalen affinen Raum A kann eine Gerade g in bezug
auf eine Hyperebene I folgende Lagen einnehmen: g ist entweder Teilmenge von L
oder g schneidet I in einem Punkt oder g ist parallel zu L und der Schnitt ist leer

(Ubungsaufgabe).

Als nichstes wollen wir den Begriff der linearen Unabhingigkeit auf affine

Raume iibertragen.

Definition.  Es seien A ein affiner Raum, £ € No und P,...,P, € A. Die Punkte
Py,....,P, heiflen affin unabhingig oder in allgemeiner Lage, wenn dim (P0 V.VP)=k
ist. Sind die Punkte nicht affin unabhéngig, so heiflen sie affin abhingig.

Eine Teilmenge C C A heilt affin unebhingig, wenn fir jedes k € N alle paar-
weise verschiedenen Punkte P ,...,P, aus C affin unabhingig sind. Ist C nicht affin

unabhingig, so heit C affin abhdngig.

Beispiele. Jeder Punkt ist affin unabhingig. Zwei Punkte sind genau dann affin
unabhingig, wenn sie verschieden sind. Drei Punkte sind genau dann affin unabhén-
gig, wenn sie nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, d.h. wenn sie nicht kol-

linear sind, u.s.w.

Satz 4. Es seien A ein affiner Roum und P,....P, € A. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(2) Die Punkte Py,..., P, sind affin unabhingig.

(b) Die Vektoren POPl:,...,POP k} sind linear unabhingig.

Beweis. Fir den Richtungsraum Uvon P V..V P, gilt U = [POPl',...,POP k'] . Sind
—_—
die Punkte P,,...,P, affin unabhingig, so gilt dim U = & und die Vektoren P P ...,

P P, sind linear unabhéngig. Sind umgekehrt die Vektoren POPlf,...,POP k; linear

unabhingig, soist U = [POPl:,...,PDP k] ein k-dimensionaler Untervektorraum und
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es gilt somit dim (P, v...v P) =k u

Bemerkungen. (a) Satz 4 gilt ganz entsprechend, wenn der Bezugspunkt P durch

irgend einen anderen der Punkte P, ersetzt wird, wenn man also die Vektoren

PP .. ,PP PP - PP betrachtet,

(b) Ist A = V, so gilt auerdern: Die Punkte Ty»%, sind genau dann affin

unabhingig, wenn aus g Tyt gz =0 und g, +-++a, =0 stets ¢ =.=

0 k 0

a, = 0 folgt.
Beweis. Seien Zy:-» %, affin unabhingig, also %, = &y, — &, linear unabhingig.
Dann folgt aus @G %, +:++ g 7, = o und 4, +++--+ @, = 0 unmittelbar
e, (z, —z,) +- -+ a, (z,— ;) = o und daraus ¢, = ...= g, = 0. Dann ist auch a, = 0.

Umgekehrt folgt aus a (z, —g)+---+ 6, (g, — 3) = o zundchst
(-a,—=g )z + a 7 + -+ a 7 = o und g, ++-++ e = 0 mit
Q=0 — . Also ist a, =...= ¢, =0, und die Vektoren T, = Zpseey Ty — 3 somit
linear unabhingig, woraus die Behauptung folgt. |

(c) Sind die Punkte P,...,P, affin unabhéngig und ist {i,-i} € {0,...,k}, so sind
auch die Punkte Pil"“’Pz‘ affin unabhingig.
T

(d) Sind die Punkte Py,...,P, gegeben und sind fiir {1 ,...,i } < {0,..,k} die Punkte
Pil"“’Pi affin abhingig, so sind auch die Punkte Py, P, affin abhéngig.

m
(e) Sind die Punkte Py, Py affin abhéngig, so gilt dim (P v.-.V P,) < k.
(f) Jeder k—dimensionale affine Unterraum L ist affine Hiille von % + 1 affin unab-
hingigen Punkten.

Beweis. Wir wahlen in L einen beliebigen Punkt P, und im Richtungsraum U ; eine

—
beliebige Basis {z,;--.,z,}. Dann existieren Punkte P,.,Pyaus L mit PP, = gz,

t=1,....,k . Nach Satz 4 sind die Punkte P,,...P, affin unabhingig, und ihre affine
Hiille ist L . [ |

Mit Hilfe der affinen Unabhingigkeit lassen sich nun auch affine Koordi-
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natensysteme definieren.

Definition. Es seien L ein k—~dimensionaler affiner Unterraum von A und Po""’Pk

k+ 1 affin unabhingige Punkte in L.

Dann heifit (PO; POPlr,...,POP k;) ein affines Koordinatensystem von L mit dem

Koordinatenursprung Py, den Koordinatenachsen PP, und den Einheitspunkien P, auf

diesen Achsen, i=1,...,k

—_—
Fiir jeden Punkt P € L heiflen die Koordinaten LA A des Vektors P P beziig-

lich der Basis (POPl',...,POP k') von U, die affinen Koordinaten des Punktes P beziig-

lich des affinen Koordinatensystems (PU; PP 1::---:P0P k:)' Wir schreiben dann auch
Pla,,..,a.).

In einem n—dimensionalen affinen Raum A erhalten wir also fiir jede Wahl
eines Ursprungs O € A und jede Wahl einer Basis ('ul,...,'un) von V ein affines Koordi-
natensystem (O; v,,...,v, ) von A.

Ist A ein euklidischer Raum und ist (vl,...,vn) eine ONB von V, so sprechen
wir von einem kartesischen Koordinatensystem (O; 'vl,...,fun) von A, und die affinen

Koordinaten eines Punktes X heiflen dann entsprechend kartesische Koordinaten.

Es seien nun wieder L ein k-dimensionaler affiner Unterraum von A und

(PO; POPl',...,POP k‘) ein affines Koordinatensystem in L. Dann gilt fiir die Ortsvek-

toren der Punkte P € L beziiglich eines beliebigen Ursprungs O € A

*) OF = OP +a PP +. 4+ PP,,

wobei 4, ,...,a, die affinen Koordinaten von P beziiglich des ausgezeichneten Koordi-

natensystems sind. Wir nennen (*} eine Parameterdarstellung 1.Art von L mit den

3

Richtungsvektoren POPI} SN Y k' und den Parametern a,,...,a, (vgl. 8.127 ).

In dieser Parameterdarstellung von L ist der Punkt P, vor den anderen Punk-
ten Pl""’Pk ausgezeichnet. Eine symmetrische Darstellung konnen wir erreichen,

indem wir (*) etwas umformen. Wir setzen g := 1 — @, —...— ¢, und erhalten

— — — —
OP = (ay+..+ a) OP +a PP +..+0a PP, .
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Also gilt

—) _— —_— —_—
ok — =
(**¥) OP = aOOPO+a10P1+...+akOPk o, €K g+ e =1,

Wir nennen (**) eine Parameterdarstellung 2. Art von L. Die eindeutig bestirnmten
Skalare @y, , die wiederum unabhingig von der Wahl von O sind, heiflen Schwer-
punktskoordinaten oder baryzentrische Koordinaten des Punktes P beziiglich PPy
Ist char K kein Teiler von k + 1, so heifit der Punkt S mit den baryzentrischen Koor-

dinaten @Gy = =@ = k_}i-_l Schwerpunkt (Baeryzentrum) von PPy

Die Darstellung (**) des Ortsvektors OP bezeichnet man auch als Affin-
o —_— —

kombination der Vektoren OP o OP, . Entsprechend heifitt P € A Affinkombination
der Punkte Po""’Pk € A, wenn es einen Punkt O € A gibt und Zahlen Byy--r0y € K
mit g, +..+ a, = 1, fiir die (**) erfiillt ist. In diesem Fall gilt (**) dann fiir alle
O € A. Die Punkte Po""’Pk miissen dabei nicht affin unabhingig sein. Sind sie es
aber, so sind die Zahlen Gypeens Oy die baryzentrischen Koordinaten von P beziiglich
Po""’Pk , also eindeutig bestimmt.

Bemerkungen. (a) Pe¢ A ist genau dann Affinkombination der Punkte Po""’Pk EA,

wenn es Zahlen Gy»---»0;, € K gibt mit gy +...+ ¢, =1 und

" —
a, PP0 + o+ akPPk =0.
(b) Sei P ¢ A und seien P,,...P, € A affin unabhingig. Dann ist P genau dann
Affinkombination der Punkte Py, Py, wenn P,-..,P,P affin abhéngig sind.

(c) Sei C'c A nichtleer. Dann ist die affine Hiille von ' die Menge aller Affinkomnbi-
nationen von Punkten aus C.

(Beweise als Ubung)

Als nichstes wollen wir uns mit metrischen Problemen wie Orthogonalitit und
Abstandsbestimmungen beschiftigen, Hierzu setzen wir voraus, dafl A ein endlich

dimensionaler euklidischer Raum ist.
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Orthogonale Unterriume

Bei der Definition orthogonaler Unterrdume orientieren wir uns an den Ver-
héltnissen im Anschauungsraum. Um Randfille zu vermeiden, die unserer Anschau-
ung widersprechen, setzen wir voraus, dafl die betrachteten Unterriume L1 und L,
nicht parallel sind.

Es wire naheliegend, L, und L, orthogonal zu nennen, wenn ihre zugehdrigen
Richtungsrdume U, und U, orthogonal sind. Hierzu miifite U, n U, = {o} gelten. Aus
geometrischen Griinden wollen wir aber in gewissen Fillen, in denen v, n U, ¢ {o}
gilt, ebenfalls von orthogonalen Unterriumen sprechen. Hierzu betrachten wir die
orthogonalen Komplemente W, = (U, N U2)l NU bzw. W,=(Un U2)J' N U, des
Schnittes U nv,in U, bzw. in U,. Weil nach Voraussetzung weder U, in U, noch
U, in U, gelegen ist, gilt W, # {0}, i=1,2.

Wir nennen nun die Unterriume L und L, von A orthogonal, in Zeichen
L 1L, ,falls W 1 W, gilt.

Ist L1 speziell eine Gerade und _151 n .152 # @, so heifit Ll auch ein Lot auf L2 )

Beispiel. Im euklidischen Raum R? sind bei einem kartesischen Koordinatensystem
sowohl die Koordinatenachsen als auch die Koordinatenebenen paarweise orthogonal.
Jede Koordinatenachse ist orthogonal zu jeder Koordinatenebene, die durch die
beiden anderen Koordinatenachsen aufgespannt wird, und sie ist auch orthogonal zu
jeder Geraden in dieser Ebene.

Bemerkungen. (a) Fiir U, N U, = {o} ist W, = U, und W, = U, , also sind L und
L, in diesem Fall genau dann orthogonal, wenn es ihre Richtungsrdume sind.

(b) Orthogonale Unterrdume sind nach Definition nie parallel, miissen sich aller-
dings auch nicht schneiden. So gibt es, wie wir gesehen haben, im euklidischen R
orthogonale windschiefe Geraden.

(c) Jedes Lot g auf einen Unterraum L hat mit diesem genau einen Punkt gemein-

sam; dieser Punkt heifit dann der Lotfulpunkt von g auf L.
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Abstand euldidischer Unterriume

Im euklidischen Fall libertragen sich die metrischen Eigenschaften des Vek-

torraumes V direkt auf die Punkte von A.

Definition. Unter dem Abstand der Punkte X,Y € A verstehen wir die Linge ihres

Verbindungsvektors,
—

X, Y) = | Y”

Der euklidische Raum A wird damit ein metrischer Raum. Ist A n—dimen-
sional und sind (ml,...,mn) und (y,,...,y,) die kartesischen Koordinaten der Punkte X

und Y beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems (O; 'ul,...,wn), so gilt
i
qxy) = (Y -2 ).
i=1
Wir wollen die Definition des Abstandes auf beliebige Teilmengen M , M, von
A iibertragen.

Definition. Unter dem Abstand der Teilmengen M, M, des euklidischen Raumes A

verstehen wir die Zahl
d(Mer) = inf {d(Xl,Xz) [ Xl € M1 , X2 € Mz}‘

Speziell fiir Unterrdume eines endlich dimensionalen euklidischen Raumes lifit

sich der Abstand mit Hilfe von Orthogonalprojektionen konkret angeben.

Satz 5. Es seien L, , L, euklidische Unterrdume mit zugehdrigen Richtungsréumen v,

U, , und P, € L, sowie P, € L, seien beliebig gewihlt. Dann gilt

—y —_— e},
dL,L) = PP, , U, +U,) = | PP, ~my o (FP,) |

Beweis. Fiir alle Punkte X €L und X, € L, gilt

_— J } } } d }
d(X, X)) =| X, X, | =|| X,P, + PP, +PX,||=|| PP, -PX +PX, |,

also
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) —— —_— —_—
dL,L,) = inf | PP, ~a +5,|| = | PP, ~ 7y (PP u
:BleUl
:I:zEUz

Bemerkungen. (a) Die Formel von Satz 5 gibt nur den Abstand zwischen L, und L,
an, aber keine Punkte Q €L und Q, €L, , fir die der Abstand angenommen wird,

fiir die also d( Q1’Q2) = d(LpLz) gilt. Diese erhalten wir folgendermaflen:

_) .
Ist 7y .0 (P,P,) =g +13,,2 €U,z €U,,soseen Q bzw. Q, die
. 1 » _} —‘-‘_’ 4
eindeutig bestimmten Punkte mit z, = P Q, bzw. -z, = P,Q, . Es gilt dann
) ) ) —
d(L13L2) = ” P1P2 _P1Q1 + P2Q2 ” = “ Qle "

(b) Sind die Unterrraume L, und L, disjunkt, soist @, # @, , und die Gerade @, @,
ist ein gemeinsames Lot von L, und L,:
Aus d(Q,,Q,) = d(L,,L,) folgt némlich mit Satz 5 und dem Satz von Pythago-

ras
10,0, 12 =11 8,0, — g, (@@ 17 = 10,0, 1P~ 7, (@@5) 1P

. _' [ —-'_)
Also ist Tl +Us (Qle) = 0 und somit @ @, L U + U, . Daraus folgt @ @Q, + L,
und Q, @, + L, .
Umgekehrt gilt fiir die Lotfuflpunkte @, und ¢, eines beliebigen gemeinsamen
Lotes von L, und L, offensichtlich d(Q,, Q,) = d(L,,L,).

(c) Das Punktepaar (Q,,@,) € L, x L, der Lotfulpunkte ist genau dann eindeutig
bestimmt, wenn die Summe U, + U, direkt ist. Dies wiederum ist genau dann der

Fell, wenn L und L, keine parallelen Geraden enthalten (Ubungsaufgabe).

(d) Speziell fiir den Abstand eines Punktes X von einem Unterraum L erhalten wir

nach Wabhl eines beliebigen Punktes P € L

— —
dx D) = | PX-r, (PR

Beispiel. Im euklidischen R® seien die Gerade g = z, + [z,] und die Ebene
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L=y, + [z,z,] gegeben mit

2 3 1 1 0

-1 0 -2 0 2

r, = | © ¥y, = 1,z =|-1],z, =] 0 r, = | 0
0 R -1 1 0 2 B R -1
0 0 0 2 1

Wir wollen den Abstand d(g,L) berechnen sowie Punkte z € g und y € L bestimmen
mit d(g,L) = d(zy) = [|z-y].

Die Verbindungsgerade von £ und y mufl notwendigerweise orthogonal zu g
und zu L sein, also mul ¢ — y € [sf;_l,mz,o:a]‘l sein. Fiir die gesuchten Punkte z und y

gilt 2=z, + ¢z, und y =y, + a3, + a,z, mit o

o 110904 € R. Die Bedingung z — y €

[ml,a:2,:z:3] * ist dann dquivalent zu

<z, = Yy + 0T — QT — Gy%, , 5> = 0, (i =1,2,3).
Dies ist ein inhomogenes LGS mit den Unbekannten a,,a,,a, und der erweiterten
Matrix
6 -1 4;-2
1 6 -3i 1
—4 -3 -6} 2
. o1 . _ 1 _ _1 L
Als Losung erhalten wir o, = -5, 6,=—3, 8, =5 Damit ergibt sich
3 16
0 2
1 1
r = 3 _é ¥ = 8 _g )
0 -3

also d(g,L) =2 .

Besonders einfach liBt sich der Abstand eines Punktes X von einer Hyper-
ebene L berechnen, wenn diese in Hessescher Normalform gegeben ist. Darunter

verstehen wir folgendes:
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Wir wihlen einen beliebigen Ursprung Oin A und in L einen beliebigen Punkt
P. Der Orthogonalraum zu dem Richtungsraum U von [ ist eindimensional, also gibt
esin U " genau zwei Vektoren der Linge 1. Wir wihlen einen davon aus, y€ U*,

| ¥l =1, und erhalten
_....’ _}
L ={XeA|OX=0P+u,ucU} = {XeA| <5f},y>=<_0_}5:y>=;a}_

Die letztere Darstellung von L heifit Hessesche Normalform der Hyperebene L, und y

heifit Normalenvektor von L.
* » [ _’ _’ [ 'y
Ist nun X € A ein beliebiger Punkt, so ist der Vektor PX — m,(PX) ein Viel-

faches des Normalenvektors y von L |
—_— —
PX—-m(PX)=by,beR.

—
Daraus folgt <PX,y> = b und wegen <a,y> = <a§,y> + <ﬁ,y> = a+ b er-

halten wir schliefilich fiir den Abstand des Punktes X zur Hyperebene L :

—
dX,L) = |b] = |<OX,p>—a] .
Beispiel. Im euklidischen Raum R* sei die Hyperebene L durch die Gleichung
2.7:1+$3+2274=6

mit den Variablen z,,...,z, gegeben. Wir wollen den Abstand des Punktes

1
N =
=11
0
von L bestimmen und stellen dazu L in der Hesseschen Normalform dar:

2:1:1+a:3+29:4=6 = <

¥

2
0
1
2

'P.E-] u& ME-?HE-'-J

Somit besitzt L die Hessesche Normalform L = {z'| <z',y> = ¢} mit



6.1 Affine und euklidische Riume 293

Daraus folgt fiir den gesuchen Abstand: d(z,L)=| <zy> —a | = g .

Speziell in einem dreidimensionalen euklidischen Raum gibt es noch eine
einfache Methode um den Abstand zweier windschiefer Geraden zu bestimmen, bei
der das sogenannte vektorielle Produkt eine Rolle spielt. Dieses spezielle Produkt ist
auch fiir andere Anwendungen, etwa in der Physik, niitzlich. Wir geben deshalb zum

Abschlufy dieses Paragraphen eine knappe Einfilhrung in das Vektorprodukt.
Das Vektorprodukt

In einem dreidimensionalen euklidischen Raum A mit zugehorigem Vektor-

— = _— —
raum V besitzt ein Parallelogramm OPQ@R (mit OP = RQ und OR = PQ) den
— — — —
Flicheninhalt || OP |} - || OR || - |sin w|, wobei w der Winkel zwischen OP und OR
—
ist. Wir wollen die Parallelogrammfliche durch einen Vektor beschreiben, der zu OP

und Ez’ orthogonal ist und dessen Linge mit dem Flacheninhalt {ibereinstimmt.

Seien nun z und y beliebige Vektoren aus V und (61’32’83) eine feste ONB von

V. Dann wird durch
z2— A (2,9,2) = det(Zi§]2)
auf V eine Linearform definiert. Nach Satz 5.11 gibt es einen eindeutig bestimmten
Vektor %z, € V mit
(*) A (z,y,2) = <z,z>
fiir alle 2 € V. Dieser Vektor z heifit Vektorprodukt (Kreuzprodukt, duleres Produkt)

der Vektoren z und y ; wir schreiben dafiir 2, = £xy.

Bemerkung. Das Vektorprodukt ist eine Abbildung = : V' x V—~— V mit folgenden

Eigenschaften:
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(@) sxy = —yxz,

(b) (z+a)xy = zxy+a'xy,

) (65)xy = aloxy),

(d) <zxyzr> = <zxyy> =0,

(e) z,ylinear abhingig = zxy = o, .

(£) e,xe, =€ , eyxe = € , e;xe = ¢.

(g) Seienz==z ¢ +a,¢,+ 2, und y=y e +y, ¢+ Y3 €. Dann gilt:

gxy = (2, 05— 3, ¥p) € + (TG ¥, =5, Ug) &+ (3, 9,5 ¥;) &5
3 1 371 1937 "2 1 271/ 73

Merkschema: Man "entwickle" folgenden Ausdruck formal wie eine Determinante

nach der ersten Zeile:

€ & &

I, 2 %

Y ¥ Y

2 2 2 :
) foxyl =+ U el®lyl®—<sp>) =Nzl Iyl |sinw],
wo w der Winkel zwischen zund yist (z# o, y # 0)-
Die Beweise itberlassen wir als Ubungsaufgabe.
—_— =
Der Flicheninhalt des Parallelogramms OPQR ist nach (h) also || OP x OR .

Nun wollen wir noch, wie angekiindigt, mit Hilfe des Vektorproduktes den
Abstand zweier windschiefer Geraden berechnen:

Es seien g und A windschiefe Geraden. Ihre Richtungen seien Ug = [z] und
U, = [y]. Dann ist zx y der Richtungsvektor des gemeinsamen Lotes, und fiir die
LotfuBpunkte P, € g und @, €A gilt }E* = a(zxy), ¢ € R Wir wollen a

bestimmen. Hierzu wihlen wir beliebige Punkte P € gund @Q € 4 und erhalten

] 4 —3 =
PQ, = PP+PQ+QQ, .

Daraus folgt
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— —
allexyl® = <P,Q, ,axy> = <PQ,zxy>.

Also ist
|<PG >|
-_— y T Y
d(gh) = [ PR, Il = el lzxy| = :
Izxyl|
Beispiel. Im R3 seien die windschiefen Geraden
0 -1 2 2
g=[11+[| 2|],hR=| 1|+[|0](]
0 1 -1 3

gegeben, ithr Abstand soll berechnet werden. In diesem Fall ist

113

und

6
zxy = (2:3-1.0)¢ + (1-2—(-1)-3) g, + ((-1)-0-2-2) ¢, = [ 5].

-4

Also folgt
—
lzxyll = VT, <PQzxy> = 16,

_16

und wir erhalten d (g,h) =
i

295
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§ 2 Affine Abbildungen und Bewegungen

Nun wollen wir auch affine Abbildungen in allgemeinen affinen Riumen be-

trachten.

Definition. Es seien A und B affine Riume mit zugehdrigen K—Vektorrdumen V
und W. Dann heifit ¢ : A — B eine affine Abbildung, falls eine lineare Abbildung &

aus Hom (V, W) existiert mit

— —_—
(PQ) = o(P)p(Q)
fiir alle Punkte P,Q € A. Jede bijektive affine Selbstabbildung ¢ : A — A heifit
Affinitit,
Bemerkung. Nach Auszeichnung eines Ursprungs O € A und eines Ursprungs O' € B
gilt fiir alle Punkte X € A :

5

0'9(X) = g(O)p(X) + 0'9(0) = &(0X) + v

—
mit w= O0'¢(0) ¢ W. Damit geniigt es meist, den Fall A=V, B = W und

w:V— W
r — B(z)+w
® ¢ Hom(V, W), we W, zu betrachten (vgl. § 3.4).
w heifit Translationsvektor zur affinen Abbildung ¢. Er ist ebenso wie die line-

are Abbildung ® durch ¢ eindeutig bestimmt.

Beispiele affiner Abbildungen haben wir schon in § 3.4 kennengelernt:
—_—
Die Translationen sind diejenigen Abbildungen 7: A —— A, fiir die 7(P)7(Q)
= ijﬁr alle P,Q € A gilt. Die zugehorige lineare Abbildung ist die Identitit.
Die Streckungen mit Zentrum P sind diejenigen Abbildungen §: A — A, fiir
—_— —
die es ein ¢ € K, ¢ # 0, gibt mit P§(Q) = ¢ PQ fiir alle Q € A. Die zugehdrigen

linearen Abbildungen sind also von der Form & = ¢ idv, ¢ # 0. Fiir char K # 2 und



6.2 Affine Abbildungen und Bewegungen 297

¢ = —1ist § die Punktspiegelung an P.

Translationen und Streckungen haben die Eigenschaft, daf sie jede Gerade auf
eine dazu parallele Gerade abbilden. Solche Affinititen nennt man auch Homothetien.
Umgekehrt 138t sich zeigen, daB jede Homothetie, die von der Identitit verschieden

ist, entweder eine Translation oder eine Streckung ist (Beweis als Ubungsaufgabe).

Affine Abbildungen sind durch ein affines Koordinatensystem eindeutig

festgelegt.

Satz 6. Es seien AB affine Riume tiber demselben Korper und dim A = n. Weiter
seien PO,...,Pn affin unabhingige Punkte in A sowie Q.- @, beliebige Punkte in B.
Dann gibt es genau eine affine Abbildung ¢ : A — B mit ga(Pz.) =@, firi=0,.,n

Beweis. Seien V bzw. W die zu A bzw. B gehorenden Vektorrdume. Wegen der affi-
nen Unabhingigkeit der Punkte Po"“’Pn sind die Vektoren PP eV,i=1..n

linear unabhingig, bilden also eine Basis von V, Nach Satz 3.4 gibt es genau eine line-

are Abbildung & : V— W mit $(P,P,) = Q,Q, , i= 1,...,n. Die durch X — p(X)
mit Qp(X) = ®(P X}, X € A, erklirte Abbildung ¢ : A — B ist affin und bildet
P, auf Q, ab fiir ¢ = 0,...,n. Die Abbildung ¢ ist eindeutig bestimmt. Aus p(P) =
p'(P,) folgt némlich (P P,)=@®'(PP.) firi=1,.,n Daraus erhalten wir & = &'

0

und somit Qp(X) = &(PX) = $'(PX) = Qp'(X) fiir alle X € A, also ergibt

sich ¢ = ¢, n

Beispiel. Im R® seien die Punkte TyrorTy Gegeben und im R* die Punkte Yogre-r¥y -

il [+ -]

)Yy =

Dabei seien

= D b b
(3, TN
B O
e
I
Lo I Y = Y
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Wir suchen eine affine Abbildung  : R® — R* mit p(z)=1y,,i=0,...3 Zu

nichst stellen wir fest, daB§ die Punkte Zy:-- T, atfin unabhéngig sind, da die Matrix

2 073 o

(=] I L]
[l e

— D
—

S = (g~ |z-3 |2-3) = [

den Rang 3 hat.
Die gesuchte affine Abbildung hat die Form z+— A z+ wmit 4 € R*® und

weR*. Es gilt

o(z;) —o(z) = Az,—1z5) ,i=123 & y,~y =A4(5;~1),i=123

i H ll 1
= (Y, =Y U=V i¥—4) =AS = A= (y -y, 10—y ly-y) 5

f“% 12 -5

2 -3 8| =
V=310 o 1
3 -4

Fiir den Translationsvektor w gilt w= y— Az, also

[

B = O

— s O

I
= D G
oo O

g
ll
— o3 D B
|
R e S
1l
O =

Aus Satz 6 folgt spez:iell, daff in A jeder Wechsel eines affinen Koordi-
natensystems durch eine Affinitit beschrieben wird.

Umgekehrt bildet jede Affinitdt ¢ : A — A mit zugehorigem Vektorraumiso-
morphismus & ein Koordinatensystem (O; 'ul,...,vn) auf ein neues Koordinatensystem
(¢(0); @(v,),-..,2(v )) ab. Fiir jeden Punkt X € A stimmen dann die affinen Koordi-

naten von X im alten und die von ¢(X) im neuen Koordinatensystem iiberein. Aus
—
OX=z 9 +.+2 7

folgt ndmlich
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P(0)p(X) = @(E(}) = ¢, ®(v) +..+ 3 B(y).

Insbesondere stimmen also die affinen Koordinaten von X im neuen Systern mit

denen von ¢™*(X) im alten System {iberein.

Affine Abbildungen lassen die geometrische Struktur des affinen Raumes in-
variant, denn sie bilden affine Unterriume auf affine Unterriume ab und erhalten
die Parallelitdt (vgl. § 3.4). Bijektive affine Abbildungen erhalten dariiber hinaus
auch die Dimension. Sie bilden also Geraden auf Geraden ab, insbesonderere parallele
Geraden auf ebensolche. Man spricht dann von der Geredentreue und der Parallelen-
treuve dieser Abbildungen.

Umgekehrt reichen diese Eigenschaften aber nicht aus, um die bijektiven affi-

nen Abbildungen zu charakterisieren.

Beispiel. In der affinen Ebene C° ist die Abbijldung

% z
— | =
bijektiv, geradentreu und parallelentreu, aber nicht affin.

Zur geometrischen Beschreibung affiner Abbildungen benétigen wir noch

einen weiteren wichtigen Begriff der affinen Geometrie, das Teilverhiltnis.

Definition. Sind P,Q,R drei kollineare Punkte (d.h. Punkte, die auf einer Geraden
liegen) und ist P # @, so heifit die Zahl ¢ € K mit ﬁi’ =c ?6 das Teilverhdltnis von
R beziiglich Pund @, Schreibweise: TV (P,@,R) = ¢.

Bemerkungen. (a) Fiir ¢ = 0ist R = P, fiir ¢ = 1 ist R = Q und fiir char K # 2 und
¢ =1/2ist R der Mittelpunkt von P und Q.
(b) Affine Abbildungen ¢ : A — B lassen das Teilverhaltnis invariant, d.h. es gilt

TV (P,Q; R) = TV (w(P)e(Q)e(R)) , falls o(P) # p(Q) ist.

Satz 7. Jede bijektive Abbildung ¢ : A — A, die geradentrev, parallelentreu und teik-

verhdlinistreu ist, ist eine Affinitit.
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Beweis. Wir betrachten zuniichst den Fall, daB dim A = 1 gilt, A also eine Gerade
ist. Wir wahlen in A zwei verschiedene Punkte O und P. Dann sind auch ¢(0) und
@(P) verschieden und es gibt genau eine Affinitit o : A — A mit a{p(0)) = O und
a(p(P)) = P. Aus der Teilverhiltnistreue von & o ¢ folgt nun sofort a0 ¢ =id, , also
ist ¢ = o " eine Affinitit.

Sei nun dim A > 2. Da ¢ bijektiv, geradentreu und parallelentreu ist, bildet ¢

nichtausgeartete Parallelogramme auf ebensolche ab. Fiir alle P,Q,R,S ¢ A folgt

— = ) )
somit aus PQ = RS auch ¢(P)p(Q) = @(R)p(S) . Setzen wir also fiir beliebiges
— e}
z= P@Q € V als Bildvektor ®(z) := p(P)p(Q) , so wird dadurch eine bijektive Ab-
bildung @ : V—— V definiert. @ ist linear:
Die Homogenitét von & ergibt sich unmittelbar aus der Teilverhslénistreue

— — —
von ¢ : Seien = PQ € Vund c € K beliebig. Dann gilt mit PR = ¢ PQ
— —_— —— —_— —
&(cz) = 8(c PQ) = B(PR) = p(P)p(R) = c p(P)p(Q) = ¢ &(PQ) = c 8(1).

Die Additivitit von & folgt fiir linear abhingige 2,y € V aus der Homogenitat
von @, fiir linear unabhingige z,y € V folgt sie aus der Eigenschaft von ¢ , echte

Parallelogramme in ebensolche abzubilden. [

Die Voraussetzungen von Satz 7 lassen sich abschwichen. Wir verweisen hier-
zu auf die Literatur (etwa: H. Schaal: Lineare Algebra und Analytische Geometrie,

Teil T).

Die Affinititen von A bilden eine Gruppe. Mit ihrer Hilfe lassen sich die Teil-
mengen von A so in Klassen einteilen, daB sich Elemente aus derselben Klasse beziig-
lich ihrer affingeometrischen Eigenschaften nicht mehr unterscheiden lassen.

Wir nennen M, , M, C A affin—dquivalent, wenn es eine Affinitdt ¢ von A gibt
mit p(M ) = M, .
Dieses Einteilungsprinzip wird bei der affinen Klassifikation der Quadriken

eine wichtige Rolle spielen.

Zum SchluB betrachten wir nun auch noch affine Abbildungen in euklidischen
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Riumen.

Definition. Eine affine Abbildung ¢ : A — B zweier euklidischer Rdume A und B
heifit Isometrie, falls die zugehorige lineare Abbildung & eine Isometrie ist.
Fir A = B heiflt eine Isometrie ¢ auch Bewegung, und zwar eigentliche

Bewegung, wenn det & = 1 und uneigentliche Bewegung, wenn det & = —I ist.

Isometrien lassen den Abstand unverindert, denn fiir alle X,V € A gilt
—_— -— —

d(p (X0 (V) = | 9@ || = [8XD | = | XP| = d(X,T).

Diese Eigenschaft geniigt nun auch schon, die Isometrien zu charakterisieren.

Satz 8. FEs seien A und B euklidische Riume und ¢ : A — B eine Abbildung. Genau

dann ist ¢ eine Isometrie, wenn
d(o(X),0(Y)) = d(X,Y)
fir alle Punkte X,Y € A gil.
Beweis. Zu zeigen ist nur noch die eine Richtung. Seien 0.B.d.A. A=V und B = W,

und gelte d (¢ (z),p0 (y)) = d (z,y) fiir alle 2,y € V. Wir betrachten die Abbildung
®: V— W, die durch

B(z):=¢(z)—p(o) ,ze V,
erklirt ist. Es gilt dann:
() | ()-8 [l = lo-y|l firalle sye v,
insbesondere wegen $(0) = o
(ii) | 8(z) || = || z| fiir alle ze V.
Daraus folgt wegen

2 2 2
fz—y "=zl ¥l = -2<zp>

und

| &) —8@) 7=l &) >~ 8@) |* = -2 <B(2),8(y)>
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schliefilich
(iii) <®(z),®(y)> = <zy> furalezye V.

Weiter gilt:

(iv) (z+y) = D(z) + ®(y) firallezye V,
denn || &(z + y) - 8(z) ~2(y) I = || 8+ 9) I + || 2(2) |* + || 2(») | -
2<®(z+ y)®(z)> — 2 <B(z + y),B(y)> + 2 <), B> = e+ y|®+ | 2|+
Hyl®-2<c+go>—2<c+yy>+2<ny> = || (¢+y)—z—y[ =0.

) ®(ez) = aB(s) firalle ze V,ac R,
denn || $(az)—a®(2) ||° = || S(az) |* + o° || 8() |® - 2 ¢ <B(a 2),B(2)> =

lazl®+d®(z)P-2a<ame> = 22| z|2~2 2| z|® = 0.

Aus (iv) und (v) folgt nun, daB @ linear ist. Wegen (iii) ist ® sogar Isometrie.
Also ist auch die Abbildung ¢ : A — B wegen ¢ (z) = &(z) + w mit w= ¢(o)

eine Isometrie. [}

Die Bewegungen eines euklidischen Raumes A bilden ebenfalls eine Gruppe.
Sie ist eine Untergruppe der Gruppe der Affinititen, weshalb sich mit ihrer Hilfe die
Einteilung der Teilmengen von A in affine Aquivalenzklassen weiter verfeinern 148t.

Wir nennen die Teilmengen M, , M, C A kongruent, wenn es eine Bewegung ¢
von A gibt mit (M, ) = M, .

Dieses Einteilungsprinzip wird in § 6.4 bei der euklidischen Klassifikation der

Quadriken angewendet werden.
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§ 3 Quadriken in affinen Riumen

Bisher haben wir in affinen Riumen als Punktmengen hauptsichlich die affi-
nen Unterrdume untersucht. Sie lassen sich bei gegebenem Koordinatensystem durch
lineare Gleichungssysteme beschreiben. Nun wollen wir einen Schritt weitergehen
und Punktmengen betrachten, die sich durch die einfachsten nichtlinearen Gleichun-
gen, also durch quadratische Gleichungen beschreiben lassen; dies sind die Quadri-
ken.

Zu den Quadriken zihlen die elementaren geometrischen Gebilde, die man
vielleicht noch von der Schule her kennt, wie Kreis, Ellipse, Hyperbel, Kugel,
Ellipsoid, Paraboloid usw. Auf solche Gebilde stoft man vielfach, wenn man Ab-
standsaufgaben in der Ebene oder im Raum lésen will. Dadurch spielen Quadriken
auch bei vielen technischen Konstruktionen eine Rolle. Quadriken erhilt man auch,
wenn differenzierbare Flachen lokal approximiert werden sollen. In erster Naherung
ergibt sich die Tangentialhyperebene, in zweiter Niherung eine Quadrik, die die
Kriimmung beschreibt.

Quadriken konnen in beliebigen affinen Rdumen definiert werden, im Hinblick
auf die obengenannten Anwendungen beschrinken wir uns aber hier auf reelle affine
Riume und beginnen mit dem R”.

Die allgemeinste Form einer quadratischen Gleichung in R" ist

n n
. T.T. 2 b,z c =20
2 aﬂ.?m%3+ JJ+
i, j=1 j=1

mit reellen Variablen z; und reellen Koeffizienten G bj , ¢, wobei mindestens einer
der Ausdriicke a;;+ @ von Null verschieden ist. Setzen wir
a = (az.j+ aji)/ 2, 4j=1,..n,

und
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so 1at sich die obige Gleichung auch in der Form
(*) g Az + 20z + ¢c=0

schreiben, wobei 4 = ((Eij)) eine symmetrische Matrix ist und 4 # O gilt.

Die allgemeine quadratische Gleichung im R" besteht also aus einem rein-
quadratischen Anteil, gegeben durch die von der Nullabbildung verschiedene sym-
metrische Bilinearform §: (z,y) = 2" A y, aus einem linearen Anteil, gegeben durch
die Linearform @ : z+— b' z, und aus einer Konstanten ¢ € R. Damit kénnen wir

die Gleichung (*) auch so schreiben:
(**) flzz) + 28(z) + ¢ = 0.

Interpretieren wir die Losungen von (*) bzw. (**) als Punkte des affinen
Standardraumes R", so haben wir stillschweigend das affine Standardkoordinaten-
system (o;el,...,en) ausgezeichnet und fassen Ty T, als Koordinaten des Punktes z
beziiglich dieses Koordinatensystems auf. Ist die so beschriebene Punkimenge nicht
leer, so sprechen wir von einer Quadrik in R".

Im allgemeinen Fall eines beliebigen n—dimensionalen reellen affinen Raumes
A mit zugehdrigem Vektorraum V legen wir entsprechend eine Gleichung der Form
(**} zugrunde und fassen jede Losung z € V als Ortsvektor 1 = 0X eines Punktes

X € A beziiglich eines ausgezeichneten Ursprungs O € A auf. Damit wird durch (**)

eine Punktmenge in A beschrieben, die wir dann ebenfalls eine Quadrik nennen.

Definition. Es seien A ein reeller n—dimensionaler affiner Raum mit zugehtrigem
Vektorraum V, §: V x V— R eine von der Nullabbildung verschiedene symmetri-
sche Bilinearform, & : V— R eine Linearform und ¢ € R eine Konstante. Ferner sei

ein Punkt O € A als Ursprung ausgezeichnet. Ist die Punktmenge
g = {XEA|E()=$,,6($,$) + 2®%(z) + ¢ =0}

nicht leer, so heifit sie eine Quadrik. In der affinen Ebene heifit eine Quadrik auch

Kegelschnift. Ist die affine Hiille von § der gesamte Raum A, so heifit g eine
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eigentliche Quadrik.

Wir werden uns hauptsichlich mit den eigentlichen Quadriken beschftigen.
Quadriken, die nicht eigentlich sind, liegen in einer Hyperebene von A, es wird sich
sogar herausstellen, daB sie selbst affine Unterriume von A sind, also durch lineare

Gleichungen beschrieben werden koénnen.

Bemerkung.  Die definierende Gleichung eine Quadrik @ ist nicht eindeutig be-

stimmt. Multiplizieren wir sie etwa mit a # 0, so erhalten wir dieselbe Punktmenge.

Zeichnen wir in V eine Basis ('ul,...,'un) aus, so erfilllen die Koordinaten der
Punkte von ¢ beziiglich des affinen Koordinatensystems (0; wl,...,vn) eine Gleichung
der Form (*) mit 4 = ((ﬁ(vz.,vj))) und b’ = (@(v,): - -®(v_)). Diesen Zusammenhang
werden wir im folgenden hiufig ausnutzen.

Das weitere Programm ist nun vorgezeichnet. Wir suchen alle Aquivalenz-
klassen affin-dquivalenter Quadriken in A und in jeder Aquivalenzklasse einen Re-
prisentanten, der durch eine moglichst einfache quadratische Gleichung beschrieben

wird. Diese nennen wir dann die affine Normalform von ¢.

Wir beginnen mit dem Nachweis, dafi Quadriken unter bijektiven affinen Ab-

bildungen in Quadriken iibergehen.

Satz 9. Esseien @ C A eine Quadrik und ¢: A — A eine Affinitit. Dann ist auch
v (Q) eine Quadrik.

Beweis. ¢ werde beziiglich des Ursprungs O durch die quadratische Gleichung
flzz) + 28(z) + ¢ =0
beschrieben und fiir die Affinitit ¢ gelte fiir alle X ¢ A
Op(X) = B(0X)+ v
mit einem Isomorphismus ¥ € Hom(V, V) und v € V. Dann gilt:

Y=pX)eo@) = X=¢ (V)eg.
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Durch Einsetzen von z = OX =
wir fitr die Ortsvektoren y = OY der Punkte Y von ¢(9)

g 5—’ e VRS . !
(OY) — @7 (v) in die obige Gleichung erhalten

A7 () - 970,87 (y) - ¥ () + 28(Ny) =T V(W) + ¢ = 0,

also
B (1), 97 () + 2 {8 o () - AT (3),97 (1))}
+ BT (o), w) ~28 0T (0) + ¢ =0.
Dies ist eine quadratische Gleichung, also ist ¢ (@) eine Quadrik. |

Bemerkung. Ist 'A% + 2672 + ¢ = 0 die Matrixdarstellung von € beziiglich
eines affinen Koordinatensystems (0; 'ul,...,'vn) mit dem ausgezeichneten Punkt O als

Ursprung und sind entsprechend
bzw.

die Matrixdarstellungen von ¢ bzw. (p_l, so gilt fiir die Gleichung von ¢ (¢) beziiglich
(O; vlr“:'yn)

(™)  §CACH+20C+3"4C)) + (TAR+28 8+¢) = 0,

wobei C=B" und §=-B™ 9 ist.

Fassen wir die Affinitit ¢ als Koordinatenwechsel auf, so wird die Quadrik @
beziiglich des neuen Koordinatensystems (¢ (0); ¥~ (vl),...,i"_l('un)) durch die
Gleichung (***) dargestellt (vgl. S.298 unten).

Ist ¢ insbesondere eine Translation, also ¥ = idV und damit B= C = E_,so
hat (***) die Form

VA + 200" +274) 9 + (1"40+20"8+¢) = 0,

d.h. bei einer Verschiebung des Urprungs #ndert sich an dem quadratischen Teil der

Gleichung von ¢ nichts, wohl aber an dem linearen Teil und an der Konstanten.
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Bleibt der Ursprung fest, so bleibt die Konstante unverindert.

Unser Ziel wird nun sein, den Koordinatenwechsel so vorzunehmen, dafl die
Gleichung von @ eine moglichst einfache Gestalt annimmt, oder anders interpretiert,

eine Affinitdt ¢ so zu wéhlen, dafi die Gleichung von ¢ (¢) moglichst einfach wird.

Satz 10 (Satz iiber die affine Hauptachsentransformation von Quadriken). Es sei A
ein n—dimensionaler reeller affiner Raum. Dann lift sich jede Quadrik @ C A beztiglich

eines geeigneten affinen Koordinatensystems durch eine der folgenden Gleichungen

beschreiben.:

(I xf+---+mi—m;+l—---—:ci=0, 0O<psrs<n, r-p<p,
(II) $f+---+m12’—mi+1—---—:ci=1, 0<psirim,

() $f+---+m;—z§+1—---—mi=2mn, O<pl<r<mr-p<p.

Beweis. Die Quadrik ¢ werde nach Auszeichnung eines Koordinatensystems
(O; v,,---,¥, ) durch die Gleichung
AT +20 2+ ¢c=0

dargestellt, wo 4 = ((ﬂ(vi,vj))) eine symmetrische Matrix ist. Nach Satz 5.13 gibt es
eine orthogonale Matrix S, so daB A' = § A S Diagonalgestalt hat. In der
Diagonalen stehen dann die Eigenwerte ¢,,...,c_ von A

Fiir den Vektorraum V bedeutet dies die Existenz einer Basis (v,...,v; ), so daB
die Matrix A' = ((ﬁ(v;,v})) Diagonalgestalt hat mit A(vlv)) = ¢, i=1,..,n. Wegen
f+# O ist mindestens einer der Eigenwerte ¢, von Null verschieden. Sei 0.B.d.A.
CprerCy > 0, CpagriCp < 0 und €y == Cp = 0.Esist r=Rg A'=Rg A > 0, die
Zahl r hangt also nicht von der Wahl der Basis ab, sondern nur von der Bilinearform

8. Ersetzen wir die Basisvektoren v durch neue Vektoren 7, ,
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so nimmt die Gleichung von ¢ beziiglich des neuen Koordinatensystems (O, 'ﬁl,...,ifn)

die Form
2 ., | 2 2 _ s
T, bt z, = :r;p+1—---—xr+2blm1+---+2bnwn+c =0

an mit neuen Konstanten b ,...,b, und den (neuen) Variablen Ej . Durch quadratische
Erganzung erhalten wir weiter
- 2 - 2 - 2
(z, + b)) +---+(:zp+ bp) - (z b —eee= (T, — b )

_ 2
p+l p+l )

+2b +++2bZ +¢=0,
n n

™1 5'i"-L-l
wobei sich jetzt auch die Konstante ¢ verindert haben kann. Nun verschieben wir
den Ursprung O durch eine Translation, die beziiglich (O A ,...,En) durch die

folgenden Gleichungen definiert ist:
v, =E+b., i=1,.,p,

y, = 7,—b, , i=p+ 1.7,

y, =%, i=r+1..n.

Wir erhalten
2 2 2 2 _
Ytk Y, — yp+1—---—yr+2 by Vg Trort 20y +c=0.
1. Fall: b'r'+1 =..= bn = ¢ = 0. Dann besitzt § beziiglich des zuletzt betrachteten

affinen Koordinatensystems die Gleichung
2 2 2 2 _
m S SRT g
Dabei gilt 0.B.d.A. r — p < p, denn andernfalls multiplizieren wir die Gleichung
mit 1.
2. Fall: bN_1 =..= b =10, c# 0. Hier kbnnen wir entsprechend annehmen, daf ¢ < 0

gilt. Wir dividieren durch —¢ und nach einer einer weiteren Koordinatentrans-

formation
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erhalten wir die Gleichung

2 2 2 2 _
(II) Atk d -2, =4 = 1.

Wegen @ # @ ist dann p > 0.

3. Fall: Mindestens einer der Koeffizienten b.,i=r+1,.,n,ist von 0 verschieden.
Dann ist r < n . Wir kénnen annehmen, daf§ b 0 gilt, andernfalls numerieren wir
um, was wiederum einem Wechsel des Koordinatensystems entspricht. Setzen wir
jetzt

z, =y, ,t=1,...,n-1,

— [4
Z, = —(br+1 yr-:—l oot bn yn) T2

n

so erhalten wir die Gleichung

2 2 2 2
(III) Gt g = d 2 = 22

mit 0 < r < n. Weiter kdnnen wir erreichen, dafl r — p < p gilt, indem wir gegebenen-

falls die Gleichung mit —1 multiplizieren und

setzen. ]

Bezeichnungen und Bemerkungen. (a) Die Gleichungen (I}, (II}, (III) heifien, im
Vorgriff auf Satz 15, die affinen Normalformen einer Quadrik. Zwei Quadriken ¢ und
g , die beziiglich geeigneter Koordinatensysteme dieselbe Normalform besitzen, sind
offensichtlich affin dquivalent.

(b) Die Zahl r hingt, wie wir gesehen haben, nur von g ab. Fiir den Untervektor-

raum

Rad 8 := {ze V| f(zy) = 0 fiir alle y e V},

der das Radikal oder der Ausertungsreum von f heifit, gilt dim Rad f=n—r
(¢) Mit Hilfe der affinen Normalformen konnen wir nun leicht kliren, welche der

Quadriken eigentlich sind und welche nicht. Der Einfachheit wegen bezeichnen wir
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das ausgezeichnete Koordinatensystem in allen drei Fillen mit (O; ful,...,vn).
Fall (I): Hierist ¢ fiir p = r ein affiner Unterraum der Dimension n — r. Fiir p < 7
ist ¢ eine eigentliche Quadrik, denn auf ¢ liegen die n + 1 affin unabhingigen

Punkte O,Y Y, , wobei Y., Y, durch

EEER
—
OYZ'= 7)@-—"'0 , =12,
—
Y, = v +v, , i=p+1,..,r,

gegeben sind.
Fall (IT): @ ist hier stets eine eigentliche Quadrik, denn es liegen auf ¢ die n + 1

affin unabhéngigen Punkte Y-, ¥ mit den Ortsvektoren

ey

oY, = -v,
—_— .
OYliz .vz! z:]_, )pF

oY, =y +v, , i=r+l..,n.

Fall (III): Auch in diesem Fall ist ¢ immer Veigentlich, denn die n + 1 Punkte

O,Yl,...,Y mit
T

0Y. = v, + 1 =1
i—v+§vﬂ,’ t=1,...,p,

—_ 1 )

oY, = v, =3, t=p+ 1.,

_) .

OYi =49, i=r+1..,n-1,
—
oY, = 2(vy +v,).

liegen auf ¢ und sind affin unabhiangig.

Beispicle. Fiir n = 1,2,3 ergeben sich aus Satz 10 die folgenden affinen Normal-

formen von Quadriken:
(Punkt, r=1,p=1)

() £ =1. (Punktepaar, r=1,p=1)
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(I)

(I1)

(III)

a:f+a::=0,
m?—mi:ﬂ,
mi——-O,
m?+:c§=1,
a:i—mg:l,
.'L‘?=1,
wf=2:1:2.
zi+w§+m§=0,
mf+:c§—m§=0,
.'cf+:z§=0,
:L'?——:z:g:O,
a:i:O,
rent=1,
a:§+:c§— 3:1,
-t -f=1,
:1:?+z§=1,
3:?—:1%:1,
:z:f:l,
wi+m§=2a:3,
i—$§=2x3,
:r2=2:1:

[y
w

311

(Punkt, r=2,p=2)

(Paar sich schneidender Geraden , r=2, p=1)
(Gerade, r=1,p=1)

(Ellipse , r=2, p = 2)

(Hyperbel, r=2,p=1)

(Paar paralleler Geraden , r=1,p=1)

(Parabel , r=1,p=1)

(Punkt, r=38,p=23)

(Kegel, r=3,p=2)

(Gerade , r=2, p=2)

(Paar sich schneidender Ebenen , r=2, p = 1)

(Ebene , r=1,p=1)

(Ellipsoid , r=3,p=3)

(einschaliges Hyperboloid , r= 3, p = 2)
(2weischaliges Hyperboloid , r = 3, p = 1)
(elliptischer Zylinder , r=2,p=2)
(hyperbolischer Zylinder , r=2, p = 1)
(Paar paralleler Ebenen , r=1, p=1)
{elliptisches Paraboloid , r =2, p = 2)
(hyperbolisches Paraboloid , r=2, p =1)

(parabolischer Zylinder , r=1,p = 1)
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Eigentlicke Quadriken im dreidimensionalen reellen affinen Raum.

I Kegel

72
r

O A A Ay

oSS I

e
"G

Ellipsoid

=

benen

elliptischer Zylinder hyperbolischer Zylinder  Paar paralleler

I Paraboloide

elliptisches Paraboloid  hyperbolisches Paraboloid parabolischer Zylinder
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Fiir die praktische Herleitung der Gleichungen (I), (I), (III) gibt es ein ein-
faches Verfahren, das mit quadratischer Erginzung arbeitet. Statt dieses Verfahren

allgemein zu behandeln, wollen wir es an zwei Beispielen demonstrieren.
Beispiele. (a) Im affinen Raum R sei beziiglich eines affinen Koordinatensystems
(0; ful,'uz,v3) fiir jedes ¢ € R eine Quadrik 9, durch die Gleichung

2 9 5 2 2
2:1;1+4m1a:2—6:c1w3+3m2—8x2:c3+533+2tw3+t = 0

gegeben. Wir beginnen mit 2 .'L'? und betrachten alle anderen Summanden, in denen

z, als Faktor auftritt. Durch quadratische Ergénzung erhalten wir

2 3 3 2 3 2
2 [a]+ 2z (z, -5 z,) + (z,-52,)1-2(5—52)

2 5.2 2 _
+3z2f8m2m3+§3:3+2tm3+t =0

und somit

3. \2, 2 2 2 _
2(z +2,—55) +2,—-25,5,-22, +2t5, +¢ =0.

In einer weiteren quadratischen Erginzung beriicksichtigen wir n:: und alle

Summanden, in denen z, als Faktor vorkommt:

3 \2 2 2 2 2 _
2(z, +oy—58,) +(g,—-22,8,+5,)-3a+2ig+ ¢ =0.

Eine letzte quadratische Ergidnzung ergibt dann

32 2 2 2 12 1 _
2(z, + 3y, —58,) +(g,— %) ~3(5f—ztg, +5¢)+58 +1° = 0.

Setzen wir

3
y = 2z 5 -33),

so erhalten wir fiir ¢ , die Gleichung
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4 2

2, .2 2
y1+y2—y3+§t = 0.

Fiir ¢ = 0 hat diese Gleichung Normalgestalt (I). Es handelt sich um einen Ke-
gel mit p=2und r=3.

Fiir ¢ # 0 dividieren wir durch —g— £ , setzen

_ 43 _
% ]Etyz’za_ztyl

B
2= 91l 0 B T 3

und erhalten die Normalform

f—f—f—l
1 T2 f3T ¢

Dies ist eine Quadrik vom Typ (II), p = 1, r = 3 , also ein zweischaliges Hyperboloid.

Die obige Rechnung liefert uns fiir jeden Fall auch gleichzeitig die Affinitat
o, fiir die (@) Normalform hat, bzw. das neue affine Koordinatensystem (O‘;vl’,'ué,vé),
beziiglich dessen die Gleichung von ¢ Normalform annimmt.

Fiir ¢ = 0 ist die gesuchte affine Abbildung ¢ durch die Gleichungen

- 3
z = JE$1+J§$2~\/_$3,

2
7y = =T, ,
2y = V31,
gegeben, hat also beziiglich des Koordinatensystems (O; 1’1’”2"”3) die Matrixdar-
stellung
V2 V2 -3/\2
fv— 0o 1 -1 |2, 8eR®,
¢ 0 3

Dann hat ¢~ die Form

1 -1 1248
2+ | 0 1 1/y3 |z, ZeR"

0 0 1/y3
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Fiir das neue Koordinatensystem (0'; v/,5!,v!) gilt somit 0' = ¢ (0) = O und

771779y

[
IU]_ - 1/\/57}1 )
L
‘U2 = 'Ul + '02 ,

vg = 1/243 v+ 1/48 v, + 1/43 Uy -

Fiir ¢ # 0 ist ¢ durch die Gleichungen

fome 3, 1
U = 3% 3

3
ro_ 3 _ﬂ
”z“%itﬁz 27

gegeben. Hier hat ¢ beziiglich (0; vl,v2,v3) die Matrixdarstellung

0 0 43 _1/2
%r——ﬂz@; 0 1 -1 |Z+ 0 |, 2eRr3
V2 V2 -3/42 0

Fiir ¢ erhalten wir somit die Darstellung

/28 -1 1/\2 tf6
£ — 2L 1/ 1 0 |2+ |3 , 2e R
Bolys o o i3
e i 3 t
| . = -
Alsoist 00' = 6v1+3v2+3v3 und
t 2t 2t
U= gttty U
v, = —--2-£111+~2—tv2,
BB
] 1
Vg = —



316 Kapitel 6 Affine und euklidische Geometrie

(b) Im affinen Raum R® sei beziiglich eines affinen Koordinatensystems eine

Quadrik ¢ durch die Gleichung
$1:c2+$19:3+a:233+2m1—1=0
gegeben. Um hier mit quadratischer Erginzung arbeiten zu konnen, miissen wir uns

zunidchst geeignete quadratische Terme verschaffen. Dies geschieht mit Hilfe der

folgenden Koordinatentransformation
L =07

L, =4t

Die neue Gleichung fiir § hat dann die Form

2 2
Y=Y+ 2y 4y, +2y -2y, —-1=0,
auf die wir nun das Verfahren der quadratischen Erginzung anwenden kdnnen. Es

ergibt sich als Normalform

2, 2 2
zl+z2—zs-0,

also ist @ ein Kegel.
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§ 4 Affine Klassifikation der Quadriken

Mit Satz 10 ist die affine Klassifikation der Quadriken noch nicht vollstindig.
Dazu muB noch gezeigt werden, dafl zwei Quadriken genau dann affin dquivalent
sind, wenn ihre Gleichungen dieselbe Normalform besitzen.

Die eine Richtung ist einfach. Besitzen ¢ und g beziiglich geeigneter affiner
Koordinatensysteme dieselbe Normalform, so bildet die Affinitét ¢, die diese Koordi-
natensysteme aufeinander abbildet, auch @ auf g ab oder umgekehrt g aufg.

Die andere Richtung ist komplizierter. Gilt ¢(g) = 0 mit einer Affinitit ¢, so
miissen wir zeigen, daff die Normalformen von ¢ und von 5 zur gleichen Klasse (I),
(IT) oder (III) gehsren und daB innerhalb dieser Klassen die Normalformen auch noch
in den Groflen p und r iibereinstimmen.

Fiir die Zahlen r und 7 haben wir die Gleichheit schon bewiesen, denn es sind
die Ringe der symmetrischen Matrizen 4 bzw. A", welche die quadratischen Anteile
von § bzw. § beschreiben. Nach (***), S. 3086, gilt A= C"A C mit einer reguliren
Matrix C, also ist 7 = r. Da weiterhin Rg A = Rg (& 4) fiir alle a # 0 gilt, ist r auch
invariant gegeniiber Multiplikationen der definierenden Gleichung von ¢ mit Zahlen
a$0

Fiir die beiden anderen Behauptungen geniigt es nicht mehr, die Gleichungen
nur algebraisch umszuformen, vielmehr miissen jetzt auch geometrische Eigenschaf-
ten der Quadriken beriicksichtigt werden, die invariant sind gegeniiber affinen Ab-

bildungen. Eine solche Eigenschaft ist z.B. die, einen Mittelpunkt zu besitzen.

Definition. M ¢ A heifit Mittelpunkt einer Quadrik ¢, wenn die Punktspiegelung an
M die Quadrik @ auf sich abbildet. Eine Quadrik @ , die einen Mittelpunkt besitzt,
heifit Mittelpunktsquadrik. Eine Mittelpunktsquadrik g, bei der kein Mittelpunkt auf ¢
liegt, heiflt echie Mittelpunktsquadrik.

Besitzt ¢ einen Mittelpunkt M € g, so heiit dieser eine Spitze oder ein Doppel

punkt und g heiBt Hyperkegel oder kurz Kegel.
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Quadriken ohne Mittelpunkt heifien parabolisch.

Beispiel. Jeder affine Unterraum I ist ein Kegel und genau die Punkte von I sind

die Spitzen dieser nichteigentlichen Quadrik,

Fiir eigentliche Quadriken beantwortet der folgende Satz die Frage nach der

Existenz von Mittelpunkten.

Satz 11. Es sei @ = {XcA | OX = ¢ , B(z,2) + 2 B(z) + ¢ = 0} eine eigentliche
Quadrik. Dann gilt:

(a) Me A ist genav dann Mittelpunkt von Q, wenn ﬁ(-,anllzf) + @ die Nullform ist. Die
Menge der Mittelpunkte von Q ist entweder leer oder ein effiner Unterraum von A mit
Richtungsraum Rad 8.

(b) Me A ist genau dann eine Spitze von 0, wenn §( -,_O—II_/}) + @ die Nullform ist und
@(W) + ¢ =0 gilt. In diesem Fall ist jeder Mittelpunkt von § eine Spitze.

Beweis. (a) M € A ist genau dann Mittelpunkt von g, wenn fiir jedes X € ¢ auch
der an M gespiegelte Punkt o(X) zu 0 gehort. Der Ortsvektor von o(X) ist m =
—0X + 2 ﬁ'«r Somit ist M genau dann Mittelpunkt von @, wenn fiir alle Punkte

Xe A aus

B(OX,0X) + 2 8(0X) + c= 0

stets auch

ﬁ(—OX;+ 2 OJ!/},—OX}+ 2 Oﬂ/f) +2 @(~ﬁ+ 2 Bﬁ) +¢=0
folgt. Dazu dquivalent ist, daB fiir alle X € @
-— —
(#) B(MX,0M) + 8(8X) = 0

gilt.
Da @ eine eigentliche Quadrik ist, gibt es n + 1 affin unabhingige Punkte
Y, Y_auf Q. Fiir einen Mittelpunkt M von ¢ gilt dann notwendigerweise

B(MY],0M) + B(MY,) =0 , i=0,..n.
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Durch Subtraktion erhalten wir daraus

B(Y, Y, ,OM)+ (Y, Y,)=0, i=1,.,n.

Da (YO Y1>,..., Y, YT:) eine Basis von Vist, mu$ also die Linearform g{- ,O_M)} + @ die
Nulliform sein. Ist umgekehrt dies der Fall, so ist M wegen (#) auch tatsichlich ein
Mittelpunkt von g.

Sei nun L die Menge der Mittelpunkte von g. Existiert ein Mittelpunkt M von
g, so gilt fiir jeden anderen Mittelpunkt M’ entsprechend ﬁ(,m) + @ = 0. Durch
Subtraktion erhalten wir ﬁ(-,W) = (0, also W € Rad §. Somit gilt

—
Lc{XeA| MX ¢ Rad g}
—
Umgekehrt ist jeder Punkt X mit MX € Rad 4 wegen
B(-,0%)+® = B(-,0M) + (- M) +® = O

ein Mittelpunkt von &, also gilt Gleichheit, und L ist somit ein affiner Unterraum mit
Richtungsraum Rad j.

ey ——) —
(b) Der Mittelpunkt M liegt genau dann auf 9, wenn S(OM,0M) + 2 8(OM) + c=0

gilt. Dies ist wegen f( OJV.;, OM:) + @(OM}r) = 0 gleichwertig mit @(W/ﬂ +¢=0.
Ist M eine Spitze von @, so gilt fiir jeden anderen Mittelpunkt S wegen M € ¢
—
und M5 € Rad §:

—_— ) —

B(0S,05)+28(0S) + ¢
= (8(0M,0M) + 2 ®(OM) + ¢) + 2 (6(MS,0M) + $(MS)) + f(MS,MS) = 0,
also Se @ . u
Bemerkung. Hat die eigentliche Quadrik @ beziiglich eines affinen Koordinaten-
systems die Darstellung

TAT+ 20+ c=0,

so ist M genau dann Mittelpunkt von ¢ , wenn sein Koordinatenvektor m € R” eine
Lisung des inhomogenen LGS A £ = —b ist, und M ist eine Spitze, wenn auBerdem

b" M+ ¢ = 0 gilt. Ist die Lésungsmenge von A £ = —b nicht leer, so hat sie nach
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Satz 11 die Dimension ¢ = dim Rad #=n—Rg 4.

Beispiel. Im affinen Raum R? sei beziiglich eines affinen Koordinatensystems fiir

jedes ¢ € R eine Quadrik ¢ , gegeben durch die Gleichung
-8 7 +6n 5 91 —2 b2 +20z +32, +1 =0
X xA A z, Ty T+ to +20z,+3z,+1 = 0.
In Matrixschreibweise lautet diese Gleichung

Az + 20 2+ ¢=0

mit
T, 1 4 3 ] 0
T =g, und 4 = | -4 -9 -12 b=~2- 200, e=1
zy 3 12 ¢ 3

9, besitzt genau dann einen Mittelpunkt mit Ortsvektor m, wenn m Losung des
inhomogenen linearen Gleichungssystems 4 z=— b ist.

Im vorliegenden Fall lautet die zugehtrige erweiterte Matrix

1 -4 310
4 -9 -12|-10
3 -12 ¢t |-3/2

Dieses LGS ist genau fiir ¢ # 9 l6sbar. Also ist g, fiir ¢t = 9 eine Quadrik ohne Mittel-

punkt, d.b. parabolisch. Durch das Verfahren der quadratischen Ergiinzung erhalten

wir in diesem Fall die Normalform

mit p=1und r= 2. QQ ist ein hyperbolisches Paraboloid.
Fir ¢ # 9 besitzt ¢, einen Mittelpunkt und die Menge der Mittelpunkte ergibt
sich als Losung des obigen linearen Gleichungssystems. Wegen Rang 4 = 3 gibt es

fiir jedes ¢ # 9 genau einen Mittelpunkt mit zugehérigem Ortsvektor
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(16¢ - 99)/10(t~9)
m = 2/5
-3/2(¢-9)

Genau fir ¢ = lg—g ist der Mittelpunkt eine Spitze der Quadrik. In diesemn Fall

ist @ ein Kegel mit der Normalform
2,2 2
2tz =0

Fiir ¢ # 9, ¢t ¢ lg—g erhalten wir echte Mittelpunktsquadriken, und zwar fiir

O<i< lg% zweischalige Hyperboloide und fiir £ < 9 oder _l_g_g < t einschalige Hyper-

boloide (Beweis als Ubungsaufgabe).

Bemerkung. Die Eigenschaft, Mittelpunkt zu sein, ist invariant unter Affinititen 0.
Beweis. Ist ¢ die Punktspiegelung an M, so ist (pa'tp_l die Punktspiegelung an o(M).
Nun ist M genau dann Mittelpunkt von ¢, wenn aus X € @ stets auch o(X) € @ folgt.
Gleichwertig hierzu ist die Bedingung, da$ aus w(X) € p(9) stets po(X) € () folgt,
d.h. goatp_l((p(X)) € p(@) gilt. Ist also M Mittelpunkt von @, so ist w(M) Mittelpunkt
von (@) und umgekehrt. n

Wir wenden nun Satz 11 bzw. die anschlieBende Bemerkung auf die Quadriken
mit den Gleichungen der Form (I), (IT) oder (III) an.

Fall (I): Hiergilt Re A=r,b=0, c=0und der Ursprung ist eine Spitze, es
handelt sich also um Kegel. Sind die Quadriken eigentlich, so ist nach Satz 11 die
Menge der Spitzen jeweils ein affiner Unterraum der Dimension n—r Sind sie nicht
eigentlich, was nur fiir p = r eintreten kann, so handelt es sich um affine Unterriume
der Dimension # — 7, und jeder Punkt des Unterraumes ist eine Spitze.

Der Name Kegel rithrt daher, daB jede Spitze M die Eigenschaft hat, daf die
Verbindungsgerade mit einen beliebigen Punkt X ¢ ¢ , X# M, ganz auf @ liegt. Eine
solche Gerade heifit dann eine Mantellinie von .

Umgekehrt ist jede Quadrik ¢, die einen Punkt M enthilt, der MX c @ fiir alle
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X€Q, X# M, erfiillt, ein Kegel (Beweis als Ubungsaufgabe).

Fall (II): Hier gilt Rg 4 = r » b= 0, ¢ =1 und der Ursprung ist ein
Mittelpunkt, aber keine Spitze, also handelt es sich um echte Mittelpunktsqua-
driken.

Fall (III): Hiergilt Rg A =r < n » b= -e und ¢ = 0. Alle Quadriken sind
eigentlich. Damit ein Mittelpunkt existiert, mufl das LGS 4z = -b = e, losbar
sein. Wegen Rg (4 | e,) =7+ 1#Rg A ist dies aber nicht der Fall, also existiert
kein Mittelpunkt, die Quadriken sind somit parabolisch.

Als weiteres Teilergebnis kénnen wir somit festhalten, daf affin dquivalente
Quadriken ¢ und ¢ aufgrund ihres Mittelpunktverhaltens zur selben Klasse (1), (1)
oder (III) gehoremn.

Um schlieflich die Gleichheit von p und p zu beweisen, zeigen wir, daB mit
jeder Quadrik affine Unterriume verbunden sind, deren Dimension im wesentlichen

durch diese Zahlen gegeben sind.

Satz 12. Besitzt die Quadrik  C A die Normalform

2 2 2 2
1) Gtk e e = 0

mit 0<p<ri<n,rp<p, soist n—p die mazimale Dimension aller ganz auf §

tiegenden affinen Unterrdume.

Beweis. Fiir p = rist 0 selbst ein (n—p)-dimensionaler affiner Unterraum und die
Behauptung ist bewiesen. Seien nun p < rund [ ein affiner Unterraum auf ¢ mit
zugehdrigem Richtungsraum U;. Wir betrachten den affinen Unterraum L' = LV 0
und zeigen, dafl auch L' auf g liegt:

Weil der Ursprung O Spitze von ¢ ist, liegen alle Verbindungsgeraden O v X,
X € L, ganz auf §. Weiterhin liegt jeder Punkt X aus dem zu L parallelen Unterraum
durch O auf ¢ . Wihlen wir nimlich in L einen beliebigen Punkt P, so liegt die
Gerade durch P mit Richtung 5')_(}wegen oX € U, in L, also auf ¢ . Somit gilt fiir alle
teR
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0= 6(OP + t OX, OF + 1 OX) = 2 ¢ f(OB.0X) + £ §(O%.0%)

—
Daraus folgt 4(0X,0X) = 0, also ist X € @ und es gilt somit L' C g.

Wir schneiden L/ mit dem affinen Unterraum L,, der durch das LGS

gegeben ist. Es gilt dim L = p und L, n@ = {0}. Damit gilt auch L, n L' = {0}.

Aus der Dimensionsformel fiir affine Unterriume folgt nun

dim L'+ dim L, = dim(L'vV L))+ dim{L'NL) < n

also
dimZL < dim L' ¢ n—p.
Daf die Dimension n — p auch tatsichlich vorkommt, zeigt das Beispiel des affinen

Unterraumes L C g, der durch das LGS

r—p T T

mr-—p+1

gegeben ist. n

Satz 13. Besitzt die Quadrik @ ¢ A die Normalform

2 2 2 2
(I1I) T herek @ =T, =8, = 28

mit 0 <p<r<mn,r-p<p,soistn—p-1 die mazimale Dimension aller ganz auf ¢

liegenden affinen Unterrdume.

Beweis. Sei L ein affiner Unterraum, der ganz auf ¢ gelegen ist. Wir schneiden L

mit dem Unterraum L, , der durch das LGS
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gegeben ist. Es gilt dim L, = n+ p—7r—1 und L 0 ¢ =@ Damit gilt auch
L NL =@ und wir erhalten aus der Dimensionsformel
dim I + dim L, = dim(ZV L )+ dim(U, N ULl) -1
die Ungleichung
dim L ¢ r—p+dim(U; N ULI) .

Sei nun Y € L fest gewshlt. Dann liegt fiir jeden Vektor z ¢ up,n UL1 , £ # o, die
Gerade durch Y mit der Richtung [2] in L und somit ganz auf ¢. Fiir die Ortsvekto-
ren der Punkte X auf dieser Gerade gilt E(} = 6?+ VX = ﬁ’q tz, teR.

Weil der Richtungsraum U Iy durch das homogene LGS

gegeben ist, hat der Koordinatenvektor £ des Vektors z€ U L NuU Iy die Form

@ ,0,..,0, 2 T 0).

A-n
2= (2,08, 1 Tpag o Tpg

Somit erfiillt fiir jedes ¢ € R das n—Tupel

(yl + 13 e Y, + twp s Yper 1o Y Ypgg T 3Ty v Yo T EE, yn)

P

die Gleichung von §. Speziell fiir ¢ = 1 und ¢ = -1 erhalten wir nach Addition die

Gleichung
z?+ .+ =10,
alsoz =.. = wp=0. Damit gilt
dim(U; N ULl) <n—-(r+l) =n—-r-1
und somit

dmZL { r—-p+(n—r-1) = n—p-1.

Daf} die Dimension n — p — 1 tatsichlich erreicht wird, zeigt das Beispiel des affinen

Unterraumes L C g, der durch das LGS
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gegeben ist. [ |

In den Féllen (I) und (III) folgt somit aus der Aquivalenz der Quadriken ¢ und
g, daB p = p gilt.
Im Fall (I} 1aBt sich dieser SchluB nicht durchfiihren. Ohne Beweis bemerken

wir, daf hier fiir die maximale Dimension d der auf § gelegenen affinen Unterrsume

d=n—p fiir p>r—yp
gilt bzw.
d=n—(r—p)—1 fir p<r—p.

Aus der Gleichheit der maximalen Dimensionen d und 4 fiir § und ¢ konnen wir
nun nicht mehr allgemein auf p = 7 schliefen. So gilt zum Beispiel im R? sowohl fiir
Ellipsen als auch fiir Hyperbeln d = 0, aber im ersten Fall ist p = 2, im zweiten p = 1.

Hier miissen wir andere affine Unterrdume betrachten, die mit ¢ affin invari-
ant verbunden sind. Am Beispiel der Ellipsen und Hyperbeln erkennen wir, daf die
maximale Dimension der Unterrdume durch den Mittelpunkt O, die § nicht treffen,
0 bzw. 1 ist, und daf} diese Zahlen jeweils mit der Zahl n — p iibereinstimmen.
Satz 14. Besitzt die Quadrik ¢ C A die Normalform

2 2 2 _

(II) A R e A A 1

mit 0 < p<r<n, soist n—p die mazimale Dimension aller affinen Unterrdume, die den

Mittelpunkt O enthalten und mit @ keinen Punkt gemeinsam haben.

Beweis. Der affine Unterraum L, der durch das LGS o= =2 = 0 definiert ist,
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hat die Dimension n — p, enthilt den Ursprung O und hat mit ¢ keinen Punkt ge-
meinsam.
Sei nun L, ein affiner Unterraum durch O mit dim L, > n— p. Wir schneiden

L, mit dem Unterraum L,, der durch das LGS Ty = =T, = 0 gegeben ist. Es
gilt O¢ L, und dim L, = p. Wegen L NL,#+@ folgt fiir die Dimension des Schnit-
tes

dim (L, N L,) = dim L, + dim L, —dim (L, v L,)

2 dimL +dimL,~n > (n—p)+p—n = 0
Es gibt also in L, N L, eine Gerade OX. Fiir die Koordinaten von X gilt dann

_ 2 p)
mp+1 =..=g = 0 und I+t rcp > 0.

Somit liegt der Punkt ¥ mit dem Ortsvektor
1
— 5 —
0Y=1/(z; + .+ )’ 0X
sowohl in Ll als auch auf @, also ist L, N Q¢ @. Die Dimension n — p von L ist daher

maximal. "

Wegen Satz 14 folgt nun auch im verbliebenen Fall (II} fiir affin dquivalente

Quadriken die Gleichheit von p und . Wir fassen zusammen:

Satz 15. Zwei Quadriken sind genav dann affin dquivalent, wenn ihre offinen Normak
formen vom gleichen Typ (1), (I) oder (III) sind und auBerdem in den Zahlen p und r

tibereinstimmen.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen wollen wir noch die Frage kldren, ob es
mdglich ist, eine Quadrik beziiglich eines festen Ursprungs durch verschiedene
Gleichungen zu beschreiben, die sich nicht nur um einen Faktor 4 # 0 unterscheiden.
Der folgende Satz zeigt, daf fiir eigentliche Quadriken diese Situation nicht eintreten

kann. Er wird im letzen Abschnitt dieses Kapitels noch eine wichtige Rolle spielen.
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Satz 16. Es sei @ C A eine eigentliche Quadrik. Wird Q beziiglich eines festen Ursprungs

O € A jeweils durch die Gleichungen

Blzz)+2@(x) + c=0 und f(z2)+2®'(z)+c'=0

dargestellt, so gibt es eine reelle Zahla# O mit f'=a f,P'=aP undc' = ac.

Beweis. Wir unterscheiden 3 Fille, je nachdem ob die affine Normalform der ersten
Gleichung von ¢ vom Typ (I}, (II) oder (III) ist.
1.Fall: Beziiglich eines geeigenten affinen Koordinatensystems (0;v,,...,,) hat die

erste Gleichung die Normalform

2 2 2 )
(I) a;l+---+mp—:cp+1—---—mr=0, O<p<rin,r—p<p,

und die zweite Gleichung geht {iber in die Form
TAZ + 205+ c=0.

Der Ursprung O ist Mittelpunkt von @ , also ist ¢ Losung des inhomogenen LGS
A %= ~b (vgl. 5.319). Somit gilt b = 0. Weil O auBerdem auf  liegt, folgt auch ¢ = 0.
Wir miissen noch zeigen, daff 4 eine Diagonalmatrix ist mit a. = et 0firi=1,.,p ,’
a.= —a firi=p+l,.,rund a =0firi=r+l,..,n.

Da die Mittelpunkte von ¢ einen affinen Unterraum von A bilden, der ganz
auf ¢ liegt und dessen Richtungsraum [vm,...,vn] ist, gilt 4 1’)3. = ¢ fiir 1= r+l,...,n,
also G = 0 fitr 4 > roder j > 7 Der weitere Beweis erfolgt dadurch, dafl wir die
Koordinaten geniigend vieler geeigneter Punkte von @ in die quadratische Gleichung
2" A T = 0 einsetzen.

Sei 1<i<p, p+ 1< j<¢r.Dannliegen die Punkte ¥ mit W: v, 'vjaqu.
Also ist ('33. + %j)TA ( 63‘ + %J.) = 0, woraus durch Subtraktion zunschst e, = 3: A ﬁj =0
und dann ¢ = ﬁ: A @i =— 3; A ﬁj = a.. folgen. Somit gilt ¢, . =... = G, = a und

X

f.r.]pﬂ'p+1 =eee=g0= -0 mit a # 0.

—
Fir 1< i< j<p liegen die Punkte Y mit OY = v, + vt V2 v, auf & Daraus

erhalten wir unter Verwendung der schon bekannten e,; in diesen Fillen 0= 0.
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Analog zeigen wir fiir p + 1 < ¢ < j < r mit Hilfe der durch die Ortsvektoren
H’ =42 vt Yt gegebenen Punkte Y € @, daB auch hier e = 6: A ﬁj = 0 gilt.

Damit ist 4 eine Diagonalmatrix von der gewiinschten Form, und die Behaup-
tung des Satzes ist in diesem Fall bewiesen.

2.Fall: @ ist eine echte Mittelpunktsquadrik und die erste Gleichung hat nun die

Normalform
p) 2 2 2
(1ID) e A 1, O<psrin.

Dieser Fall wird mit entsprechenden Methoden bewiesen. Zun#chst folgt wieder
b=o0 und 8= 0 fiir > roder §> r. Weil hier der Ursprung O nicht auf @ liegt, ist
jetzt ¢'# 0 und wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf die zweite Gleichung von g be-
ziiglich des ausgezeichneten Koordinatensystems (O;'ul,...,'un) die Form £'AZ=1
hat.

Sei 1 <7< j< p. Fiir diese ¢ liegen die Einheitspunkte des gegebenen Koor-
dinatensystems auf ¢, also gilt 6,=1 Firitj betrachten wir die Punkte Y € @ mit
den Ortsvektoren y = 142 (v, + 'uj) und erhalten aus §" 4 § = 1 und den schon
bekannten Ergebnissen e, = 0.

Fiir 1 ¢ ¢< pund p+ 1< j< rwihlen wir die Punkte Y € ¢ mit ﬁf)= ﬁv@.i U;
und erhalten a,; = 6-; A 63.: 0 und o = 9.;. A 9j= -l,und firp+ 1<i<j<r
wihlen wir Y ¢ ¢ mit W: i) v+t und erhalten e, = 3: A ﬁj.: 0.

Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen.

3. Fall: Die Quadrik ist ein Paraboloid. Die erste Gleichung besitzt die Normalform

2 2 2
(I11) a:1+---+wp—mp+1—---—a:r=an, O<psir<mr-p<lp,

und die zweite Gleichung geht wieder iiber in die Form
TAT + 207 + c=0.
Wegen O € @ ist ¢ = 0. Weil ¢ keine Mittelpunktsquadrik ist, muf} 4 # o sein.

Sei nun X # O mit zugehdrigem Koordinatenvektor Z = (ml,...,:cn_l,ﬂ) beliebig

gewahlt und sei
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.2 2 2 2
Si=gtet B —E e

Ist s# 0, so liegen alle Punkte ¥ mit den Koordinatenvektoren
f=ti+ (s8)/27 ,teR,

auf @, alsogilt A7 + 25" §=0. Somit erhalten wir fiir alle £ € R:

1 2 4 AT A 3 AT, A 2 AT 4 A T A T A
St v Ay + s AV + £ (TAT+sh U) + 260 3 =0.

Daraus folgt

e =0, 245 =0, (FAE+sb9)=0, §T§=O.

Ist s =0, so liegt die Gerade OX ganz auf ¢ , woraus

A

FAT+2tb" 2=0

fiir alle ¢ € R folgt. AlsomuB 7AZ = 5" £ = 0 sein.
In beiden Fillen ist b =0, alsoist b=a1y_, ¢#0.
Wire £" A 'v\n # 0 fiir s = 0, so wiirde
b= b b 3
TOTAT
die Gleichung §'A 4§ + 2 b § =0 erfiillen, der zugehtrige Punkt lige also auf ¢.
Dies kann aber nicht sein, da § nicht die Normalform von ¢ erfiillt, also ist auch in

diesem Fall 7' 4 %n = 0.

v ' 41 A
Somit gilt fiir alle z = (:nl,...,mn_l,(}) $0:
AT A — AT A — — — — 2 LI 2 — 2 — B — 2
£ AV =0 und T AZ=-as=-a(z + + 8 =T, z) .

Ist schlieflich Z = (a:l,...,mn) beliebig, so schreiben wir Z in der Form

Al A

T = (ml,...,wn_l,O) + ¢, U und erhalten ebenfalls
AT 1 A 2 2_2 ._.”_2
:cAm-—a(:z:1+ + =Ty :zT).

Somit unterscheiden sich die beiden definierenden Gleichungen von ¢ nur um einen

Faktor —a # 0. [ |



330 Kapitel 6 Affine und euklidische Geometrie

§ 5 Quadriken in euklidischen Riwmen

In einem euklidischen Raum spielt die affine Aquivalenz der Quadriken keine
Rolle mehr, da bei affinen Abbildungen metrische Eigenschaften im allgemeinen ver-
lorengehen; so ist zum Beispiel die Ellipse affin iquivalent zum Kreis und das
Ellipsoid ist affin dquivalent zur Kugel. Da jetzt die Gestalt einer Quadrik unver-
éndert bleiben soll, darf man unter den affinen Abbildungen nur noch die Bewegun-
gen zulassen. Die affine Einteilung der Quadriken wird dadurch verfeinert. Wir
erhalten innerhalb der Typen (I), (II), (II) eine weitere Aufteilung in Kongruenz-
klassen. A

Die zugehidrigen euklidischen Normalformen ergeben sich in der gleichen
Weise wie beim Beweis von Satz 10. Wir miissen nur feststellen, welche der dort ver-

wendeten Koordinatentransformationen Bewegungen entsprechen.

Satz 17 (Satz iiber die euklidische Hauptachsentransformation von Quadriken). Es
set A ein n—dimensionaler euklidischer Raum. Dann lift sich jede Quadrik @ ¢ A be-
ziglich eines geeigneten kartesischen Koordinatensystems durch eine der folgenden

Gleichungen beschreiben:

2 P 2 2
| z, Tpet z :
@ St ot 5 =0, 0<psrim,p—r<p,
a a a o
1 P p+l 7'
2 2 2 2
z z, Tt z,
(In) -+ T T -~ =1, 0<pirinm,
a; e, %1 a,
2 2 2 2
A z, T z,
(III) gt ot - 5—— -5 =2z, O<plr<mr-p<ln,
@ a L a

mit positiven reellen Zahlen o a .

1}"‘4‘ n



6.5 Quadriken in euklidischen Riumen 331

Beweis. Die Quadrik ¢ sei durch die Gleichung §(z,z) + 2 ®(z) + ¢ = 0 gegeben. Wie
im Beweis von Satz 10 beginnen wir mit dem quadratischen Anteil der Gleichung von
g, beschrieben durch die Bilinearform B. Nach Wahl einer ONB in V wird 4 durch
eine symmetrische Matrix A beschrieben. Diese 1ifit sich wieder mit Hilfe einer
orthogonalen Matrix auf Diagonalgestalt transformieren. In der Diagonalen stehen
dann die Eigenwerte €psees€, VOD A,

Fiir den Vektorraum V bedeutet dies die Existenz einer ONB ( vl,...,'vn), so daf§
die Matrix 4 = ((ﬂ(wz.,vj)]) Diagonalgestalt hat mit Bluyv) = ¢, , i=1,.,n. Wir

konnen 0.B.d.A. annehmen, daB ¢ ,....c > 0,c o0t <0 und ¢ . =.=¢ =0
1 P pt T T+

1? 1 n

gilt. Dabei ist r = Rg 4 = n~dim Rad 8 > 0.
Indem wir nun wieder den Ursprung O durch eine Translation geeignet ver-
schieben, erhalten wir ein kartesisches Koordinatensystem (0 vl,...,'un), beziiglich

dessen die Gleichung von ¢ die Form

2 2
e Y tete, Y +20 e+ 20y e =0

il Ipaa +
annimmt mit geeigneten br+l""’bn , éiner neuen Konstanten ¢ und Variablen YyrooYe
1. Fall: by == b = 0. Dann besitzt ¢ beziiglich des zuletzt betrachteten
kartesischen Koordinatensystems die Gleichung

2 2 _
Yyttt y +e=0.

2. Fall: Einer der Koeffizienten b .i»-b, ist von 0 verschieden. Dann ist r < n. Wir
konnen o.E. annehmen, daB b # 0 gilt, andernfalls numerieren wir um. Jetzt
wechseln wir die Basis in dem Untervektorraum [¢,,-+¥ ] und konstruieren mit

Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens, ausgehend von dem Vektor

b
! 7+1 n
y!l o= - Y  —re——1
n B r+1 pt "
1
mit b = (bL1 o+ 1’)72")2 # 0, eine weitere Orthonermalbasis (v],q0-0}) von

['"1-+1""’Un]' Dann gilt fir i=r+1,...,n—1
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v =g 2N R A S

1 wr+l mon
und fiir s = n
p = — rel " bn "
n - b ! r+1 b ! n )

Die zugehdrige Koeffizientenmatrix ist orthogonal. Setzen wir noch v, = v, fiir
t=1,..,r, so ist insgesamt ('ul',...,w .y ) eine ONB von V und die Gleichung von ¢ hat
beziiglich des neuen Koordinatensystems (0% v)s---,0,) die Gestalt
clzf+---+ crzi -2z +c=0.
Verschieben wir jetzt noch den Ursprung O' um den Vektor g v: , so erhalten wir
schlieBlich die Gleichung
¢, uf+---+c W =24 .
T n
Um die Normalformen (I), (II) und (III) zu erhalten, setzen wir im 1. Fall (fiir
¢ =0) bzw. im 2. Fall

aﬁ.=1/1/cz. fir1<i<p und az.=1/—1/ci fiirp+1<i<r

und erhalten

Y T ¥
1 +1 T
(1) St e+t IE_ T O<psrsm,
a a a a
1 P p+l
bzw.
2 2 2 2
U w Uy v
(IH) —2+"'+"2—— g Tttt T3 =2'Un; 0<psr<n,
a a a a
1 P p+l

wobei wir p — r ¢ p annehmen kénnen.

Ist im 1. Fall ¢ # 0, so kénnen wir wieder annehmen, dafl ¢ < 0 gilt. Wir

dividieren durch —¢, setzen
1
2 e
6, = (—c/lcz.|) firi=1,.r
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und erhalten die Normalform (II). n

Bemerkungen und Bezeichnungen. Die Zahlen a,,.-,6, sind in den Fillen (II) und
(IIT} eindeutig bestimmt, im Fall (I) erreichen wir die Eindeutigkeit durch die
Normierung a, = 1. Durch Vertauschen der Koordinatenachsen kénnen wir sogar

noch erreichen, daff

a 2 a

22...Zap>01

0<ﬂ':p+lﬁap+2$“'$ﬂr

gilt. Die Koordinatenachsen des kartesischen Koordinatensystems, fiir das die
Gleichung von ¢ Normalform hat, heifien die Houptachsen von ¢. Im Fall (II) geben

die Zahlen 2 a, die Hauptachsenldngen an.

Fiir n = 2,3 ergeben sich aus Satz 16 die folgenden euklidischen Normalformen

von Quadriken.

n = 2: In der euklidischen Ebene gibt es fiinf Klassen von eigentlichen Kegel-

schnitten.
2 2
n a_% Paar sich schneidender Gerad
(I) - - 5 =0, (Paar sich schneidender Geraden)
2 O
2 2
m L, Ellipse, Kreis fir o, =
(IT) = t 5 =1, (Ellipse, reis fir a, = a,)
o a
2 2
4 5% =1 (Hyperbel)
2 2 T P
4G h
5
= =1, (Paar paralleler Geraden)
a
1
2
2
() - =2g,. (Parabel)
a
1
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7 =3 : Im dreidimensionalen euklidischen Raum gibt es elf Klassen von Quadriken,

die keine Punkte, Geraden oder Ebenen sind.

2 2 2
1 2 3
(I) = + 5 T 5 = 0, (Kegel)
4 4 U
2 2
Lo
-5 =0, (Paar sich schneidender Ebenen)
g, ¢
1 %
2 2 2
m 22,5 ipsoi i
5t 5 + 5 =1, (Ellipsoid, Kugel fir a, = ¢, = a,)
& % 4
2 2 2
o5 %
-+t 5 -5 =1, (einschaliges Hyperboloid)
@G & )
5 4 g
-5 -5 =1, (zweischaliges Hyperboloid)
o, o,
2 2
7, g o ,
<+ 5 =1, (elliptischer Zylinder)
a a
1 2
2 2
xl $2 A .
- =1, (hyperbolischer Zylinder)
a ¢
1 2
2
!
- =1, (Paar paralleler Ebenen)
e
2 2
() - + = =2z, (elliptisches Paraboloid)
@ a
1 2

(hyperbolisches Paraboloid)
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2
z
—% =23z, . (parabolischer Zylinder)
a

1

Beispiel. In einem dreidimensionalen euklidischen Raum sei beziiglich eines kartesi-

schen Koordinatensystems eine Quadrik @ durch die Gleichung
2 2 2 _
Swl+43;132+4zl:1:3+53:2—-83;2w3+5:1:3+54:E1+72—0

gegeben. Wir wollen die euklidische Normalform von ¢ bestimmen.

Die Gleichung von ¢ lautet in Matrixschreibweise
TAT + 202+ ¢c=0

mit

Das charakteristische Polynom von A ist p=— X (9 ~ X)2 . Die Eigenwerte
von A sind somit ¢, =¢=9,¢=0.
In den Eigenridumen Ec1 und Ec;; bestimmen wir jeweils eine ONB. Fiir E’cl

bilden die Vektoren

in Ecs der Vektor

eine ONB. Dann ist § = (3}1 X
gestalt transformiert.

In den neuen Koordinaten Y; ¥y » die mit den alten Koordinaten £33,

durch die Gleichungen
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= 2 2, _1
=3l t3¥ T30
- 2, 1 2
Ty =343 %h T3l
_ 1 2 2
Ty = T3l 3l tal
verbunden sind, hat ¢ somit die Gleichung

2, 2
O(y+y,+4y +4y,—2y, +8)=0.

Mit Hilfe der Translation

z1=y1+2,z2=y2+2,z3=y3

erhalten wir die euklidische Normalform der Gleichung von @ :

2 2
ot = 2z3.

@ ist also ein elliptisches Paraholoid.

Euklidische Klassifikation der Quadriken

Im Gegensatz zu den affinen Normalformen, gibt es im euklidischen Fall
wegen der Nebenbedingungen an die Hauptachsenlingen unendlich viele Typen in
jeder Klasse. Auflerdem kénnen uneigentliche Quadriken, d.h. euklidische Unter-
rdume, durch verschiedene Normalformen der Klasse (I) dargestellt werden. So

beschreiben die Normalformen

2
T
m+:c2=0,—1+m2=0
1 2 9 2

beziiglich eines festen kartesischen Koordinatensystems im R? dieselbe Gerade.

Beschrinken wir uns auf eigentliche Quadriken, so gilt analog zu Satz 15 der

folgende Satz.
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Satz 18. In einem euklidischen Raum sind zwes eigentliche Quadriken genav dann kon-
gruent, wenn ihre euklidischen Normalformen vom gleichen Typ (1), (II) oder (III) sind

und aullerdem in den Zahlen p, r und a, tbereinstimmen, wobei im Fall (I) o, =1 gi

Beweis. Besitzen zwei Quadriken ¢ und § dieselbe Normalform, so stimmen auch
die Groflen a, liberein, also bildet die Bewegung ¢, die die zugehdrigen kartesischen
Koordinatensysteme aufeinander abbildet, auch ¢ auf 5 ab oder umgekehrt QN auf g .
Gilt ¢(g) = ¢ mit einer Bewegung ¢, so gehoren @ und ¢ nach Satz 15 zu-
nachst zur selben Klasse (I), (II) oder (III) und stimmen auch beziiglich p und r
iiberein. Es bleibt also nur noch zu zeigen, daf auch die Gréflen a, und Ei gleich sind.
Dies ist aber nach Definition von a, und Eﬁ. genau dann der Fall, wenn die Eigenwerte
¢, und 'Ez. der zu 4 und ﬁ gehérenden Matrizen A und A dieselben sind. Nach S. 306
gilt A=C4Ac , wobei jetzt C sogar orthogonal ist, also sind A und A orthogonal

dquivalent und besitzen somit dieselben Eigenwerte. |
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$§ 6 Tangenten und Tangentialhyperebenen von Quadriken

In diesem letzten Abschnitt wollen wir die geometrischen Eigenschaften der
Quadriken noch etwas genauer studieren. Hierzu untersuchen wir zunichst die még-
lichen Lagen, die eine Gerade in bezug auf eine Quadrik ¢ einnehmen kann. Da der
Fall, daf8 @ ein affiner Unterraum ist, schon frither behandelt worden ist, konnen wir
hier ohne Einschrinkung annehmen, daf @ eine eigentliche Quadrik ist. Der zugrun-

de liegende affine Raum kann auch euklidisch sein.

Eine Gerade g hat entweder mit der Quadrik ¢ keinen, einen oder zwei Punk-
te gemeinsam, oder sie ist ganz auf ¢ gelegen. Alle Fille sind moglich, wie man an

den Kegelschnitten im R? sieht.

Die Schnittmenge ¢ N @ 148t sich explizit bestimmen, indem man eine Para- |

meterdarstellung z = Z,+ty,t€R, von g in die definierende Gleichung
flzz)+2@(z)+c = 0

von @ einsetzt. Man erhilt so fiir gN @ eine quadratische Gleichung in ¢,

(*) t*B(u,y) + 2 t {B(z,,9) + D(y)} + Bls,2,) + 2B(z)) + ¢ = 0,

die entweder keine oder eine oder zwei oder unendlich viele Lésungen besitzt.

DerFall gng # @

Ist gN @ # @, so kénnen wir die Parameterdarstellung von g so wihlen, daf§
der Punkt X0 mit dem Ortsvektor z, auf ¢ liegt. Dann nimmt die Schnittgleichung

(*) die folgende einfache Form an

t*8(y,9) + 2 t {B(z, ) + B(1)} = 0.

Fir f(z),y) + ®(y) # 0 und P(y,y) # 0 gibt es zwei Losungen. Die Gerade g

hat dann mit @ genau zwei Punkte gemeinsam, sie ist eine Sekante.
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Fiir /6(930;9‘) + ®(y) # 0 und B(%,y) = 0 gibt es nur die Lésung ¢ = 0 mit
zugehorigem Punkt X, In diesem Fall heiflt g eine Einfach—Schneidende.

Fir f(z,y) + ®(y) = 0 und B(yy) # 0 ist wiederum ¢ = 0 die einzige Losung
(Jetzt aber mit Vielfachheit 2). In diesem Fall heift g eine Tangente an ¢ und der

gemeinsame Punkt X o heiBt der Berihrpunkt der Tangente.

Fir f(z,y) + ®(y) = 0 und Bly,y) = 0 erfiillt jedes t € R die Schuitt-
gleichung. Dies bedeutet, daf 9 ganz auf @ liegt. Wir nennen die Gerade g dann

eine Erzeugende von ¢ .

Bemerkung. Diese Definitionen sind von der speziellen Darstellung von § unab-
héngig, da ¢ eine eigentliche Quadrik ist und die Gleichungen von ¢ sich dann nach

Satz 16 nur um einen von Null verschiedenen Faktor unterscheiden.

Nun betrachten wir die Vereinigung TXO(Q) aller Tangenten an ¢ mit Beriihr-

punkt X0 und aller Erzeugenden von @, die X 0 enthalten. Dann gilt:

Xe TX0 @)
=3 X liegt auf einer Tangente oder auf einer Erzeugenden durch X 0

& Der Ortsvektor z = b? erfiillt die lineare Gleichung
Blzyz—1z) + ®(z— z,) =0,
die wegen X, € @ dquivalent ist zu der linearen Gleichung
(**) B(z,,2) + ®(z) + ®(z))+c=0.

Also ist TX() (€) ein affiner (euklidischer) Unterraum. Er heifit der Tangentialraum von

¢ im Punkt X0 .

Ist die Linearform ﬂ(mo,-) + @ in (**) nicht die Nullform, so ist der Tangen-
tialraum eine Hyperebene. Sie heifit die Tangentialhyperebene von ¢ in X, und der

Punkt XO heift ein regulirer Punkt der Quadrik g .
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Ist die Linearform f(z,,-) + & in (**) die Nullform, so ist der
Tangentialraum TX0 (9) der gesamte Raum A, denn dann ist @(mo) +c¢ = ﬁ(mo,:r;o) +
®(z,) + ®(z)) + ¢ =0, und jeder Vektor z ¢ V erfiillt die Gleichung (**). Der Punkt
X, wird dann singulirer Punkt von ¢ genannt,

Singuldre Punkte kénnen nur bei Kegeln auftreten, es sind die Spitzen der

Kegel. Quadriken vom Typ (II) oder (III) dagegen besitzen nur regulére Punkte.

Beispiele. (a) Wir betrachten in der euklidischen Ebene eine Ellipse g mit der Nor-

malform
P 0
1 2
E + = = 1
1 %
Dann ist
1 Y4 2 Yy
Alay) = —5 + =, 8=0, c=-1.
e, &

Dann gilt
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und die Gleichung der Tangente in X' € ¢ ist

/
5!.'1 :El

= i
a —$2+322.
1

DerFallgng = @

Hier darf die Schnittgleichung keine Losung haben. Fiir (y,y) # 0 ist dies nur
méglich, wenn die Diskriminante der quadratischen Gleichung (*) negativ ist. In
diesem Fall nennen wir die Gerade g eine Passante.

Fir f(y,y) = 0 muB notwendigerweise
B(z),y) + 8(y) = 0 und Bz,z)+28(z)+c # 0

gelten. Dies ist dann auch hinreichend dafiir, daf8 g und § keinen Punkt gemeinsam
haben. Die Gerade g erfiillt dann die Tangentenbedingung ﬁ(mo,y) + ®(y) = 0, hat
aber mit ¢ keinen Punkt gemeinsam; sie heifit Asympiote von ¢ . Asymptoten haben
die Eigenschaft, dal im euklidischen Raum ihr Abstand zur Quadrik beliebig klein

wird. Wir verzichten hier auf einen Beweis dieser Grenzwerteigenschaft.

Ist @ eine echte Mittelpunktsquadrik und ist X, ein Mittelpunkt von ¢, so ist

B(zy,-) + @ die Nullform, also ist eine Gerade X,Y genau dann eine Asymptote von
— —

g, wenn ﬁ(XOY , X0 Y) = 0 gilt. Die Vereinigungsmenge aller Asymptoten durch X0

ist also selbst wieder eine Quadrik, ndmlich ein Kegel. Er wird auch Asymptotenkegel

von 4 im Punkt XO genannt. Gibt es nur einen Mittelpunkt von @ , so spricht man

von dem Asymptotenkegel der Quadrik @ .

Beispiel. In der euklidischen Ebene besitzt die Hyperbel @ mit der Normalform

ngl o
|
mgml n o
I
—

den Asymptotenkegel
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[[g;]] u i 2 I

Bemerkung. Die Gleichung (**) von S. 339 ist auch fiir X0 ¢ ¢ sinnvoll. Sie be-

schreibt genau dann eine Hyperebene in A, wenn X, kein Mittelpunkt von @ ist.

Definition. Es seien @ = {X | 0X =1 , B(z,2) + 2 ®(z) + ¢ = 0} eine eigentliche
Quadrik und X o kein Mittelpunkt von ¢ . Dann heifit die Hyperebene

{X| 0X=g¢ » B(z,2) + B(z) + ®(z)) + ¢ = 0}

die Polarhyperebene von Xo beziiglich ¢ und X, heifit der Pol dieser Hyperebene.

Fiir X, € @ ist die Polarhyperebene auch Tangentialhyperebene und der Pol
Xo ist der Beriihrpunkt. Hat die Polarhyperebene von Xo mit der Quadrik ¢ einen
nichtleeren Schnitt, so ist jede Verbindungsgerade von X, mit einem Punkt Y aus

dieser Schnittmenge eine Tangente an ¢ mit Beriihrpunkt Y.

Satz 19 (Hauptsatz der Polarentheoric). FEs sei O cine eigentliche Quadrik und die
Punkte X, Y € A seien keine Mittelpunkte von 9. Dann gilt:
X liegt genau dann in der Polarhyperebene von Y, wenn Y in der Polarhyperebene

von X liegt.

Beweis. Der Beweis ist offensichtlich, da die Gleichung (**) symmetrisch in z, und z

ist, [ ]
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