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Teil 1

Einfiihrung

1 Gebrauchsanweisung fiir dieses Skript

Die Lehrveranstaltung Lineare Algebra hat drei Bestandteile:

e Vorlesung
e Ubung
e Tutorium.

Die Vorlesung ist eine ,,Fithrung durch die Theorie“: der Lern-Stoff wird préisentiert,
die Theorie erkldrt und kommentiert.

Das Skript erspart Thnen das Mitschreiben in der Vorlesung und schafft so Raum fiir
das Mitdenken. Den grofiten Nutzen haben Sie, wenn Sie sich mit dem Abschnitt,
der jeweils gerade in der Vorlesung behandelt wird, schon vorher vertraut machen
(Zeitaufwand: 30-60 Minuten). In der Vorlesung kénnen Sie dann gezielt Notizen
machen oder Fragen stellen. Ubrigens: Wenn Sie einen mathematischen Text (z.B.
dieses Skript) , lesen”, sollten Sie das nicht passiv, sondern aktiv mit Stift und Papier
tun. Notieren Sie sich Definitionen stichwortartig. Eine neue Definition kénnen Sie
sich viel besser merken, wenn Sie ein (moglichst einfaches) Beispiel/Gegenbeispiel
dazu kennen. Notieren Sie sich auch diese Beispiele. Machen Sie Sich den Inhalt von
(Lehr-)Sétzen ebenfalls immer an eigenen Beispielen klar. Rechnen Sie die Beispiele
im Text selber durch.

In diesem Skript sind Definitionen, Beispiele und Sétze durchnummeriert. Das soll
das Verweisen in der Vorlesung erleichtern: Sie werden jederzeit genau wissen, welche
Stelle gerade besprochen wird.

Die Ubungen dienen dazu, das Verstiandnis zu vertiefen und die Theorie auf konkrete
(mathematische) Probleme anzuwenden. Wie beim Erlernen eines Instruments oder
eines Handwerks gilt auch in der Mathematik: die Beherrschung dieser Wissenschaft
ist nur durch konstante Anstrengung und eigene Aktivitdt moglich. Genau dazu
sind die Ubungen da. In den Tutorien besteht die Moglichkeit, in kleineren Gruppen
gemeinsam zu iiben, zu lernen und Erfahrungen auszutauschen.
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2 How to solve it?

Das Losen von (mathematischen) Problemen ist eine Kunst, die neben Erfolgser-
lebnissen auch mit Frustrationen verbunden ist. Gerade fiir Studienanféanger stellt
sich immer wieder die Frage: Wie findet man die Losung einer Aufgabe? Leider gibt
es dafiir kein Patentrezept. Wie so oft braucht es neben Talent auch Ausdauer und
Erfahrung. Der Mathematiker Georg Polya hat sich dennoch iiberlegt, wie eine er-
folgreiche Problemlosungs-Strategie aussehen konnte. Hier seine Tipps (vel. [14]),
die Thnen vielleicht helfen, weiter zu kommen:

1. Vorbereitung: die Aufgabe verstehen.

e Verstehen Sie die Fragestellung? Kennen Sie die vorkommenden Begriffe und Kon-
zepte?

e Was ist gesucht? Was ist gegeben? Wie lauten die Voraussetzungen oder Bedingun-
gen, wie die Behauptung?

e Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um
die Unbekannte zu bestimmen? Oder geniigt sie nicht? Ist sie eventuell sogar wider-
spriichlich?

e Zeichen Sie Figuren und machen Sie Skizzen! Fiithren Sie passende Bezeichnungen
ein!

e Trennen Sie die verschiedenen Teile der Voraussetzung! Kénnen Sie sie hinschreiben?

2. Brainstorming: Einen Zusammenhang zwischen Gegebenem und Gesuchtem

finden und einen Plan fiir die L6sung ausdenken.

e Haben Sie die Aufgabe schon frither gesehen? Oder haben Sie dasselbe Problem in
einer dhnlichen Form gesehen?

e Kennen Sie eine verwandte Aufgabe? Kennen Sie einen Lehrsatz, der hilfreich sein
konnte?

e Betrachten Sie die Voraussetzungen! Versuchen Sie, sich auf eine Thnen bekannte
Aufgabe zu besinnnen, die dieselben oder dhnliche Voraussetzungen hatte.

e Hier ist eine Aufgabe, die der Thren verwandt ist und deren Losung Sie kennen.
Koénnen Sie ihre Methode verwenden? Wiirden Sie irgend ein Hilfsmittel einfiihren,
damit Sie sie verwenden kénnen?

e Konnen Sie die Aufgabe anders ausdriicken? Kénnen Sie sie auf noch verschiedenere
Weise ausdriicken? Gehen Sie auf die Definition zuriick!



e Wenn Sie die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kénnen, so versuchen Sie, zuerst eine
verwandte Aufgabe zu 16sen. Kénnen Sie Sich eine zugénglichere, verwandte Aufgabe
denken? Eine allgemeinere Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Kénnen Sie einen Teil
der Aufgabe 16sen? Behalten Sie nur einen Teil der Bedingungen bei und lassen Sie
den andern weg; wie weit ist die Unbekannte/Behauptung dann bestimmt, wie kann
man sie verdndern? Konnen Sie etwas Niitzliches aus den Daten ableiten? Kénnen
Sie sich andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu bestimmen?
Konnen Sie die Unbekannte dndern oder die Daten oder, wenn nétig, beides, so dass
die neue Unbekannte und die neuen Daten einander néher sind?

e Haben Sie alle Daten benutzt? Haben Sie die ganze Bedingung benutzt? Haben Sie
alle wesentlichen Begriffe in Betracht gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

3. Ausarbeitung und Kontrolle: Den Plan ausfithren und die Lésung priifen.

e Wenn Sie Thren Plan der Losung durchfiihren, so kontrollieren Sie jeden Schritt.
Konnen Sie deutlich sehen, dass der Schritt richtig ist? Konnen Sie beweisen, dass
er richtig ist?

e Konnen Sie das Resultat kontrollieren? Konnen Sie den Beweis kontrollieren?

e Konnen Sie das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Konnen Sie es auf den
ersten Blick sehen?

e Konnen Sie das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe gebrau-
chen?

3 Was ist lineare Algebra?

Die Frage ,,Was ist Mathematik?“ ist schwierig zu beantworten und verschiedene
Mathematiker haben verschiedene Antworten gegeben. Ein (etwas verstaubter) Klas-
siker ist Courant-Robbins [4]. Moderner und spannender sind Devlin [6] und Davis-
Hersh [5]. Siehe auch Gowers [9] und Otte [13]. Gegeniiber anderen Wissenschaften
zeichnen sich die Begriffssysteme und Theorien, die in der Mathematik entwickelt
werden, durch drei spezifische Merkmale aus:

1. Abstraktheit: Gegenstand der Mathematik sind Systeme von Objekten mit fi-
xierten strukturellen Beziehungen untereinander. Diese Strukturen oder Muster ste-
hen im Vordergrund; von allen weiteren Eigeschaften der Objekte wird abgesehen
(abstrahiert).

2. Genauigkeit: Ist eine mathematische Struktur (axiomatisch) fixiert, so sind alle
Aussagen iiber diese Struktur durch formales, logisches Schliefen aus den einmal
gemachten Annahmen ableitbar. Wie man das konkret macht, ist allerdings eine
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Kunst, die neben dem Beherrschen der mathematischen Techniken vor allem Intui-
tion und Einsicht in das Wesen der Sache erfordert (also etwas ganz anderes als
Logik); siehe dazu z.B. die Biicher von Hadamard [10] und Ruelle [15].

3. Allgemeinheit: Ausgangspunkt fiir den Abstraktionsprozess und die Entwick-
lung einer mathematischen Struktur ist zwar oft ein konkretes (z.B. physikalisches)
Problem oder Phénomen. Alle Aussagen, die iiber eine Struktur gewonnen wer-
den, sind aber spéter in allen Situationen anwendbar, in denen Strukturen mit den
gleichen Bedingungen vorliegen. Darauf beruht die universelle Anwendbarkeit und
Effizienz von Mathematik in andern Wissenschaften.

Diese Besonderheiten sind natiirlich auch ein Grund dafiir, weshalb das Erlernen
von Mathematik nicht so ganz einfach ist.

Wie die Frage ,Was ist Mathematik?* ldsst sich auch die Frage ,,Was ist lineare
Algebra?“ zu Beginn des Studiums nur sehr unvollstidndig und vage beantworten;
etwa so: ,Lineare Algebra ist die Theorie linearer Gleichungssysteme®“. In diesem
einleitenden Kapitel begegnen wir solchen Gleichungen, einem grundlegenden Kon-
zept dieser Vorlesung, zum ersten Mal. Am Ende dieses Teils sollten Sie dann wissen,
was lineare Gleichungssysteme sind und wie man diese systematisch 16sen kann.

3.1 Lineare Gleichungen: Beispiele

In der Mathematik treten Gleichung in verschiedender Form auf. So sind etwa Iden-
titdten allgemeingiiltig:

e Fiir den Umfang U eines Kreises vom Radius R gilt immer U = 27 R.

e Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenldngen a, b und Hypothenusenlénge

c gilt immer der Satz von Pythagoras a® + b* = 2.

e Fiir die Zahlen 0, 1, e, 7 und die imagindre Einheit i = /—1 gilt die Eulersche
Identitét €™ + 1 = 0.

Dagegen gelten Bestimmungsgleichungen jeweils nur fiir gewisse Werte, eben die
Loésungen, aus einer vorgegebenen Grundmenge:

e 72 = 2 hat keine Losung in der Grundmenge der natiirlichen Zahlen N =
{1,2,3,...}, aber die Losungen ++v/2 und —v/2 in der Grundmenge R der
reellen Zahlen.

o °+y? =1 gilt fiir alle Punkte (x,y) auf dem Kreis mit Radius 1 und Zentrum
(0,0) in der zy-Ebene.
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Zentraler Gegenstand der linearen Algebra sind Bestimmungsgleichungen von relativ
einfacher Bauart, sogenannte lineare Gleichungen, wie etwa = + y = 2. Geome-
trisch ist die Menge der Losungen dieser Gleichung die Gerade g; in der xy-Ebene.

AN
N

g1

Y

N

Solche Gleichungen treten in vielen alltdglichen Situationen auf. Zum Beispiel bei
der Frage: In welchem Verhéltnis muss man eine 20%-ige Losung und eine 70%-ige
Losung mischen, um eine 30%-ige Losung zu erhalten?

Ein (lineares) Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen.
Das Gleichungssystem
r+y=2 (3.1)
r—y=1
beschreibt die Geraden g;und gs.

Die Losungsmenge ist die Menge aller Punkte der xy-Ebene, die simultan beide
Gleichungen erfiillen, also sowohl auf g; als auch auf g, liegen. Aus der Abbildung
sieht man, dass die Losungsmenge L nur aus dem Punkt p besteht: L = {p}.
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Um p zu bestimmen, kann man formal so vorgehen: Aus (3.2)) folgt y = x — 1.
Eingesetzt in (3.1)) erhalten wir « + (z — 1) = 2, also 2z = 3 oder = 3 und damit
y=r—-1=2-1=1 dhp=(33).

Zwei Gerade in der Ebene kénnen auch parallel sein, z.B. sind

r+y=2
r+y=0

parallel.

N

AN

\ T

Es gibt also keine Schnittpunkte, was wiederum bedeutet, dass das Gleichungssystem
keine Losung hat: £ = ().

Fiir das System

T+y=2
3r+3y =6

fallen beide Geraden zusammen und alle Punkte der Geraden sind ,,Schnittpunkte®:
das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

Anstatt lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten (oder Variablen) kénnen wir
natiirlich auch solche mit dre: Unbekannten z, y und z betrachten, etwa

rT+y+z=-6 (3.3)
T+ 2y + 3z = —10.

Geometrisch sind das zwei Ebenen im xyz-Raum.
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Aus der Abbildung sieht man, dass sich diese Ebenen in einer Geraden schneiden.

Wie kann man diese Schnittgerade, also die Losungsmenge des Systems (3.3]) und
(3.4), formal bestimmen?

Aus folgt © = —2y—32—10, in eingesetzt also (—2y—3z—10)+y+2z = —6
oder vereinfacht —y—2z =4, alsoy = —2z—4und r = —2(—22—4)—32—10 = z—2.
Dabei ist die Variable z beliebig wihlbar. Wir erhalten eine Parametrisierung der
Losungsmenge (oder, geometrisch, der Schnittgeraden):

L={(t—2, =2t —4, t) | t eine beliebige reelle Zahl}.

Zwei Ebenen kénnen auch parallel sein. Das Gleichungssystem hat dann keine Losung,
d.h. L =10, z.B.

T+y+z=-6
r+y+z=0.

Oder die Ebenen kénnen zusammenfallen und man hat unendlich viele Losungen,
z.B.

r+y+z=-6

—r -y —z=
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Damit man genau eine Losung (also, geometrisch, genau einen Schnittpunkt) erhilt,
benétigt man drei Ebenen, z.B. hat

r+y+z=-06
r+2y+32=-10
20 + 3y + 62 = —18

die Losungsmenge L = {(—3, -2, —1)}.

In der Praxis hat man es oft mit linearen Gleichungssystemen mit sehr vielen (z.B.
200) Unbestimmten zu tun und es stellt sich die Frage, ob, und wenn ja, wie man
solche Systeme l6sen kann. Ziel der linearen Algebra ist es deshalb, die allgemeinen
Strukturen, die solchen linearen Gleichungssystemen zugrunde liegen, zu finden und
systematisch zu analysieren. Dazu machen wir einen (in der Mathematik typischen)
allgemeinen Ansatz.

3.2 Lineare Gleichungensysteme: allgemein

In den vorhergehenden Beispielen konnten wir die Losungen der Gleichungssysteme
mit zwei Unbestimmten z,y bzw. drei Unbestimmten z,y, z geometrisch als Punkte
in der ,Ebene® R? bzw. im ,,Raum* R? auffassen. Fiir Gleichungssysteme mit n Un-
bestimmten x4, ..., x, definieren wir den reellen Standardraum R" als die Menge
aller reellen n-Tupel,

R" ={(z1,...,2,) | x1,..., 2, € R}.

Die (rellen) Losungen fiir Gleichungssysteme in n Unbestimmten sind dann Elemente
oder Punkte im Standardraum R™.

Definition 3.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und

n Unbestimmten x4, ..., x, ist gegeben durch
ajiry + Qs + ... + ap, = bl
anTi + apry + ... + awT, = b
(3.5)
Am1T1 + AmaTs + ...+ QunTn = bnp
Die a;j,b; firi =1,...,mund j = 1,...,n heiflen Koeffizienten und sind gegebene

reelle Zahlen. Die z; fiir j = 1, ..., n heilen Unbestimmte (oder Unbekannte oder
Variablen) und sind gesucht.

Sind in (3.5) alle b, = 0 (¢ = 1,...,m), so heifit das LGS homogen, und sonst
inhomogen.
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Definition 3.2 Die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems (3.5)
ist die Teilmenge L von R™ bstehend aus allen n-Tupeln (z1,...,x,), die bei ge-
gebenen Koeffizienten a;;,b; (i =1,...,m und j = 1,...,n) alle m Gleichungen in

(3.5) simultan erfiillen.

Wie soll man nun vorgehen, um Losungen des LGS (3.5)) zu finden? Dazu definieren
wir zunéchst einfache Manipulationen des Systems:

Definition 3.3 Elementar-Operationen fiir das LGS (3.5) sind Umformungen
der folgenden Art

(I) Vertauschen von zwei Gleichungen.
(IT) Ersetzen einer Gleichung durch ihr A-faches mit A € R und A\ # 0.

(III) Ersetzen der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten und dem A-fachen der
j-ten Gleichung (7 # j, A € R).

Die Niitzlichkeit dieser Umformungen liegt in folgender Tatsache

Satz 3.4 Die Losungsmenge L des LGS wird bei einer Elementar-Operation
nicht gedndert.

Wie immer in der Mathematik muss man eine solche Behauptung beweisen!

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass eine einzige Zeilenumformung vom Typ (I), (II)
oder (IIT) die Losungsmenge nicht dndert, denn dann &ndern auch wiederholte der-
artige Umformungen nichts.

Fiir Typ (I) ist dies klar, denn die Reihenfolge der Gleichungen &ndert nichts an der
Tatsachen, dass alle simultan erfiillt sein miissen.

Typ (II): Erfillt z = (24, ..., z,) die Gleichung
a1+ -+ Qin®y = b,

so auch
)\Cbill'l —f- s + /\amxn = >\bz

Gilt umgekehrt fiir © = (21,...,x,) die Gleichung
)\aﬂxl + -t )\(Zml'n = )\bl,

so kann man durch A dividieren (hier braucht man A # 0) und sieht, dass z =
(x1,...,2,) auch die urspriingliche Gleichung

a1 Ty + - F Ty, =0b;
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erfiillt.

Bei einer Umformung vom Typ (III) sind nur die Gleichungen i und j betroffen.
Daher geniigt es, zu zeigen, dass die beiden Systeme

air1 + apTey + ...+ Gpr, = b (%)
;121 + Q229 + ... + Ajinln = bj
und
;111 + ;29 + ... + AinTn = bz (**)
(ajl + )\ail)xl —|— (CL]'Q —|— )\CLZ'Q)[L'Q —|— Ce + (ajn —|— )\am)xn = bj + )\bz

die gleiche Losungsmenge haben. Erfiillt aber z = (x4, ..., x,) die Gleichungen ,
so erfiillt 2 auch die erste Gleichung von (). Durch Addition des -fachen der ersten
Gleichung von zur zweiten Gleichung folgt, dass x auch die zweite Gleichung von
erfiillt. Umgekehrt folgt durch Subtraktion des A-fachens der ersten Gleichung
aus von der zweiten aus auch die zweite Gleichung von (). Damit folgt,
dass ein z, das erfiillt auch erfiillt. |

Nach Satz 3.4 kann man (mindestens im Prinzip) ein ,kompliziertes“ LGS in ein
weinfacheres” umformen.

3.3 Wie man ein LGS lésen kann: Der Gaufische Algorith-
mus

Ein systematisches Verfahren (Algorithmus) zur Losung eines allgemeinen linearen
Gleichungssystems geht auf Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) zuriick. Das Prinzip
war aber chinesischen Mathematikern schon vor mehr als 2000 Jahren bekannt.

3.3.1 Zuerst ein Beispiel

Wir fithren das GauBsche Verfahren zunéchst anhand von Beispielen vor.

Beispiel 3.5 Wir betrachten folgendes reelles LGS, das einen Parameter a € R
enthélt.

r + ro — 3wz + x4 = 1
21’1 + T9 + T3 — Ty =

2ZE2 — 13!)33 + Ty = —1

200 — wx9 + 1ldx3 — 224 = «a

1. Schritt: Wir addieren das (—2)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und vierten
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Gleichung und erhalten

ry + X9 — 31’3 + x4 = 1

n
— 29 + Txs — 3x4 = —2j 2 -3
2272 — 13273 + x4 = —1 <—j+
— 3wy + 2023 — 4dry = a—2 J-ﬁ-
2. Schritt: Wir addieren die oben angegebenen Vielfachen der zweiten Gleichung zu
den anderen Gleichungen und multiplizieren die zweite Gleichung schliefilich noch

1 + 41’3 — 2234 = —1 +
To — Txs + 3ry = 2 ] +
XT3 — 51‘4 = -5 - 7
— 23 + OSr4 = a+4 <—j +
3. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zu den
anderen Gleichungen:

mit —1:

T + ]_81]4 = 19
Ty - 32z, = —-33
r3 — bxry = -9
Ory = a-—1.

Damit ist das Verfahren beendet. Nach Satz hat das LGS, von dem wir ausge-
gangen sind, dieselbe Losungsmenge wie das zuletzt erhaltene LGS. Aus der letzten
Gleichung ergibt sich, dass das LGS fiir a # 1 unlésbar ist. Fiir a = 1 ist das LGS
l6sbar; die Losungsmenge lasst sich aus

ry = 19— 18z,
Ty = —33+4 3224
r3 = -5+ 5334

unmittelbar ablesen. Man sieht, dass x4 beliebig wahlbar ist, wéhrend x4, x5, x3 nach
Wahl von x4 eindeutig bestimmt sind. Schreiben wir noch ¢ anstelle von x4, so lasst
sich jedes Element x der Losungsmenge L folgendermafien darstellen:

(1, 29, 3, 24) = (19, —33,—=5,0) + t(—18,32,5,1)

oder
r=u-+tv, t e R.

Beobachtung: u = (19, —33,—5,0) ist eine Losung des LGS und v = (—18,32,5,1)
eine Losung des zugehorigen homogenen LGS.
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3.3.2 Die wesentlichen Daten: Matrizen

Die durchgefiihrten Elementaroperationen verdndern lediglich die Koeffizienten des
LGS. Wenn also die Zugehorigkeit der Koeffizienten zu den Variablen klar ist, kann
man sich das Schreiben der Variablen x1,...,x, ersparen. Zu diesem Zweck fiithren
wir die 6konomische Matrixschreibweise ein.

Definition 3.6 Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten ist ein rechteckiges

Schema von m mal n Zahlen a;; mit ¢ =1,...,mund j = 1,...,n der Form
11 A2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2p
Am1 Am2  *° Qmp

Merkregel fir die Reihenfolge der Indizes: | Zeile zuerst, Spalte spéter. ‘

Einem linearen Gleichungssystem kann man wie folgt eine Matrix zuordnen: Im
»Schnittpunkt® der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte hat die Matrix des LGS ({3.5)
den Eintrag a;;.

11 Az - Qip
Q21 Q22 -+ Q2p

(3.6)
Am1 Am2 - Qmp

Die erweiterte Matrix des LGS ({3.5) enthilt als letzte Spalte zusétzlich by, . . ., by,:

ayy a2 0 Qi by
a1 Qg -+ Ao, by

(3.7)
Am1 Qm2 - Amn bm

Beispiel 3.7 Wir betrachten das reelle LGS

209 + 4dx3 — 224 + x5 + Txg = —1
I + x3 + 3ZE4 — Ty = 1
r1 + x 4+ 3x3 + 214 + x¢ = 1

To 4+ 23 — x4 — x5 — xg = 1
3x1 4+ 2x9 + Txs + Try — x5 — 216 = a
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mit der erweiterten Matrix

024 -2 1 7T =1

1 01 3 0o -1 1 -1 —31
113 2 0 1 1 1+
012 -1 -1 -1 1

327 7T =1 =2 a +

1. Schritt: Wir addieren das (—1)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile)
zur dritten und das (—3)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile) zur letzten.
Schlieflich vertauschen wir noch die ersten beiden Gleichungen, damit die Eins links
oben steht, und erhalten folgende Matrix:

01 3 0 -1 1

2 4 -2 1 7 -1 +

1 2 —1 O 2 0 j—2 -1 —21
1 2 -1 —1 -1 1 4+

24 -2 -1 1 a-—3 +

2. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zur zwei-

S OO O =

ten, vierten und fiinften Gleichung. Dann vertauschen wir noch die zweite und dritte
Gleichung, damit die Eins links oben im ,, Késtchen* steht, und erhalten

101 3 0 -1 1

012 -1 0 2 0

000 O 1 3 -1

oo0oo0o o -1 =3 1 1+
o000 0 -1 -3 a—-3 +

3. Schritt: Wegen den Nullen in der dritten und vierten Spalte kénnen wir die dritte
und vierte Variable {iberspringen. Wir addieren die dritte Gleichung zur vierten und
fiinften Gleichung und bekommen

101 3 0 -1 1
012 —-10 2 0
000 0 1 3 —1
000 0 0 O 0
000 O 0 0 a—4

Das Verfahren ist damit beendet. Das zugehorige LGS

1 + 3 + 324 — x5 = 1
Ty + 2x3 — X4 + 2z = 0

x5 + 3xg = —1

Org = 0

Oxrg = a—4
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hat dieselbe Losungsmenge wie das Ausgangssystem und ist fiir @ # 4 unlosbar, fiir
a = 4 losbar. Die Losungsmenge lasst sich (fiir a = 4) aus

r1 = 1 — Tr3 — 31‘4 + T
Ty = — 2x3 + x4 — 2z
Ty = — 1 — 3%6

ablesen: Setzen wir x3 = tq, x4 = to, 16 = t3, S0 bekommt man

ry = 1 - tl — 3t2 + t3
To = — 2t1 + t2 — 2t3
r3 = tl
Ty = t2 ’
Ty = -1 - 3t3
T = l3
und die Losungsmenge besteht aus allen Elementen z = (x1,...,16) € R®, die sich

darstellen lassen als
x:u+tlvl+t21}2+t3v3 mit tl,tg,tgeR

mit
u=(1,0,0,0,-1,0), v =(—1,-2,1,0,0,0),

Vg = (_3717071a070)7 U3 = (1,_2,0,0,—3,1).

3.3.3 Das allgemeine Vorgehen

Gegeben sei das relle LGS (3.5) mit m,n € N und reellen Koeffizienten a;, b; und
der erweiterten Matrix (3.7)).

Ziel ist es, die erweiterte Matrix (A | b) durch elementare Zeilenoperationen moglichst
zu vereinfachen, d.h. moglichst viele Eintrdge zu Null (oder Eins) zu machen.

Der Fall, dass alle a;; Null sind, ist uninteressant: Dann ist ndmlich entweder ({3.5])
unlosbar (falls es ein b; # 0 gibt), oder die Losungsmenge ist R™ (falls alle b; = 0
sind). Wir werden also im Folgenden annehmen, dass es mindestens ein a;, # 0 gibt.

1. Schritt: Ist ein Element a;; in der ersten Spalte von von Null verschieden, so
lasst sich (notigenfalls durch eine Vertauschung (I)) erreichen, dass aq; # 0. Weiter
kann man durch Elementaroperationen (II) und (III) erreichen, dass a;; = 1 und
a;; = 0: Man multipliziert dazu die 1. Zeile mit i und addiert zur i-ten Zeile das
—aji-fache der ersten Zeile (i = 2,...,m). Sind dagegen alle Elemente der ersten
Spalte Null und kommt in der k-ten Spalte zum ersten Mal ein von Null verschiedenes
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Element vor, so kann man entsprechend ay, = 1, ajz =0 (i = 2,...,m) erreichen.
(3.5) geht somit im ersten Schritt iiber in

0 - 01 ajyy - ayy B
0 a/27k+1 e a/2n bl2 (38)
0O --- 00 a/me—H ceeoal b

2. Schritt: Ist mindestens eins der a;j mit ¢ > 2 und 7 > k41 von Null verschieden,
so verfahrt man wie beim ersten Schritt und erhélt eine erweiterte Matrix der Form

0 -+ 0 1 % -+ % % % --- % %
00 --- 01 % -+ % x
0O - 000 -+ 0 0 * -+ % %
Gibt es noch von Null verschiedene Koeffizienten in den Zeilen 3,4, ... (mit Aus-

nahme der Elemente in der letzten Spalte), so folgt in entsprechender Weise ein 3.
Schritt usw.

Das Verfahren ist beendet, wenn entweder in den letzten Zeilen nur noch Nullen
stehen (bis auf die Elemente in der letzten Spalte) oder wenn man mit der zuletzt
erhaltenen Eins die letzte Spalte oder Zeile der einfachen (d.h. nicht erweiterten)
Matrix erreicht hat. Die Endgestalt der Matrix hat schliellich folgende Zeilen-
Stufen-Form:

0 -+« O]1 % -+ % % %--o% x x -+ x| ¢
00 -+ 0|1 *---x
0 x : :
1 % - *| ¢ . (3.10)
00 -+ 0]crpa
0 000 00 0 0 0| cm

Aus ([3.10) liest man ab:

Folgerung 3.8 Das zu (3.1()) gehorige LGS und damit nach Satz(3.4 auch das LGS
ist genau dann Ibsbar, wenn gilt ¢,11 = Cryo = ... = ¢, = 0.
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Durch weitere Zeilenumformungen kann man erreichen, dass oberhalb der Einsen
iiberall Nullen stehen. So erhalt man schlieflich die Gauf3sche Normalform des

LGS :

0 --- 0l1 % -+« % 0 %---% 0 % x| dy
00 -+ 01 *---x% :
: 0 0
1 =* x| d,
00 - 0| dr1
0 000 - 00 00 - 0] dn

(3.11)

Parametrisierung der Losungsmenge: Falls das zu (3.11)) bzw. (3.5 gehorige
LGS I6sbar ist (also d,41 = ... = d,, = 0), so lassen sich alle Losungen von ({3.5)) an

(3.11) ablesen.

Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Gauf3ische Normalform

folgende Gestalt hat

1 0 0 0 alll,'r‘—i-l a/ll,n—r dl

0] 1 0 :

0 0|1

0 0 1 a;",,r—‘rl a;ﬂ/,n—r dT
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

(3.12)

Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der Un-

bekannten des LGS, kann man das stets erreichen.

Man wihlt dann (wie im Beispiel) ¢4, ...,t,—, € R als Parameter und setzt

Tpy1 =11, Tpypo i =1g, ...

y T = tp—p.
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Aus (3.12)) erhélt man dann fiir die restlichen r» Unbekannten:

_ " 7
L1 = di — Qrpy1 — 70 T bn—r a1 m—r
_ " 7
Ly = d — Qppy1 — 70— ln—r App—r
(3.13)
Try1 = 131
Tn = bn—r

Durchlaufen t¢q,...,t,_, jeweils alle reellen Zahlen, so erhdlt man mit (3.13)) alle
Losungen von (3.5). Fir ¢, = ... = t,_, = 0 ergibt sich speziell die Losung = =
(dy,...,d,0,...,0).

Folgerung 3.9 Ein homogenes LGS mit mehr Unbekannten als Gleichungen (n >
m ) ist immer nichtrivial I6sbar (d.h. hat nicht nur die Null-Lésung).

3.4 Einige weiterfithrende Fragen

e Wir haben in diesem Abschnitt bereits die Begriffe Menge, Teilmenge, Losungs-
menge verwendet und sind ,intuitiv® damit umgegangen. Wie lassen sich diese
Begriffe prézisieren, welche Schreibweisen gibt es dafiir und welche Operatio-
nen kann man mit Mengen ausfiithren?

e Wie kann man das logische Schliefien (etwa im Beweis von Satz systema-
tisieren und iibersichtlich darstellen? Was fiir logische Operationen gibt es?
Was fiir Beweis-Methoden gibt es?

e Gibt es noch weitere ,,Zahlbereiche“, mit denen man formal wie mit den reellen
oder den rationalen Zahlen rechnen kann?

e Kann man herausfinden, ob ein gegebenes lineares Gleichungssystem eine Losung
hat, ohne den Gauflschen Algorithmus durchzufiihren? Kann man a priori et-
was iiber die mogliche Anzahl der Losungen sagen? (Gibt es z.B. ein LGS,
dessen Losungsmenge genau zwei Elemente enthélt?)

e Was sind die algemeinen Eigenschaften (Struktur) der Losungsmenge eines

LGS?
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Teil 11
Grundlegende Begriffe

In diesem Kapitel fithren wir einige Begiffe und Bezeichnungen ein, die nicht nur fiir
die Lineare Algebra, sondern fiir die gesamte Mathematik grundlegend sind: Logi-
sche Begriffe sind unentbehrlich, um mathematische Aussagen prézise zu fassen und
neue deduktiv herzuleiten. Die Objekte der Mathematik lassen sich zweckméfig als
Mengen beschreiben. Mittels Abbildungen kann man Beziehungen zwischen einzelnen
Mengen beschreiben.

Unser Ziel ist eine kurze Vorstellung der Konzepte und die Festlegung von Sprech-
weise und Notation anhand von Beispielen. Wir verzichten auf eine systematische
Einfiihrung in die Gebiete ,,Logik* und ,Mengenlehre* und verweisen z.B. auf die
Biicher von Tarski [16] und Halmos [11].

4 Logik und Mengenlehre: ein Steilkurs

4.1 Logik

In der Aussagenlogik werden aus ,elementaren” Aussagen und logischen Ver-
kniipfungen neue Aussagen zusammengesetzt.

Beispiel 4.1 Zwei Beispiele fiir Aussagen sind: Es ist Nacht und 3 ist eine natiirliche
Zahl.

Logische Verkniipfungen sind

Symbol Name Sprechweise
A Konjunktion ,und*
Vv Disjunktion ,oder®
- Negation ,nicht®
= Implikation  , daraus folgt*®
& Aquivalenz ~ ,ist dquivalent zu*

Durch Negation einer ,,wahren“ Aussage erhélt man eine , falsche* und durch Nega-
tion einer falschen Aussage erhilt man eine wahre.

Beispiel 4.2 Bezeichnet A die Aussage —1 ist eine natiirliche Zahl, so ist A falsch,
ihre Negation —A (gesprochen ,nicht A“) ist eine wahre Aussage. ~A ldsst sich
umgangssprachlich formulieren als —1 ist keine natiirliche Zahl.
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Beispiel 4.3 Im Satz In der Nacht sind alle Katzen grau lassen sich zwei Teil-Aussagen
erkennen, namlich N := Es ist Nacht und K := Alle Katzen sind grau. (Das Zeichen
:= bedeutet, dass der links stehende Ausdruck durch den rechts stehenden Ausdruck
definiert wird.)

Diese beiden Aussagen sind durch eine Implikation verkniipft, was man deutlicher
sieht, wenn man den Satz umformuliert in Wenn es Nacht ist, dann sind alle Kat-
zen grau. Mit Hilfe der logischen Verkniipfung = (gesprochen ,daraus folgt“ oder
»impliziert*) ldsst sich der Satz also folgendermaflen schreiben:

N =K.

Wir haben hier aus den beiden elementaren Aussagen N und K mit Hilfe der logi-
schen Verkniipfung = eine neue, zusammengesetzte Aussage erzeugt.

Weitaus weniger gebraduchlich als die fiinf oben genannten Verkniipfungen ist das
Zeichen V fiir ,entweder-oder”.

Wenn man mehr als zwei elementare Aussagen zu zusammengesetzten Aussagen
verkniipft, muss man auf korrekte Klammerung der einzelnen Aussagen achten, wie
man an folgendem Beispiel beobachten kann.

Beispiel 4.4 Zu den oben eingefiihrten elementaren Aussagen N und K nehmen
wir noch eine weitere Aussage hinzu: R := Es regnet. Mit diesen Aussagen bilden
wir die beiden Aussagen

NA(R=K) und (NAR)= K. (4.1)

Die beiden Aussagen sind sehr verschieden: die erste kann man lesen als Es ist Nacht
und wenn es regnet, sind alle Katzen grau. Die zweite Aussage lautet etwa In regneri-
schen Nachten sind alle Katzen grau. Dass die beiden Aussagen wirklich verschieden
sind, werden wir in Beispiel 4.6 noch genauer verstehen.

Der Wahrheitswert von zusammengesetzten Aussagen wird aus den Wahrheitswer-
ten der einzelnen elementaren Aussagen abgeleitet. Das geschieht mittels Wahr-
heitstafeln, die angeben, in welchen Féllen eine zusammengesetzte Aussage den
Wahrheitswert ,,wahr“ (w) oder ,falsch* (f) annimmt. Die Wahrheitstafeln fiir die
einzelnen Verkniipfungen lauten wie folgt:

D|E|DAE D|E|DVE

w|w W w|w W E | -FE
w | f f w | f w w | f
f|w f f|w w fl| w
f|f f f|f f
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D|E|D=FE D|E|DsE D|E|DVFE
w | w w w | w w w | w f
w | f f w | f f w | f w
flw w f|w f flw w
f|f w f ] f w f|f f

Die erste Wahrheitstafel gibt beispielsweise an, dass die Aussage D A E nur dann
wahr ist, wenn sowohl D als auch F wahr sind. Die Disjunktion von D und F ist
hingegen nur dann falsch, wenn sowohl D als auch E falsch sind. Damit DV E wahr
ist, muss mindestens eine der beiden Aussagen wahr sein. Im Gegensatz dazu ist die
Aussage DV F nur wahr, wenn genau eine von beiden wahr ist, da sich die Aussagen

gegenseitig ausschlieflen.

Bemerkung 4.5 Beachten Sie, dass die Aussage D = FE wahr ist, auch wenn
D falsch ist und zwar unabhingig vom Wahrheitswert von E. Umgangssprachlich
formuliert: ,,Aus einer falschen Aussage kann man alles folgern*.

Beispiel 4.6

1. Ist A die Aussage —1 ist eine natiirliche Zahl und B die Aussage 3 ist eine
natiirliche Zahl, dann ist die Aussage A = B (Wenn —1 eine natiirliche Zahl
ist, dann ist 3 eine natiirliche Zahl) wahr, denn eine Implikation D = E hat
den Wahrheitswert w, falls D den Wahrheitswert f hat. Die Aussage A A B
(also: —1 und 3 sind beides natiirliche Zahlen) ist falsch (da mindestens eine der
beiden Aussagen falsch ist, in diesem Fall A) und die Aussage AV B ist wahr
(da mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist, in diesem Fall B.)

2. Wenn die Aussagen N und R im obigen Beispiel falsch sind (Es ist nicht Nacht
bzw. Es regnet nicht), dann ist die Aussage N A (R = K) falsch (da eine
Konjunktion D A E den Wahrheitswert f hat, wenn eine der beiden Aussagen
den Wahrheitswert f hat). Die Aussage (N A R) = K ist in diesem Fall jedoch
wahr (da eine Implikation D = E den Wahrheitswert w hat, falls D den
Wahrheitswert f hat). Die Aussagen in (4.1]) sind also tatséchlich verschieden.

Eine Verallgemeinerung der Aussagenlogik ist die Pradikatenlogik.

Hier betrachtet man allgemeine Aussageformen, die nach dem Einsetzen eines
Elementes aus einer gegebenen Menge zu Aussagen im Sinne der Aussagenlogik
werden.
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Beispiel 4.7

1.

Aq(z) := x ist eine natiirliche Zahl ist eine Aussageform auf der Menge Z der
ganzen Zahlen. Die Gréfle x bezeichnet man hier als Variable der Aussageform
Aj. Setzt man eine ganze Zahl fiir x ein, so erhélt man eine Aussage, z.B. ist
A1 (3) die Aussage 3 ist eine natiirliche Zahl und A;(—1) die Aussage —1 ist eine
natiirliche Zahl.

. As(x) := (z + x = 2x) ist eine Aussageform auf der Menge der ganzen Zahlen

7., die beim Einsetzen eines beliebigen Elementes von Z fiir x immer eine wahre
Aussage ergibt. Eine solche Aussageform nennt man allgemeingiiltig.

. As(x) == (3 < z) A (z < 5) ist eine Aussageform auf Z, die zwar nicht allge-

meingiiltig, aber immerhin erfiillbar ist, d.h. es gibt mindestens ein Element
der Grundmenge, fiir das die Aussage wahr ist. In diesem Beispiel etwa ist
A3(4) eine wahre und A3(1) eine falsche Aussage.

. G(n, k) := In der Nacht n ist Katze k grau ist eine (zweistellige) Aussageform

auf der Grundmenge, die aus allen Paaren (n, k) aus Néchten n und Katzen k
besteht.

. T(x,y) := x ist ein Teiler von y ist eine Aussageform auf der Menge aller Paare

von natiirlichen Zahlen. Z.B. ist T'(4,12) eine wahre Aussage und 7'(1,y) eine
allgemeingiiltige Aussageform auf der Menge der natiirlichen Zahlen.

Sind die Koeffizienten a;; und b; mit 2 = 1,...,m und j = 1,...,n fest vor-
gegeben, so ist A(x) := z ist Losung des LGS ([3.5)) eine Aussageform auf der
Menge R™ aller reellen n-Tupel z = (z1,...,x,). In dieser Sprechweise ist das

LGS genau dann losbar, wenn A(x) eine erfiillbare Aussageform ist.

Die Variablen in einer Aussageform werden oft quantifiziert mit Hilfe des Exis-
tenzquantors 3 (gesprochen , Es gibt ein...“) und des Allquantors V (gesprochen
LFir alle...”).

Beispiel 4.8

1.

2.

dx € Z : Asz(x) liest sich als Es gibt eine ganze Zahl z, so dass gilt: 3 < z
und z < 5 und ist eine wahre Aussage, da beispielsweise Az(4) wahr ist. Die
Aussage Vo € Z : As(x) liest sich als Fiir alle ganzen Zahlen z gilt: 3 < z und
x < 5 und ist eine falsche Aussage.

Vo € N Jy € N: T(x,y) ist eine wahre Aussage, da es zu jeder natiirli-
chen Zahl x mindestens eine Zahl y gibt, deren Teiler sie ist; man setze z.B.
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y = 2z. Die Aussage 3y € N Vo € N : T(z,y) ist eine falsche Aussage;
in Umgangssprache formuliert lautet sie Es gibt eine natiirliche Zahl y, die von
allen natiirlichen Zahlen geteilt wird.

Bemerkung 4.9 Anhand des letzten Beispiel kann man sehen, dass die Reihenfolge
der einzelnen Quantifizierungen der Variablen entscheidend ist: Vo € N dy € N :
T(x,y) ist eine ganz andere Aussage als 3y € NV € N: T(x,y).

Ein weiterer Quantor ist 3;, der ,Es gibt genau ein ... bedeutet. Fiir eine Aussa-
geform E(x) auf der Grundmenge M ist 3y € M : E(x) genau dann eine wahre
Aussage, wenn es genau ein Element x in M gibt, fiir das die Aussage F(z) wahr
ist.

4.2 Mengen

Bei der Untersuchung von mathematischen Strukturen werden aus gegebenen Kon-
zepten neue aufgebaut. Verfolgt man diesen Prozess zuriick, so sto6f§t man zwangsléu-
fig auf Grundbegriffe, die mathematisch nicht weiter erklart werden konnen. Man
kann solche Begriffe nur dadurch festlegen, dass man den Umgang mit ihnen durch
Gesetze (sogenannte Axiome) regelt.

Grundlegend fiir die gesamte Mathematik ist der Begriff der Meenge. Der Begriinder
der Mengenlehre, Georg Cantor (1845-1918), hatte noch definiert:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
,Elemente® von M genannt werden) zu einem Ganzen.

In der modernen Mathematik verzichtet man auf eine Definition des Begriffs ,, Menge*
und verwendet ihn als Grundbegriff. Um Widerspriiche zu vermeiden wird gefordert,
dass eine Menge sich nicht selbst als Element enthalten darf. Mehr iiber den axio-
matischen Aufbau der Mengenlehre und dabei mogliche Widerspriiche findet man
in dem Buch von Halmos [11].

Ist ein ,,Objekt* a in einer Menge M enthalten, schreiben wir a € M (lies ,,a Element
M*), andernfalls a ¢ M (lies ,,a nicht Element M*).

Mengen kann man beschreiben durch Auflisten ihrer Elemente, z.B. M = {1, 2, 3,4, 5}
oder durch Auswahl bestimmter Elemente einer Grundmenge G mit Hilfe einer Aus-
sageform A(x) auf G, zB. G = N und M = {n € N | 1 <n < 5}. Die allgemeine
Schreibweise ist M = {x € G| A(x)} mit einer Grundmenge G und einer Aussage-
form A(z) auf G.
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Beispiel 4.10

1. die leere Menge () = {}, die keine Elemente enthilt.

2. die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}. Nehmen wir die Null hinzu, so
schreiben wir Ny := N U {0}.

3. die ganzen Zahlen 7 = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
4. die rationalen ZahlenAus Zeitgriinden Q = {% | p,q € Z,q # 0}.

5. die reellen Zahlen R, deren Konstruktion in der Vorlesung ,, Analysis I* de-
tailiert behandelt wird.

6. die komplexen Zahlen C = {z +iy | z,y € R,i = v/—1}. Sie werden spéter
in Abschnitt néher vorgestellt.

7. Die Losungsmenge L des LGS (3.5) bei vorgegebenen (reellen) Koeffizienten
a;; und b; lasst sich mit Hilfe der Aussageform A(x) = x ist Losung des LGS
(3.5) ausdriicken als L = {z € R™| A(x)}.

A heifit Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch in B liegt, wenn also
aus x € A folgt € B. Die Menge B heifit dann Obermenge von A. Wir schreiben
A C B oder B D A. Dabei kann A echte oder unechte Teilmenge von B sein, je
nachdem, ob A # B oder A = B ist. Man nennt C das Inklusionszeichen.

Zwei Mengen M; und M, sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen, d.h.
wenn fiir jedes x gilt:

Aus x € M, folgt x € M, und aus x € M, folgt x € M; .

Es gilt also M} = M; genau dann, wenn M; C My und My C M;.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit Potenzmenge
PM):={A|AcC M}.

Der Name erklart sich aus folgendem Beispiel:

Ist M eine endliche Menge mit k Elementen, so ist P(M) eine Menge mit 2% Ele-
mente. Z.B. ist die Potenzmenge der Menge M = {1,2,3} die Menge

P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} }

mit 23 = 8 Elementen.
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Der Durchschnitt der Mengen A, B ist die Menge
ANB:={z |z € ANz € B}.

Ein Element liegt also genau dann im Durchschnitt von A und B, wenn es sowohl in
A als auch in B liegt. Ist der Durchschnitt AN B leer, so heifen A und B disjunkt.

Der Vereinigung der Mengen A, B ist die Menge
AUB:={z|zre€ AVz e B}.

Ein Element liegt also in der Vereinigungsmenge AU B, wenn es wenigstens in einer
der beiden Mengen liegt.

Bemerkung 4.11 Eigenschaften von U, N:
e ANB=BNAund AUB=BUA (Kommutativgesetze)
e (ANB)NC = An(BNC)und (AUB)UC = AU(BUC) (Assoziativgesetze)

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)und AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(Distributivgesetze)

Unter dem (cartesischen) Produkt der Mengen A, B versteht man die Menge
Ax B:={(z,y)|xr € ANy € B}.

Dabei ist (z,y) ein geordnetes Paar, und (z,y) = (2/,y') gilt genau dann, wenn
r =2 und y = ¢/. Ein Beispiel ist R* = R x R x R.

Die Differenz der Mengen A, B ist die Menge
AB:={z|re ANz & B}.

Ist insbesondere A die Grundmenge G, so nennt man B¢ := G\B das Komple-
ment:

B¢ ={z |z ¢ B}.
Bemerkung 4.12 Es gelten die Formeln
AA=0, ANnA°=0, AUA =G, (A)°=A,
sowie die Regeln von de Morgan

(AUB)=A°NB°, (ANB)° = A°UB".
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Durchschnitt und Vereinigung lassen sich auch von mehr als zwei Mengen bilden,
indem man die obigen Definitionen sinngeméf iibertriagt. Sei M eine Menge von
Mengen, z.B. M C P(A) fiir eine Menge A.

Der Durchschnitt aller Mengen B des Mengensystems M (M = () ist die Menge

ﬂB::{x]fﬁralleBEMgiltxeB}:{x|‘v’B€M:x€B}.
BeM

Sie besteht aus denjenigen Elementen z, die zu allen Mengen B € M gehoren.

Die Vereinigung aller Mengen M € M ist die Menge

UB::{:B|esgibteinB€Mmitx€B}:{x|EIBEJ\/[:xEB}.
BeM

Sie besteht aus denjenigen Elementen z, die zu mindestens einer Menge B € M
gehoren.

4.3 Beweisprinzipien

Mathematische (Lehr-)Sétze sind wenn-dann-Aussagen. Aus einer gegebenen Aus-
sage V (der Voraussetzung) wird mittels logischer Gesetze eine andere Aussage
B (die Behauptung) abgeleitet; die Darstellung dieser Ableitung ist der Beweis.
Formal hat also jede mathematische Aussage die Gestalt V' = B und der Zweck des
Beweises ist, diese Implikation mit den Mitteln der Logik nachzuweisen. Dafiir gibt
es verschiedene Methoden; die gebréuchlichsten sind

e direkter Beweis: Aus der Voraussetzung wird die Behauptung , direkt* be-
wiesen. Ein Beispiel ist Satz [3.4

e indirekter Beweis: Hier benutzt man die Tatsache, dass die Implikation
V' = B gleichwertig ist mit der Implikation =B = —V. Anstatt die Aus-
sage ,Aus V folgt B“ nachzuweisen, kann man genauso gut die Aussage ,,Aus
nicht B folgt nicht V* zeigen (und ist dann fertig!). Praktisch formuliert man
einen indirekten Beweis meistens als Widerspruchsbeweis: ,, Angenommen,
die Behauptung B ist falsch, dann (so muss man zeigen) ist auch die Voraus-
setzung V falsch*.

e Ringschliisse: Mathematische Siitze sind oft Aquivalenzaussagen: verschiede-
ne Behauptungen sind gleichwertig; wenn eine gilt, so gelten auch alle anderen.
Hier kann man so vorgehen: Wenn etwa A < B < (' zu zeigen ist, geniigt es,
A= B, B= C und C' = A nachzuweisen.



28 4 Logik und Mengenlehre: ein Steilkurs

e vollstindige Induktion: Hier muss man Aussagen A, fiir fiir alle natirlichen
Zahlen n € N beweisen. Dazu geht man so vor:

INDUKTIONS-VERANKERUNG: Man zeigt, dass etwa A; gilt.

INDUKTIONS-SCHRITT: Sei dann k > 1 beliebig. Man nimmt an, dass
Ay, As, ... Ag gelten. Unter dieser Voraussetzung zeigt man dann, dass auch
Ak+1 gl].t

4.4 Abbildungen

Definition 4.13 Gegeben seien zwei Mengen A und B. Eine Abbildung von A in
B ordnet jedem Element von A genau ein Element von B zu. Wir schreiben

f:A—= B, a~ f(a)

A heifit Definitionsmenge und B Zielmenge von f. Die Menge f(A) := {f(a) |
a € A} C B heiit Bildmenge von f. Die Menge {(a, f(a)) | a € A} C A x B heifit
Graph der Abbildung f.

Ist die Zielmenge R oder C, so sagt man statt Abbildung auch Funktion .

Eine Abbildung f : A — A einer Menge A in sich heifit Selbstabbildung der Menge
A. Insbesondere ist die identische Abbildung von A

ida:A— A, z—=x
eine Selbstabbildung.

Beispiel 4.14
1. f:N— N,z 22

2. f:Rsp — Rug, 7 — 22, wobei R+ die Menge der positiven reellen Zahlen
bezeichnet.

3. f:R— R,z sin(z).

0 fiir x gerade

4. f:1N->{o,1},wa(x):{

1 fiir 2 ungerade

5. Ist B die Menge der Biicher der Universitétsbibliothek Karlsruhe und U die
Menge der Bibliotheksbenutzer, so ist die Zuordnung L : B ~ U, die jedem
Buch seine Leser zuordnet, keine Abbildung (wieso nicht?).
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An den Beispielen zeigen sich einige typische Eigenschaften von Abbildungen, die
wir in den folgenden Definitionen prézisieren. Fiir die Abbildung f : A — B sagen
wir:

Definition 4.15 (a) f heifit surjektiv, wenn f(A) = B.

Jedes b € B kommt hier als Bildelement f(a) vor. Man sagt auch: f ist eine Abbil-
dung von A auf B.

(b) f heiit injektiv, wenn gilt:
Ve, a9 €A @ 1y F a9 = f(x1) # f(x2).

Bei injektiven Abbildungen haben also verschiedene Elemente auch verschiedene
Bilder. Dazu adquivalent ist

Ve, e € A 0 f(xy) = f(za) = 31 = 9.
Eine solche injektive Abbildung besitzt eine Umkehrabbildung, ndmlich
FURA) = Ay i) mit f ) =, wenn f(z) =y
Esist f~}(f(x)) =z fiir alle x € A und f(f~!(y)) =y fiir alle y € f(A).

(c) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

surjektiv, aber nicht injektiv

0

injektiv, aber nicht surjektiv

bijektiv

Eine bijektive Selbstabbildung einer endlichen Menge heifit Permutation von A.
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In Beispiel ist 3. weder surjektiv noch injektiv, 4. ist surjektiv, aber nicht
injektiv, 1. ist injektiv, aber nicht surjektiv, 2. ist eine bijektive Selbstabbildung der
Menge R~.

Definition 4.16 (a) Zwei Abbildungen f: A — B und f': A’ — B’ sind gleich,
wenn A=A, B= B und f(z) = f'(z) fiir alle x € A=A’

(b) Es seien f : A — B und g : A’ — B zwei Abbildungen mit A" C A, und
fir jedes x € A’ sei f(x) = g(x). Dann heiit g die Einschrinkung von f auf A’
(Schreibweise: g = f|as). Umgekehrt heifit f eine Fortsetzung von g auf A.

Unter geeigneten Bedingungen kann man Abbildungen ,nacheinander” ausfithren
oder , verketten*:

(c) Esseien f : A — Bund g : B — C zwei Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
h:A—C, xw h(z):=g(f(z))

die Verkettung von f und g. Schreibweise: h = g o f (gelesen: g nach f).

O MO0

gof

Im Allgemeinen ist go f # f og. Jedoch gilt das Assoziativgesetz fiir Verkettungen:

Hilfssatz 4.17 Fiir die Abbildungen f : A — B, g : B — C, h : C — D ist
ho(gof)=(hog)of.

BEWEIS: Die Verkettungen sind alle ausfithrbar, Definitionsmenge ist jeweils A,
Zielmenge jeweils D, und es gilt fiir alle x € A

(ho(gof)(x) = hl(go f)(x)) =h
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))).

4.5 Relationen

Definition 4.18 A und B seien zwei Mengen. Eine Relation ist eine Teilmenge
R C A x B des cartesischen Produkts A x B. Fiir (z,y) € R schreibt man auch
xRy und sagt: ,,z steht in der Relation R zu y“.
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Beispiel 4.19

1. A = Menge der Méanner, B = Menge der Frauen, R := {(x,y) € A X B |
xist verheiratet mit y}.

2. A = Menge der Punkte, B = Menge der Geraden in der Ebene, R := {(z,y) €
A x B | Der Punkt z liegt auf der Geraden y}.

4.5.1 Ordnungsrelationen
Essei A= B und R C A x A. Wir verwenden hier anstatt R das Zeichen <.

Definition 4.20 Eine Relation < heift Ordnungsrelation in A und (A, <) heifit
(partiell) geordnete Menge, wenn fiir alle a,b,c € A gilt:

O1 a<a (reflexiv)
02 a<bAb<a — a=0>b (antisymmetrisch)

03 a<bAb<c¢ = a<c (transitiv).

Eine Menge A mit Ordnungsrelation < heifit total geordnet, wenn fiir alle a,b € A
gilt:
a<b Vv b<a.

Beispiel 4.21

1. Fiir eine beliebige Menge M ist die Inklusion C eine Ordnungsrelation in der
Potenzmenge P(M) und (P(M), C) ist partiell geordnet.

2. (N, <) ist eine total geordnete Menge.

In Beispiel 2 sind je zwei Elemente vergleichbar: Fiir beliebige x,y € N ist x <y
oder y < z. In Beispiel 1 gilt das nicht: Man kann bei einer Menge mit mindestens
zwei Elementen stets Teilmengen X, Y finden, fiir die weder X C Y noch Y C X
gilt.

4.5.2 Aquivalenzrelationen

Es sei wieder A = B und R C A x A. Fiir R verwenden wir jetzt das Zeichen ~.

Definition 4.22 ~ heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle a,b, ¢ € A gilt:
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Al a~a (reflexiv)
A2 a~b = b~a (symmetrisch)
A3 a~b Ab~c = a~c (transitiv).

Aquivalenzrelationen sind die vielleicht wichtigsten Relationen. Sie kommen in allen
Bereichen der Mathematik vor.

Beispiel 4.23

1. A sei die Menge der Geraden in einer Ebene. g ~ h gelte genau dann, wenn
die Geraden g, h parallel sind (d.h. keinen Schnittpunkt haben oder zusam-
menfallen). Man sieht leicht ein, dass A1, A2 und A3 erfiillt sind.

2. A sei die Potenzmenge P(M) einer Menge M. Fiir zwei Teilmengen X,Y
von M gelte X ~ Y genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung von X
auf Y gibt. X und Y heiflen dann gleichmé&chtig. Gleichméchtigkeit ist eine
Aquivalenzrelation.

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation in A. Zu jedem a € A bilden wir die Menge
K, ={rxeA|z~a}l,

der Elemente aus A, die zu a dquivalent sind. K, heif3t (Aquivalenz—)Klasse von a;
und a ist ein Reprisentant der Klasse K.

Satz 4.24 (Aquivalenzklassen-Zerlegung) Ist ~ eine Aquivalenzrelation in der
Menge A, so ist A die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen von ~.

BEWEIS: Wegen der Reflexivitit A1 ist a € K,, also liegt jedes a in wenigstens einer
Klasse. Damit haben wir A C |J,., Ko C A. Bleibt zu zeigen, dass zwei beliebige
Klassen Kj und K. entweder gleich oder disjunkt sind. Nehmen wir also an, dass
Ky N K, # (. Sei dann etwa a € K, N K.. Nach Definition einer Aquivalenzklasse
gilt @ ~ b und a ~ ¢. Mit A2 und A3 folgt dann aber b ~ c. Ist jetzt = € K, also
z ~ b, so folgt mit b ~ ¢ wegen A3 z ~ ¢, d.h. z € K., also K, C K.. Entsprechend
folgt K. C K3, und damit schliefllich K, = K.. [ |

Die Menge der Klassen einer Aquivalenzrelation in A nennen wir Faktormenge A
von A beziiglich ~. Die Abbildung
p:A—s A=A/~ aw—pla)=K,=:a,

die jedem @ € A seine Klasse K, = a € A zuordnet, heiBt zugehdrige natiirliche
(oder kanonische) Projektion. Eine andere iibliche Schreibweise fiir die Aquiva-
lenzklassen ist [a] = K.
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S A/N

4.5.3 Beispiel: Die Menge Z/nZ der Restklassen modulo n

Wir betrachten die Menge Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen und
wéhlen eine natiirliche Zahl n. Mit diesem n definieren wir auf 7Z die Relation ~
durch

a~b < nteilt b—a. (4.2)

Dabei bedeutet ,,n teilt b — a* wie iiblich 42 € Z : b — a = zn, bzw.

JzeZ:b=a+zn. (4.3)

Also sind a und b dquivalent, wenn beide bei Division durch n den gleichen Rest
ergeben. Fiir (4.2) bzw. (4.3) schreibt man kiirzer b = a (mod n). Sprechweise: ,,b

kongruent a modulo n*.

Beispielsweise ist 19 = 9 (mod 5),19 = 4 (mod 5),19 = —1 (mod 5). Die Relation
~ in (4.2) ist eine Aquivalenzrelation in Z: Fiir alle a,b, ¢ € 7Z gilt namlich

A1: a =a (mod n), denn n teilt a —a = 0.

A2: Gilt b= a (mod n), so gibt es ein z € Z mit b = a+ zn. Also ist a = b+ (—z)n
mit —z € 7Z und somit a = b (mod n).

A3: Gilt b= a (mod n)und ¢ = b (mod n), so gibt es 21, 20 € Z mit b = a+2zn,c =
b+ zen und damit ¢ = a+ (21 + 29)n. Wegen z; + 29 € 7 ist also ¢ = a (mod n).

Die von a € 7 erzeugte Klasse ist

a={z€Z|x~a}={r€Z|3Fz€Z:x=a+ zn} =a+nZ.
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Um die Faktormenge fiir dieses Beispiel explizit zu beschreiben, benutzen wir die
sogenannte Division mit Rest in Z: Zu je zwei ganzen Zahlen a, b mit b # 0 gibt es
genau zwei weitere ganze Zahlen ¢, 7 mit a = gb+7 und 0 < r < |b|. Wir kénnen also
genau einen Reprasentanten r von a wéahlen mit 0 < r < n. Die Klasse a = r+nZ
besteht dann aus allen € Z, die bei Division durch n den Rest r haben. a heifit
daher auch Restklasse mod n. Die Faktormenge Z/ ~, die wir auch mit Z/nZ
bezeichnen, konnen wir dann schreiben als

Z/nZ ={0,1,...,n—1}.

Fiir n = 3 sind die Klassen von Z/37Z in der folgenden Abbildung skizziert:

0=0 mod 3
®@=1 mod3
O=2 mod 3

~—O—e—(1—=O
-3 -2 -1 0

— @
o [
« O
=~ @
ov []
S 0
~ @
o [
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5 Algebraische Grundbegriffe

5.1 Worum es geht: das Beispiel der ganzen Zahlen

Was macht man eigentlich, wenn man ,,rechnet“? Mit welchen Objekten kann man
rechnen? Welche Gesetze miissen gelten, damit man Gleichungen formulieren und
16sen kann?

Wir betrachten dazu zunichst einmal das Modell-Beispiel der Menge der ganzen
ZahlenZ ={...,—2,—1,0,1,2,...}. Ganze Zahlen kann man addieren, subtrahieren
und multiplizieren. Wenn man hingegen eine ganze Zahl durch eine andere dividiert,
erhélt man im Allgemeinen eine rationale Zahl; die Division ,fithrt aus der Menge
der ganzen Zahlen heraus®.

Diese Tatsachen kann man mit Hilfe des Abbildungsbegriffes prazisieren. Wir fassen
die Addition zweier ganzer Zahlen als eine Abbildung mit zwei Argumenten auf, und
ordnen diesem Paar eine weitere ganze Zahl zu:

+:Z XL =7, (r,y)—x+y,

wobei wir wie iiblich = +y statt +(z, y) schreiben. Eine Abbildung, die zwei Elemen-
ten einer Menge ein Element aus derselben Menge zuordnet, heifit Verkniipfung.

In Z gibt es ein Element, das beziiglich der Addition vor allen anderen ausgezeichnet
ist: die Null. Denn diese hat als einziges Element die Eigenschaft, dass man sie zu
allen Elementen a € Z hinzuaddieren kann, ohne dass sich die Zahl a dadurch
andert: a + 0 = a fiir alle a € Z. Man sagt ,,0 ist das neutrale Element beziiglich der
Addition*.

Das Addieren einer Zahl a € Z zu einer weiteren Zahl ldsst sich riickgéingig machen
durch das Subtrahieren von a, was das Gleiche ist wie das Addieren von —a € Z.
Man sagt: —a ist das inverse Element von a beziiglich der Addition. Das inverse
Element —a von a zeichnet sich dadurch aus, dass gilt

a+ (—a) =0,
d.h. addiert man zu einer Zahl a € 7Z ihr inverses Element —a, so erhélt man das

neutrale Element 0.

Durch diese Struktur sind wir in der Lage, Gleichungen der Form a + x = b nach
x aufzulosen: wir addieren auf beiden Seiten der Gleichung das inverse Element —a
von a und erhalten x = b+ (—a) := b — a als eindeutige Losung.

Betrachten wir nun die Multiplikation auf Z. Auch diese schreiben wir als Abbildung

L XL =L, (r,y)—x-y.
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Bei dieser Verkniipfung gibt es ebenfalls ein neutrales Element: die Eins. Es gilt
namlich a -1 = 1-a = a fir alle a € Z. Jedoch léasst sich die Multiplikation
nicht umkehren (jedenfalls nicht, ohne die Menge Z zu verlassen). Z.B. lasst sich die
Multiplikation einer Zahl a € Z mit 2 nicht riickgéingig machen, denn dafiir miisste
man mit der rationalen Zahl % multiplizieren. Da % aber nicht in Z liegt, gibt es in
7. kein inverses Element von 2 beziiglich der Multiplikation:

2-x=1 gilt fiir keine Zahlx € Z.

Zwei weitere Eigenschaften der Addition und der Multiplikation haben wir still-
schweigend verwendet. Bei der Durchfiihrung mehrerer Additionen bzw. mehrerer
Multiplikationen kommt es nicht auf die Reihenfolge an: fiir beliebige a, b, ¢ € 7Z gilt
(a+b)+c=a+(b+c) und a+b = b+a (entsprechend fiir die Multiplikation). Diese
Eigenschaften sind natiirlich fiir das ,,Rechnen* mit ganzen Zahlen entscheidend. Im
Folgenden definieren wir die in diesem Beispiel aufgetretenen Konzepte allgemein
und untersuchen ihre Beziehungen.

5.2 Gruppen: die wichtigsten algebraischen Objekte

Definition 5.1 Gegeben sei eine Menge A. Eine (innere) Verkniipfung * auf A
ist eine Abbildung
x: AXxA— A (r,y)—Tx*xy

Bemerkung 5.2 Bei Verkniipfungen schreibt man z % y fiir das Bild *(z,y) von
(x,y) unter der Abbildung *. Statt * verwendet man auch hiufig die Verkniipfungs-
zeichen +, —, - usw.

Beispiel 5.3

1. Die Addition + und die Multiplikation - sind Verkniipfungen auf 7, aber nicht
die Division :.

2. Die Subtraktion — ist keine Verkniipfung auf N (da 2—4 ¢ N) und die Division
: keine Verkniipfung auf R (da die Division durch 0 in R nicht erklért ist). Die
Division : ist aber eine Verkniipfung auf R\{0}.

3. Auf der Menge Abb(M, M) = {f : M — M} aller Selbstabbildungen einer
nichtleeren Menge M ist die Verkettung eine Verkniipfung.

Definition 5.4 Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge A assoziativ,
wenn

Va,b,ce A : (axb)*xc=ax*(bx*c)
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gilt, und kommutativ, wenn

Ya,be A : axb=bxa
gilt.
Beispiel 5.5

1. Auf Z ist + assoziativ und kommutativ.
2. Auf Z ist — weder assoziativ noch kommutativ.

3. Auf Z ist die Verkniipfung ¢ : (a,b) — |a — b| nicht assoziativ, aber kommu-
tativ.

4. Die Verkettung von Abbildungen auf der Menge Abb(M, M) aller Selbstabbil-
dungen von A ist stets assoziativ, aber i.Allg. nicht kommutativ.

5. In Z/nZ (vgl. Abschnitt 4.5.3) definieren wir eine Verkniipfung + durch

+: Z/nl x L)nl — Z/nZ; (4, b)—a+b:=a+Db.

(Beachten Sie, dass das Zeichen + hier in zwei verschiedenen Bedeutungen
benutzt wird: einmal ist 4+ die ,,gewOhnliche“ Addition in Z und einmal die
neu definierte Addition in Z/nZ.) Damit obige Definition sinnvoll ist, hat man
die Unabhéngigkeit der Summenklasse m von der Représentantenauswahl
zu priifen, damit wirklich jedem Paar (@, b) genau eine Klasse a + b als Bild
zugeordnet wird (Wohldefiniertheit):

Haben wir ag = @, by = b, also ag ~ a, by ~ b, so gilt ag = a (mod n), by =
b (mod n). Es gibt also 21,20 € Z mit ag = a + zin, by = b + z9n, woraus
ag+ by = (a+b) + (21 + 22)n, also

aop+ by = a+ b (mod n)

folgt. Es gilt also tatséchlich amo = a+ b. Damit haben wir gezeigt, dass
die auf Z/nZ definierte Addition tatsdchlich eine Verkniipfung auf Z/nZ ist.

Sie ist assoziativ und kommutativ. Die Verkniipfungstafel fiir die Addition

+ etwa auf Z/3Z sieht folgendermaflen aus

por = O +
D O O
= O DY DO

O DO =Y =
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Definition 5.6 (a) Ist * eine Verkniipfung auf A und gibt es ein Element e € A
mit
YVae A : exa=a=axe,

so heifit e neutrales Element beziiglich .

(b) Ist * eine Verkniipfung auf A mit neutralem Element e und gibt es zu einem
Element a € A ein ¢~ € A mit
a’l*a:e:a*a’l,

so heiBt ¢! inverses Element von a.

Bemerkung 5.7 (a) Es gibt hichstens ein neutrales Element fiir eine Verkniipfung
x auf A. Denn sind e; und e, neutrale Elemente beziiglich *, so ist nach Definition
e1 % es = e, aber auch eq x e5 = eg, also e; = es.

(b) Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass * assoziativ ist, ldsst sich zeigen,
dass es zu einem a € A hichstens ein Inverses a~! gibt! Denn sind a;' und a;'
inverse Elemente von a, so gilt

ai' =ar'xe=ay' x(axay') = (a7 xa)xay =exay =ay .

Beispiel 5.8 Die Addition 4 auf 7Z hat das neutrale Element 0. Das inverse Element
von z € Z ist —z.

Besonders wichtig und reichhaltig sind assoziative Verkniipfungen mit neutralem
Element, bei der jedes Element ein Inverses besitzt:

Definition 5.9 Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer (nichtleeren)
Menge G und einer Verkniipfung * auf G mit folgenden Eigenschaften:

G1 (assoziativ): Va,b,c€ G:(a*xb)xc=ax (bxc)
G2 (neutrales Element): Jec GVaec G:exa=a=axe
G3 (inverses Element): Vae G Jda '€ G:a'xa=e=ax*xa™ '
Gilt zusatzlich
G4 Va,be G:axb=bxa,
so heifit die Gruppe G abelsch.
Bemerkung 5.10 Nach der Bemerkungen 5.7 ist das neutrale Element einer Grup-

pe eindeutig bestimmt und zu jedem Gruppenelement a gibt es genau ein Inverses

ail.
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Beispiel 5.11

1. (Z,+),(Q,+), (R,+), (R\{0}, ) sind abelsche Gruppen. (Z, ) und (Q, -) sind
keine Gruppen.

2. (Z/nZ, +) ist eine abelsche Gruppe. 0 ist das neutrale Element und n — r ist
das zu 7 inverse Element (0 <1 < n).

3. Fiir die Menge Abb(M, M) der Selbstabbildungen f : M — M ist die Ver-
kettung assoziativ mit der Identitét idy, als neutralem Element; Abb(M, M)
ist aber im Allgemeinen keine Gruppe, weil die Gruppeneigenschaft G3 nicht
erfiillt ist. Beschrankt man sich jedoch auf die Teilmenge S,; der bijektiven
Selbstabbildungen von M, so ist (Sys, o) eine Gruppe. Fiir den Fall einer end-
lichen Menge M werden uns mit solchen Gruppen im néchsten Abschnitt noch
genauer beschéftigen.

Hilfssatz 5.12 (Multiplikation mit Inversen) In einer Gruppe (G, ) sind die
Gleichungen a x x = b und x x ¢ = d eindeutig nach x Iésbar.

BEWEIS: x = a~!

x b ist Losung von a * x = b, denn
ax(atxb)=(axa ) xb=exb=0.

Diese Losung ist die einzige, denn sind z1, x5 zwei Losungen von a x x = b, so gilt

axTy=axry = a ‘x(a*xx))=a'*(a*msy)
— (o 'xa)*xx; = (a ' *a)* 2,
— Ee*xT] = €* Ty
— I1 = T2.
Entsprechend hat z * ¢ = d die eindeutige Losung = d x ¢~ 1. |

Bemerkung 5.13 Man kann zeigen, dass eine Menge G mit einer assoziativen Ver-
kniipfung * bereits dann eine Gruppe ist, wenn gilt:

JdJee GVa€eG:axe=a (eist rechtsneutral)

und

Vo€ G3a'e€G:axa ' =e (a ' ist rechtsinvers).
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5.2.1 Beispiel: Die symmetrische Gruppe

Definition 5.14 Es sei M eine endliche Menge. Die Menge S); der Permutationen
(also Selbstabbildungen) von M ist eine Gruppe bezglich der Verkettung o von
Abbildungen und heiit symmetrische Gruppe von M.

Jede endliche Menge mit m Elementen ist bijektiv zur Menge M = {1,2,...,m}.
Es geniigt also, dieses spezielle M zu betrachten. Statt Sy, schreiben wir dann S,,.

Bemerkung 5.15 Mittels vollstédndiger Induktion beweist man: Es gibt 1-2-3 -
.-+ +m = m! Permutationen der Menge {1,2,...,m}; die Gruppe S,, hat also m!
Elemente.

Eine Permutation 7 € .S,, schreiben wir schematisch folgendermaflen:

__ 1 2 ... m
A\ (1) 7(2) - ow(m) )
Wir setzen also unter jedes i € {1,2,..., m} das entsprechende Bild 7 (7). Zum
Beispiel hat die symmetrische Gruppe S von M = {1,2,3} die3! =1-2-3 =6

Elemente
(123 (123 (123
m=\1923) ™ \231) ™= \3712)

(123 (123 (123
™M=\132) ™" \321) ™" \{21 3

und die Gruppentafel

—_

—_

(53, O) T T2 3 Ty s g
1 T T2 T3 T4 T5 Ts
T2 Tg T3 M1 Tg Ty Ts
3 3 T1 T2 T5 Te T4
Ty T4 T5 Te T1 T2 T3
5 s Te T4 T3 T1 T2
Te e T4 Tp5 T2 T3 T

Dabei steht beispielsweise in der 2. Zeile und 5. Spalte der Tafel die Verkettung
Ty 0 T = Ty, in der 5. Zeile und 2. Spalte dagegen 75 o my = 7mg. Die Gruppe Ss ist
also nicht abelsch.

Fiir m = 1 besteht die symmetrische Gruppe S; nur aus der identischen Abbildung
von M = {1}. Wir wollen im Folgenden stets m > 2 voraussetzen und zeigen, dass
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sich jedes m € S, als Verkettung von gewissen , einfachen“ Permutationen darstellen
ldsst. Eine Transposition ist eine Permutation aus 5,,, bei der zwei verschiedene,
fest gewédhlte Zahlen i,k € {1,2,...,m} vertauscht werden, wihrend alle {ibrigen
Zahlen fest bleiben, also

=k (i#k),
i (k)
m(l)=1 firallel #i,k.
Man schreibt fir diese Transposition auch kurz (i k). Zum Beispiel ist fiir m = 3
7'('4:(2 3), 7T5:(3 1), 71'6:(1 2)
Fiir my, mo, w3 gilt
m=(12)o(12), m=(13)o(12), m=(23)0(12),

oder auch
m3=(23)0o(13)0(23)o(13).

Bemerkung 5.16 Ist 7 = (i k) eine Transposition, so gilt 7 o 7 = id; insbesondere

also 771 = 7.

Allgemein gilt der

Satz 5.17 (S,, wird von Transpositionen erzeugt) Jede Permutation © € S,
(fiir m > 2) ldsst sich als Verkettung von Transpositionen darstellen.

BEWEIS: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion: Die Aussage des
Satzes ist fiir m = 2 richtig, denn fiir die Sy gilt

(1 §>:(12)o(12), (; f):(m).

Unter der Annahme, dass der Satz fiir m = k > 1 gilt, zeigen wir jetzt, dass er auch
fiir m = k + 1 richtig ist.

1. FALL: Wenn 7(1) = 1, so lésst sich

o 1 2 - k41
S\ w2 - w(k+1)
als Permutation der k£ Zahlen 2,3, ..., k41 nach Induktionsannahme als Verkettung
von Transpositionen darstellen.
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2. FALL: Wenn 7(1) =17 # 1, so gilt

- (1 R | i i+1 - k41 )
B i w2) - wi—1) w@) w(@+1) - wk+1)
B L2 e il il e kL
B <7r(@') 7(2) - wi—1) i w(i+1) --- 7r(k+1)> (1)

und 7 ist wieder als Verkettung von Transpositionen darstellbar, weil in der vorletz-
ten Permutation i fest ist. |

Definition 5.18 Es sei m € S, eine Permutation. Die Fehlstandszahl F(7) von
7 ist die (eindeutige) Anzahl der Fille, in denen fiir i« < k gilt w(i) > m(k). Die
Permutationen mit gerader Fehlstandszahl F'(7) heilen gerade, die Permutationen
mit ungerader Fehlstandszahl heiflen ungerade.

Beispielsweise ist die Fehlstandszahl fiir
1 2 345
2 451 3
gleich 5, weil 2 vor 1, 4 vor 1, 4 vor 3, 5 vor 1 und 5 vor 3 steht.

Die Anzahl der Transpositionen in der Darstellung einer Permutation ist nicht ein-
deutig bestimmt. Zum Beispiel gilt

<12345

2 45 1 3>:<14>°<12>°<35):(23)0(25)0(13)0(23)o(24).

Hingegen gilt der

Hilfssatz 5.19 (Anzahl Transpositionen) Sei 7 € S,, (m > 2) eine Permutati-
on. Die Anzahl der Transpositionen in allen Darstellungen von 7 ist fiir m gerade
stets gerade und fiir m ungerade stets ungerade.

BeEwEIS: Wir iiberlegen zuerst wie sich die Fehlstandszahl &ndert, wenn man eine
Permutation 7 mit einer Transposition verkettet.

1. FALL: (Transposition vertauscht zwei benachbarte Ziffern): Bei

‘ ’ 1 7 1+ 1 m
(m(7) 7T(Z+1)>o(7r(1) ceeow() w(@E+1) .- 7r(m)>
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dndert sich die Fehlstandszahl gegeniiber F'(7w) um +1, falls 7(i) < 7(i+1) bzw. um
—1, falls w(i) > w(i + 1).
2. FALL: (Transposition vertauscht zwei nicht benachbarte Ziffern): Bei

kénnen wir die Vertauschung durch schrittweises Vertauschen benachbarter Ziffern
erreichen, denn es ist (wir schreiben =; fiir 7(j))

(mi m)om = (Tis1 )00 (Mg M) O (M1 Tp) O+
"'O(7Tz' 7Tk:)0(7Tz' 7Tk:—1)0"'0(7Tz‘ 7Tz‘+2)0(7Tz’ 7Ti+1)O7T'

Bei jedem der k—i+k—1—1i = 2(k—1i) —1 Schritte dndert sich F' um +1, insgesamt
also um eine ungerade Zahl.

FAZIT: Bei Verkettung von 7 mit einer Transposition 7 gilt fiir die Fehlstandszahl

F(rom)=F(r)+n  mit ungeradem n.

Nach Satz ist die Permutation 7 als (nicht eindeutige) Verkettung von, sagen
wir r, Transpositionen 71, 7, ..., 7, darstellbar. Wir konnen also schreiben

T=7T,0---07 0 id.

Ausgehend von der identischen Abbildung id, die die Fehlstandszahl 0 hat, &ndert
sich auf der rechten Seite obiger Gleichung bei jedem Schritt die Fehlstandszahl um
eine ungerade Zahl, so dass

F(r) = 04+ny+ne+---+n,
2214+ 1)+ 220+ 1)+ -+ (22, + 1)
= 2z+r.

Ist nun 7 eine gerade Permutation, also die durch 7 eindeutig bestimmte Fehlstands-
zahl F'() gerade, so muss nach obiger Formel auch die Anzahl r der Transpositionen
gerade sein. Ist 7 (und damit auch F'(7)) ungerade, dann auch r. |

Folgerung 5.20 Die geraden Permutationen von S,, (m > 2) bilden beziiglich o
eine Gruppe (A, o), die sogenannte alternierende Gruppe.
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Bemerkung 5.21 Die Teilmenge B,, der ungeraden Permutationen von S, (m >
2) ist beziiglich o keine Gruppe, denn o ist keine Verkniipfung in B,, (wieso nicht?).

Die Anzahl der geraden Permutationen von S,, (m > 2) ist ebenso grofi wie die
Anzahl der ungeraden Permutationen, namlich %m!. Begriindung: Die Abbildung

f:An — Bp, mg—m,=(12)om,

ist bijektiv; A,, und B,, sind also gleichméchtig.

5.2.2 Untergruppen

Die eben angetroffene Situation, dass die Teilmenge A,, von .S,, selbst wieder eine
Gruppe beziiglich der von 5, iibernommenen Verkniipfung ist, motiviert folgende
Definition:

Definition 5.22 Gegeben sei eine Gruppe (G, *) und eine Teilmenge U C G, die
beziiglich der von G induzierten Verkniipfung * ebenfalls eine Gruppe ist. Dann
heifit (U, *) Untergruppe von (G, *).

Beispiel 5.23

1. Jede Gruppe (G, %) hat mindestens zwei Untergruppen: ({e}, *) und (G, *).
2. Die alternierende Gruppe (A,,, o) ist eine Untergruppe von (.S, o).
3. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q,+).

Bemerkung 5.24 Das neutrale Element ¢’ einer Untergruppe (U,x*) von (G, )
stimmt mit dem neutralen Element e von (G, *) iiberein. Denn nach Hilfssatz [5.12]
ist die Gleichung ¢’ * x = ¢’ in G eindeutig 16sbar; die Losungen e und e’ sind also
gleich. Ebenso sieht man, dass fiir ein Element a € U C G das inverse Element in
(G, *) und in (U, *) dasselbe ist.

Der folgende Satz zeigt, dass man nicht alle Gruppeneigenschaften nachpriifen muss,
um festzustellen, ob eine Untergruppe vorliegt.

Satz 5.25 (Untergruppen-Kriterium) Sei (G, *) eine Gruppe. Eine Teilmenge
U C G ist Untergruppe von GG, wenn gilt:

UG1 U £ 0

UG2 Va,beU:axb ' eU.
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BEwWEIS: Wegen UG1 gibt es mindestens ein a € U. Wegen UG2 liegt mit jedem
a €U auch axa! =e in U, also gilt fiir U die Eigenschaft G2. Mit e und a liegt
nach UG2 auch exa ! = a~! in U, also gilt G3. Wenn a, b € U, so auch b= € U
und damit nach UG2 auch a b= a (b-!)"" € U, so dass  eine Verkniipfung in
U ist. (U, *) ist assoziativ, d.h. es gilt G1, da * auf G D U assoziativ ist. [ |

Definition 5.26 Sei (G, *) eine Gruppe und M C G eine beliebige Teilmenge.
Dann heifit die kleinste Untergruppe von G, die M enthilt, die von M erzeugte
Untergruppe (M). Eine von einem einzigen Element a € G erzeugte Untergruppe
heifit zyklisch (Schreibweise: U = (a)).

Beispiel 5.27 In (Z,+) ist nZ = {...,—3n,—2n,—n,0,n,2n,3n, ...} die von n €
Z erzeugte zyklische Untergruppe: (n) = nZ.

5.2.3 Homomorphismen

Wenn man zwei Mengen vergleichen will, auf denen Verkniipfungen definiert sind,
interessiert man sich besonders fiir Abbildungen zwischen diesen Mengen, die mit
der Verkniipfungsstruktur der Mengen ,,vertréglich“ sind. Man nennt solche struk-
turerhaltende Abbildungen auch Homomorphismen. Einen bijektiven Homo-
morphismus nennt man Isomorphismus.

Welche speziellen Eigenschaften eine solche Abbildung haben muss, hangt jeweils
von den gegebenen Verkniipfungen ab.

Definition 5.28 Seien (G, %) und (H, o) zwei Gruppen und ® : G — H eine Abbil-
dung. Dann heifit ¢ ein (Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt

Ve,y € G: ®(zxy) = P(x) o P(y).
Stimmen die beiden Gruppen (G, %) und (H, o) iiberein (ist ® also eine Selbstabbil-

dung), so spricht man von Endomorphismen statt von Homomorphismen. Einen
bijektiven Endomorphismus nennt man auch Automorphismus.

(G, %) (H, o)
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Beispiel 5.29

1. Die Abbildung @, : Z — @Q, x — 3z ist ein Homomorphismus der Gruppe
(Z,+) in die Gruppe (Q,+).

Die Abbildung @, : Z — @, x — 2 ist kein Homomorphismus (wieso nicht?).

2. Die Abbildung ®3 : R — R, z +— 3z ist ein Endomorphismus der Gruppe
(R, +), da fiir alle z,y € R gilt 3(z + y) = 3z + 3y. Da ® bijektiv ist, ist P3
sogar ein Automorphismus von (R, +).

3. Die Abbildung ¢, : Z — 7Z, v +— 2z ist ein Endomorphismus der Gruppe
(Z,+), aber kein Automorphismus.

4. Die Exponential-Abbildung exp : R — R<q,  + €” ist ein Isomorphismus der
additiven Gruppe der reellen Zahlen (R, +) in die multiplikative Gruppe der
positiven reellen Zahlen (R, "), denn exp ist bijektiv und fiir alle z,y € R
gilt ™Y = e - eV,

Bemerkung 5.30 Gegeben sei eine Gruppe (G, *) und eine Menge B, auf der eine
Verkniipfung o erklért ist. Weiter sei ® : G — B eine Abbildung, die die Homomor-
phieeigenschaft Va,y € G : ®(z xy) = ®(x) o P(y) erfiillt. Dann ist (P(G), 0) eine
Gruppe. Kurz: ,,Das homomorphe Bild einer Gruppe ist wieder eine Gruppe*.

5.3 Ringe und Korper: Verallgemeinerungen von 7Z und R

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist beziiglich der Addition + eine (abelsche) Gruppe.
Auf Z ist durch die Multiplikation - noch eine zweite Verkniipfung erklart. Wie wir
in 3.1 gesehen haben, ist (7Z,-) jedoch keine Gruppe. Die Multiplikation ist aber
assoziativ und zudem sind Addition und Multiplikation durch Distributivgesetze
verbunden. Diese Struktur verallgemeinern wir in folgender Definition.

Definition 5.31 Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ und - mit folgenden Eigenschaften:

R1 (R, +) ist eine abelsche Gruppe,
R2 - ist assoziativ,
R3 Distributivgesetze: fiir alle a,b,c € R gilt:

a-(b+c)=a-b+a-cund (b+c¢)-a=b-a+c-a.
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Wenn die Verkniipfung - kommutativ ist, nennt man den Ring kommutativ. Das
neutrale Element in (R, +) bezeichnet man mit 0 (Nullelement), das zu a inverse
Element mit —a. Die Differenz b — a ist durch b — a := b + (—a) erkldrt. Hat der
Ring auch ein neutrales Element (# 0) beziiglich der Multiplikation -, so schreibt
man dafiir 1 und nennt es Einselement; R heifit dann Ring mit Eins.

Beispiel 5.32

1. (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

2. (R, +,-) ist ebenfalls ein kommutativer Ring mit Eins (aber noch viel mehr,
siehe spéter).

Bemerkung 5.33 Einige allgemeine Eigenschaften von Ringen:

1. Firalleae Rgilt a-0=0=0"a.
2. Fir alle a,b € R gilt (—a)-b=a-(—b) = —(a-b) und (—a)-(=b) =a-b.

3. Firallea,b,ce Rgilta-(b—c¢)=a-b—a-c.
BEWEIS:

1. Esista-0=a-(04+0)=a-0+a-0. Dain (R,+) die Gleichung ¢ + 2 = ¢
die eindeutig bestimmte Losung = = 0 hat, folgt a - 0 = 0. Entsprechend gilt
0-a=0.

2. Esista-b+(—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0. Da c+ z = 0 die eindeutig
bestimmte Losung z = —c hat, ist (—a) - b = —(a - b). Entsprechend folgt
a-(—=b) = —(a-b). Weiter ist (—a) - (—=b) = —(a- (—=b)) = —(—(a-b)). Da in
(R, +) stets —(—c) = ¢ gilt, folgt schlieflich (—a) - (=b) = a - b.

3.a-b—c¢)=a-(b+(-¢)=a-b+a-(—c)=a-b+(—a-¢c)=a-b—a-c. A

Beispiel 5.34 In[5.2l haben wir auf der Menge der Restklassen modulo n eine Ad-
dition definiert durch

+:Z/nZ x L0l — Z)nZ, (a,b)— a+b:=a+b firaca,beb.

(Z/nZ, +) ist dann eine abelsche Gruppe. Wir definieren eine weitere Verkniipfung
auf 7 /n7Z durch

LT X LInl — Lnk, (@, b)—a-b:=ab firaca,beb.
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Auch hier miissen wir die Wohldefiniertheit iiberpriifen. Dazu seien dg = @, by = b,
also ag = a (mod n),by = b (mod n). Dann gibt es 21, 2o € Z mit ag = a + z1n,by =
b+ zon und es gilt agby = ab + (azy + bz; + z129n)n. Wegen azy + bz + 2129n € Z
gilt agby = ab (mod n), also tatséchlich 5030 — ab.

Eine Multiplikationstafel fiir das Beispiel (7 /37, -) sieht so aus:

(z/3%,-) |0 1 2
0 000
1 0 1 2
2 0 2 1

Die Multiplikation - ist also eine Verkniipfung auf Z/nZ. Man prift leicht nach,
dass - assoziativ und kommutativ ist und das Einselement 1 besitzt. Wegen der
Kommutativitdt von - braucht man nur ein Distributivgesetz zu priifen: Fiir alle
a,b, ¢ € 7./nZ gilt
a-(b+¢ = a-(b+c¢)=a(b+c)
= ab+ ac = ab+ ac

= a-b+a-c.

Also ist (Z/nZ, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 5.35 Ein Element a # 0 eines Rings R heifit (linker) Nullteiler, wenn
esein b € R, b # 0 gibt mit ab = 0.

Beispiel 5.36 Im Ring Z/3Z gibt es keine Nullteiler (vgl. obige Multiplikationsta-
fel). Im Ring Z/6Z hingegen ist z.B. 2 ein linker Nullteiler, denn es ist 2-3 =6 =0
mit 2 # 0 und 3 # 0.

Definition 5.37 Sind (Ry, +, ) und (Ry, +, ) zwei Ringe mit Eins, dann nennt man
eine Abbildung ® : Ry — R, (Ring-)Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € R;
gilt

O(x+y)=0(x)+P(y), Pz -y)=(x) P(y) und &¢(1) =1.

Beispiel 5.38 Die kanonische Projektion k : Z — Z/nZ, v — Z, die jedem
Element von Z seine Aquivalenzklasse im Restklassenring Z /nZ zuordnet, ist ein
Ring-Homomorphismus. Das folgt unmittelbar aus der Wohldefiniertheit (also Re-
prisentanten-Unabhéngigkeit) der Addition und Multiplikation auf Z/nZ.

Im Gegensatz zu (Z\{0},-) ist (R\{0},-) eine (abelsche) Gruppe. Solche Ringe sind
von besonderer Bedeutung in der linearen Algebra.
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Definition 5.39 Ein Ring (K, +, ), fir den (IK\{0},-) eine abelsche Gruppe ist,
heifit Korper.

Ein Korper ist also ein kommutativer Ring mit Eins, in dem jedes von Null verschie-
dene Element ein multiplikativ Inverses hat.

Ein Koérper hat insbesondere stets ein Einselement 1 # 0 und zu jedem a # 0
ein eindeutig bestimmtes Inverses a~! beziiglich der Multiplikation. Jede Gleichung
a-x =bist fiir a # 0 durch z = a™' - b = b-a™! eindeutig losbar. Aus u-v = 0
folgt also u = 0 oder v = 0; die Gleichung u - v = 0 kann fiir u # 0 und v # 0 nicht
gelten. Ein Korper ist also notwendigerweise ,,nullteilerfrei®.

Beispiel 5.40 (Q,+,), (R, +, -) sind Korper, ebenso (Z/3Z, +, ). Hingegen ist der
Ring (Z/67Z,+, -) kein Korper, denn er hat Nullteiler.

Bemerkung 5.41 Sie kénnen nachpriifen, dass in den Abschnitten [3.2) und [3.3| nur
die Korpereigenschaften der reellen Zahlen (R, +,-) benutzt wurden. Die Begriffe
und Ergebnisse aus diesen Abschnitten iibertragen sich deshalb wortlich auf lineare
Gleichungssysteme tiber beliebigen Korpern K. Deshalb gilt auch in diesem allge-
meinen Kontext die Invarianz der Losungsmenge unter Elementaroperationen und
der GauBsche Algorithmus.

Definition 5.42 Sind (Ky, +, ) und (Ks, +, -) zwei Korper, dann heifit eine Abbil-
dung @ : K; — K, ein (Kérper-)Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € K;
gilt

O(x+y)=0(x)+P(y), Pz -y)=>() P(y) und P(1)=1.

Beispiel 5.43 Die Einbettung von @ in R, & : Q — R, z — x ist ein injektiver
Kérperhomomorphismus.

Definition 5.44 Ist (KK, +, ) ein Koérper und gibt es eine natiirliche Zahl m, sodass

l+1+---41=0
—————

m mal

gilt, so heiBit die kleinste solche Zahl p die Charakteristik (char K) von K. Gibt
es kein solches m , so hat K per Definition die Charakteristik 0.

Beispiel 5.45 In (7/37,+,-) ist 1 das Einselement, und es gilt 1 + 141 = 0.
Z./3Z hat also die Charakteristik char K = 3. Dagegen ist in (Q,+,-) niemals
1+14---4+1=0. Es gilt also char Q@ = 0.

Bemerkung 5.46 Ist die Charakteristik p # 0, so ist die p-fache Summe a + a +
-+« 4a =0 fiir alle a € K und p ist eine Primzahl.
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Bewels: Esist a+---+a=a-14+--ra-1=a-(1+---+1)=a-0=0. Wegen

f f

p ma p ma.
1 # 0 kann p nicht 1 sein in K. Wenn p > 1 keine Primzahl wére, so gébe es eine
Darstellung p = p1po mit natiirlichen Zahlen py, ps, die beide < p sind. Wegen des
in K geltenden Distributivgesetzes haben wir dann
l+1+--+1=(04+---+1)-(1+---+1)=0.
—_—

Y\ S
~~ —~

p1p2 mal p1 mal p2 mal

Da K als Korper nullteilerfrei ist, folgt also 1 4+---4+1=0oder 1 +---+1 =0, im
—_— —_—

p1 mal p2 mal

Widerspruch zur Definition der Charakteristik als kleinste derartige Zahl. |

Bemerkung 5.47 Der Ring (Z/pZ,+,-) ist genau dann ein Kérper, wenn p eine
Primzahl ist. In diesem Fall ist char Z/pZ = p. Zu jeder Primzahl p gibt es also

einen Korper
7/p7 = {0,1,...,p— 1}

mit p Elementen. Z/pZ heifit daher ein endlicher Kérper. 7 /27 = {0,1} ist der
kleinste (endliche) Korper.

Man kann weiter zeigen, dass es zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl &
einen Korper IF,» gibt mit p* Elementen und char K = p.

Beispiel 5.48 (Ein Kérper mit 4 Elementen) Auf dem cartesischen Produkt
Fy :=7/27 x 7,27 erklaren wir zwei Verkniipfungen

r4+y = (T1,22) + (1, 2) = (T1 + 71, T2+ o)
vy = (T1,%2) (U1,%2) = (@1 T + T2 Yo, T1 - Yo+ T2 - J1 + To - To)

Verkniipfungstafeln

und

o o o olo
g 2 2 ol
e 8 < ol
< 2 & o8

0
0
U
v
w

g < g o+

u
u
0
w
v

2 O &8 <
oS < g8
g < 2 o

Hieraus ergibt sich, dass (Fy4, +, ) ein Korper ist mit 4 Elementen und char [y = 2.
Das Nullelement in Fy ist 0 und das Einselement ist a. Die additive Gruppe ist die
sogenannte Kleinsche Vierergruppe V, und die multiplikative Gruppe (F4\{0},-) =
{u,v,w} = {v,v?,v*} ist die von v erzeugte zyklische Gruppe.
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5.3.1 Beispiel: Der Korper C der komplexen Zahlen

Ausgehend vom Korper R betrachten wir das cartesische Produkt C = R x R
aller geordneten Paare (a,b) reeller Zahlen und definieren fiir diese Menge zwei
Verkniipfungen

Addition: (a,b) + (a', b)) = (a+d,b+V),
Multiplikation: (a,b) - (a’, b)) = (aad’ — b, ab + a'b).

Mit diesen Verkniipfungen wird € zu einem Korper; seine Elemente heiflen kom-
plexe Zahlen.

Bemerkung 5.49 (1,0) ist das Einselement in C und (5%, ﬁ) ist das multi-
plikative Inverse von (a,b) # (0, 0).

Wir wollen jetzt die iiblichen Schreibweise fiir komplexe Zahlen einfithren und be-
trachten dazu die Abbildung

h:R—C, aw (a,0).

Dann ist h ein injektiver Kérperhomomorphismus, sodass wir R mit dem Teilkorper
h(R) C C identifizieren kénnen. Das Element ¢ € R wird also mit (a,0) € C
identifiziert. In diesem Sinne ist dann R in den Koérper C eingebettet“: R C C.

Schreiben wir i fiir die komplexe Zahl (0, 1), so lédsst sich jetzt die komplexe Zahl
z = (a,b) eindeutig in der Form z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0),
also

z=a+ib mitabeR (5.1)

schreiben. Man nennt a den Realteil (a = Re 2z) und b den Imaginérteil (b = Im
z) der komplexen Zahl z. Weiter nennt man

zZ=(a,—b)=a—1b
die zu z = a + ib konjugiert komplexe Zahl und
2| = Va2 + b2 =V2z

den (Absolut-)Betrag von z.
Die Addition bzw. Multiplikation in der neuen Schreibweise (5.1]) lauten jetzt

21+t 29 = a1+ib1—|—a2+162:a1+a2—|—i(b1+bg)
Z1%9 = (a1 -+ ibl)(ag + lbg) = a1Q9 — blbg —+ i(a1b2 -+ b1a2>,

Man rechnet also ,,wie gewohnt“ unter Beriicksichtigung der Vorschrift i? = —1.
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5.4 Matrizen

Definition 5.50 Es seien m,n € N und K ein Koérper. Eine Matrix iiber K mit
m Zeilen und n Spalten, kurz eine m x n-Matrix, ist ein rechteckiges Schema der

Form
apxy Qi2 - Qi ot Qin
Q21 Q22 -+ Q2 -+ Q2p
A= : (5.2)
ajl a]2 LY a]k . .. a]n
Am1 Am2 - Amk " Amn

mit Eintrégen a;, € K fiir j =1,...,mund & = 1,...,n. Man schreibt auch kurz
A = (ajr)

und nennt die a;; die Komponenten der m x n-Matrix A. Die Menge aller m x n-
Matrizen iiber K bezeichnen wir mit IK™*".

5.4.1 Matrizen-Addition

Zwei m x n Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) kann man komponentenweise
addieren:

11t Qip bii - b ay +bnn - ai, +biy

Am1 *° Amn bml Tt bmn Am1 + bml T Qmn + bmn

d.h. (a;r) + (bjk) := (ajx + bji). Mit dieser Addition wird K™*™ zu einer abelschen
Gruppe. Das neutrale Element beziiglich der Addition ist die Nullmatrix

deren Komponenten alle Null sind. Das additive Inverse —A von A ist

_a/ll “ .. _a’l”’l

—Qm1 " —Qmn
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5.4.2 Matrizen-Multiplikation

Wir wollen nun zwei geeignete Matrizen A, B auch multiplizieren. Dabei miissen wir
voraussetzen, dass

1. die Anzahl g der Spalten von A mit der Anzahl ¢ der Zeilen von B iiberein-
stimmt und

2. dass A € KP*? und B € K9*" ist, dass also A, B beides Matrizen iiber dem
selben Korper K sind.

Definition 5.51 Es seien A eine p x ¢-Matrix und B eine ¢ x r-Matrix iiber K.
Unter dem (Matrizen-)Produkt C' = AB verstehen wir dann die p x r-Matrix
C = (cjr) € KP*" mit

q
Cik = ajibig + ajobog + - - + ajobyr = Zajsbsk; j=1...,p;k=1,...,r. (5.3)
s=1

Die Komponente ¢, der Produktmatrix AB wird also gemé$ (5.3 gebildet, indem
man in A die j-te Zeile, in B die k-te Spalte auswihlt, nacheinander die Produkte
der an gleicher Stelle stehenden Zeilen- bzw. Spaltenelemente bildet und addiert:

ajix Q12 -+ QAip by ¢ by blq

b21 : bgk : bgq -
aji Qg v Gy S = Cik
ap1  Ap2 Qpn bnl : bnk : bnq

Beispiel 5.52

1(1—13)3_3_22_(16988)
2 0 4 5 9 1 3 22 12 10 12
2(1—1 3) (1) _(16)
S\ 2 4 S22 )
’ 5
1

3.(1 =1 3)1 0 |=(16).
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1 2 0 -1
2 40 -2
415 (2 0 -1)= 6 0 _3
4 8 0 —4

Insbesondere lassen sich quadratische Matrizen, d.h. Matrizen, bei denen die
Zeilen- und Spaltenzahl iibereinstimmt, stets miteinander multiplizieren. Die Matrizen-
Multiplikation ist also eine Verkniipfung auf der Menge IK™*" der quadratischen
n x n-Matrizen. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix

s |0
Lo 0
0 -~ 0 1

Die Matrizen-Multiplikation ist aber keine Verkniipfung auf der Menge IK™*™ mit

Satz 5.53 Es sei n € N und K ein Korper. Bezeichnet + die komponentenweise
Addition und - die Matrizen-Multiplikation, dann ist (I<"*"™, 4, -) ein Ring mit Eins.

BEWEIS: Neben dem Beweis, dass (IK"*",+) eine abelsche Gruppe ist, bleibt zu
zeigen, dass das Assoziativgesetz

VA B, CeKY:(AB)C = A(BC)
und die beiden Distributivgesetze
VA, B,C e K" : A(B+(C)=AB+ AC und (A+ B)C =AC+ BC

gelten. Mit A = (aj;), B = (bjx), C = (¢;i) gilt fiir die Matrix M = A(B+ () =
(my) nach Definition der Addition und Matrizen-Multiplikation

n n n
m; = E ais(bsl + Csl) = g aisbsl + E QisCgl 2.7 [ = 17 (2
s=1 s=1 s=1

also M = AB + AC. Damit ist das 1. Distributivgesetz bewiesen, das 2. beweist
man analog. ]

Bemerkung 5.54 Die Matrizen-Multiplikation ist im Allgemeinen nicht kommu-
tativl Zum Beispiel gilt:

(00)Coo)= (o) (00)-Coo) o)

An diesem Beispiel sieht man auch, dass K"*" Nullteiler hat. Der Matrizenring
(K™ 4, ) ist also im Allgemeinen weder kommutativ noch nullteilerfrei.
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Bemerkung 5.55 Ein LGS (3.5) iiber dem Korper K lisst sich als Matrixgleichung
schreiben: Sei dazu

aip; a2 A1n
A— Q21 Q22 QA2n c Kmxn
Am1 Qm2 - Amn

die Matrix des LGS, vgl. (3.6), und weiter

I by
e K™  und b= : e Kmx!,

T bm

8
I

Dann ldsst sich das LGS (3.5]) nach Definition der Matrizen-Multiplikation schreiben
als

A-x=hb.

Es gilt ndmlich Z aprr =b; firi=1,...,m.
k=1

5.4.3 Inverse Matrizen

Definition 5.56 Gibt es zu einer quadratischen Matrix A € K™*™ iiber dem Korper
K ein inverses Element beziiglich der Matrizen-Multiplikation, d.h. eine Matrix
A7t € K™ mit AA™' = A7'A = E, so heifit A invertierbar und A~! ihre
Inverse oder inverse Matrix.

Satz 5.57 Die Menge GL(n, K) aller invertierbaren nxn-Matrizen tiber dem Kérper
K ist beziiglich der Matrizen-Multiplikation eine GruppeE]

BEWEIS: Nach Satz ist die Matrizen-Multiplikation assoziativ und hat als neu-
trales Element die Einheitsmatrix E. Nach Voraussetzung hat jede Matrix ein in-
verses Element. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass GL(n,K) beziiglich der
Matrizen-Multiplikation abgeschlossen ist. Seien dazu A, B € GL(n,K). Dann ist
auch AB invertierbar, die Inverse von AB ist nimlich gerade B~1A~! wegen

B'A'"AB=B"'EB=E und ABB'A'=AEA'=E.

!GL(n, K) steht fiir general linear group.
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5.4.4 Wie berechnet man die inverse Matrix?

Die inverse Matrix einer gegebenen Matrix A € K™*" lisst sich - falls sie existiert
- mit dem GaufBischen Algorithmus berechnen. Die Inverse A™' = () € K™
existiert genau dann, wenn die Matrizengleichung AA~! = E lssbar ist. Da das
inverse Element in einer Gruppe eindeutig bestimmt ist, ist A~! dann auch eindeutig.
Wir bezeichnen die k-te Spalte der gesuchten Matrix A~! mit z;, also

L1k
T = S K™,
Tnk

Die Matrizengleichung A-A~! = F ist (nach Definition der Matrizen-Multiplikation)
genau dann losbar, wenn die n Gleichungssysteme

0
1 0
1
0 0
A-x = o, Az = s A, =
0 ' 1
0
mit den zugehdrigen erweiterten Matrizen
a1 a1 - Qip 1 aip Qg -+ Qip 0 ain a2 - Qin
a1 Gga -+ Aoy |0 a1 Gga -+ Qg | 1 (91 Q9 **+ Qgp
, ey
An1 QAp2 - App 0 Qp1 QAp2 - App 0 Ap1 Ap2 -+ App

losbar sind. Wenn wir auf diese n linearen Gleichungssysteme den Gaufischen Algo-
rithmus anwenden, ergibt sich aus dem k-ten Gleichungssystem

a1 -+ G, |0
: : 1 - 0]z,
mit Matrix e i | die Endgestalt T ,
0 -+ 1|z
An1 =+ Gpp | 0O

aus deren letzter Spalte sich die Losung x ablesen ldsst. Da jedesmal die Matrix
A vorkommt, wird das Verfahren zweckméfigerweise so durchgefiihrt, dass man die
Elementaroperationen fiir alle n Gleichungssysteme simultan vornimmt:

ai a1n ]_ 0 ]_ oo 0 11 Tin

0o . : . ey T Top,

an1 . e Ann O 1 O . e “ e 1 Tnl . e . e Tnn

1
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0 2 1 | 1 2 -5
Also ist
-2 —4 11
Al = 0 -1 2
1 2 =5

Bestiitigen Sie durch direktes Nachrechnen, dass A A~ = A71A = F ist!

Bemerkung 5.59 Ist A € K™*" eine invertierbare Matrix, so ldsst sich das lineare

I b1
Gleichungssystem A -z = b mit x = : und b = : eindeutig 16sen. Die
Tn by,
Losung ist x = AL - b.
5.4.5 Transponierte Matrizen
Aus einer gegebenen m x n-Matrix
apix G2 - Qin
A= : : : c Kmxn
Am1 Am2 - Omnp

iiber K kann man eine n x m-Matrix dadurch bilden, dass man die Zeilen (unter
Beibehaltung der Reihenfolge) in die Spalten (und umgekehrt) schreibt. Man erhélt
so die transponierte Matrix

aix - Aml
12 - Am2

AT = - - e Kmm,

Ain = Amn



58 5 Algebraische Grundbegriffe

Satz 5.60
1. Fiir alle A, B € K™ gilt (A+ B)" = AT+ B".
2. Fiir alle A € K™ B € K™ gilt (AB)T = BTA".
3. Fiir alle A € K™ gilt ATT = A.

4. Fiir alle invertierbaren A € IK™*" gilt (AT)_1 = (A_l)T.

BEWEIS: 1., 2. und 3. iiberpriift man durch direktes Nachrechnen. Zum Beweis von
4.: Aus E" = E folgt zuerst wegen 2.

E=AA"= (A4 = (A4 )" 4T

und somit die Behauptung (AT)_1 = (A", |

5.5 Polynome

Gegeben sei ein beliebiger Korper K.

Definition 5.61 Ein Polynom ist eine formale Summe der Form
f=a+a X+ - +a, 1 X" +a, X", a K.

Formal bedeutet hier, dass die Unbestimmte X nur als Symbol aufzufassen ist, aber
nicht ein konkretes Element aus K repréisentieren soll. Die Menge aller Polynome
tiber K bezeichnen wir mit IK[X]. Der Grad des Polynoms f ist definiert als

n  falls a, # 0 und a; = 0 fiir alle & > n,
—oo falls ap = 0 fiir alle £ > 0.

deg f := {
Auf K[X] kénnen wir eine Addition koeffizientenweise definieren:
Fir f=ap+a; X'+ -4+ a, X" und g = by + b1 X + --- + b, X" setzen wir
f+g:="(a0+bo)+ (a1 +b)X + -+ (an1 + bp1) X" " + (an + bp) X"

Wir nehmen hier ohne Einschrinkung an, dass m = n ist. Denn wir kénnen z.B. im
Fall m < n die Koeffizienten b,,.1, ..., b, einfach gleich 0 wihlen.

Die Multiplikation ist etwas komplizierter: wir setzen

f g =c + ClX 4ot Cm+n_1Xm+n—1 + Cm+nXm+n’
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wobei die Koeffizienten ¢; gegeben sind durch

co = agbo,
C1 = alb() + aobl,

Co = Clgbo + a1b1 + bQCL(),

Cm+4n ‘= anbma

oder allgemein
k

Cp = Zaibk_i.
i=0
D.h wir erhalten das Produkt von f und g, indem wir beide Ausdriicke unter Verwen-
dung des Distributivgesetzes multiplizieren und die Koeffizienten gleichen Grades
sammeln.

Satz 5.62 (K[X],+,") ist ein kommutativer Ring mit Eins.

BEWEIS: Ein Polynom f = Y. a; X" ist durch die endliche Folge (a;);en, seiner Koef-
fizienten vollstéandig bestimmt. Die Menge IK[X| ldsst sich also dquivalent definieren
als die Menge aller Folgen (a;);en, mit a; € K, in denen alle bis auf endliche viele q;
gleich 0 sind. Addition und Multiplikation sind dann wie oben iiber die Koeffizienten
definiert.

Das Nullelement (also das neutrale Element beziiglich der Addition) ist das Nullpo-
lynom 0 := (0,0,0,...). Die Assoziativitdt von + iibertragt sich komponentenweise
von K auf K[X]. Zu (ag, a1, as, as, ...) ist (—ag, —ai, —as, —as, . ..) das additive In-
verse. Durch direktes Nachrechnen erhélt man die Assoziativitdat der Multiplikation
und die Distributivgesetze. Das Einselement ist 1 := (1,0,0,0,...), wie man leicht
nachpriift. Die Kommutativitét folgt so:

(ai)-(b;) = (Z akzbi—k> S (Z ai—lbl) = <Z bz%‘—l) = (bi)- (as).

]
Bemerkung 5.63 (a) Fiir f,g € K[X] ist
deg(fg) = deg f + degyg.

(b) Die Abbildung
¢: K- K[X], a~— (a0,0,...)
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ist ein Ring-Homomorphismus, d.h. es gilt fiir alle a,b € K:
®(a+b) = P(a) + P(b), P(ab)=P(a) - P(b) und &¢(1)=1.

Auflerdem ist @ injektiv. Man kann deshalb a mit (a,0,0,...) identifizieren und
erhilt die ,Einbettung” I C K[X]. Insbesondere kann man das Einselement in
K[X] mit 1 € K identifizieren.

5.6 *Kryptographie

Das Wort Kryptographie setzt sich aus den griechischen Worten ,,kourToc(kryptos)
= versteckt, geheim* und ,,ypavperv(grafein) = schreiben zusammen. Die Grundidee
der Kryptographie ist es, gegebene Zeichen durch andere Zeichen zu ersetzen. Die
Entschliisselung muss dann diesen Vorgang wieder riickgéngig machen.

Schon César soll schriftliche Befehle verschliisselt haben. Er ersetzte dazu jeden
Buchstaben durch den im Alphabet drei Positionen weiter hinten stehenden Buch-
staben, also an Stelle von ,a“ setzte er ,,d“, statt ,b“ schrieb er ,e* usw. Wer das
wusste, konnte diese Nachrichten dann wieder entschliisseln.

Dieses einfache Verfahren bietet natiirlich im Zeitalter moderner Computer keinen
Schutz vor unberechtigtem Lesen der Nachricht. Man beschrénkt sich heute auch
nicht auf die 26 Zeichen des Alphabets, sondern fasst mehrere Zeichen zu einer
Zeichenfolge zusammen und ordnet dieser eine Zahl a zu. Die Aufgabe der Krypto-
graphie besteht darin, diese in eine Zahl ch(a) zu verschliisseln - ein Vorgang, der
durch die Dechiffrierung wieder riickgéingig gemacht werden soll. An dieser Stelle
kommt die Kongruenzrechnung modulo einer natiirlichen Zahl n ins Spiel. Die ent-
sprechenden Klassen haben einen Reprisentanten im Bereich 0,...,n — 1, die wir
als geeignete Kandidaten fiir die Kryptographie kennenlernen werden.

Wir haben gesehen, dass (Z/nZ,-) im Allgemeinen keine Gruppe ist, da nicht jedes
Element ein Inverses besitzen muss. Zum Beispiel besitzt in Z/67 die Klasse 3 mit
Représentant 3 kein Inverses. Denn Multiplikation von 3 mit einer geraden Zahl g
fithrt auf ein Vielfaches von 6, womit 9,\,3 = 0 gilt; Multiplikation von 3 mit einer
ungeraden Zahl u fithrt auf u-3= 3, so dass es keine Zahl z € Z gibt mit z-3=1.

Der Grund liegt darin, dass 3 ein Nullteiler ( 2~ : 3~ = 0) in Z/6Z ist. Obwohl
o o #£0  #0
3 # 1 ist, gilt die Gleichung 3 - 3 = 3.

5.6.1 *Teilbarkeit

Um die Struktur von (Z/nZ,-) besser verstehen zu kénnen, beginnen wir mit fol-
genden Begriffsbildungen.
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Definition 5.64 Seien a,b € Z\{0}. Dann heiit b Teiler von a, wenn es eine ganze
Zahl n € Z gibt mit a = nb. Man nennt dann a durch b teilbar und schreibt b | a.

Der Begriff der Teilbarkeit ldsst sich noch fiir andere Ringe aufler (Z, +, -) in natiir-
licher Weise einfiihren, etwa fiir den Ring der Polynome K[X] iiber einem Korper K.
Der im Folgenden vorgestellte Fuklidische Algorithmus zur Bestimmung des gréfiten
gemeinsamen Teilers lédsst sich fiir Polynome in analoger Weise durchfiihren.

Definition 5.65 Seien a,b € Z\{0}. g € N heifit grofBter gemeinsamer Teiler
von a und b, geschrieben ggT(a,b), falls gilt:

(i) glaund g|b

(i) g ist die groBte Zahl mit dieser Eigenschaft.

Gilt ggT(a,b) = 1, so heifien @ und b teilerfremd.

Bemerkung 5.66 Berechnen lédsst sich der groite gemeinsame Teiler ggT(a, b) fiir
la| > |b| mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, den wir hier kurz vorstellen.
Zunichst gibt es zu zwei ganzen Zahlen a,b € Z\{0} mit |a| > |b| stets eine ganze
Zahl ko und eine natiirliche Zahl ry mit der folgendenden Eigenschaft (Division
mit Rest):

a=ky-b+ry mit 0<ry <D (%)

Gilt 7o = 0, so ist offensichtlich |b| ein Teiler von a, und damit gilt ggT(a,b) = |b|.
Die grundlegende Idee ist es nun zu sehen, dass fiir 7o > 0 auf Grund der Gleichung
gilt

g = ggT(a,b) = ggT(b, o) =: go.
Denn es ist g < gg, da g die Zahlen a und b ohne Rest teilt, also nach Gleichung
auch b und ry. Nimmt man nun an, dass gy > g gilt, so ist wieder nach Gleichung
go ein Teiler von b und von a, der grofer als g = ggT(a,b) wire. Dies wire ein
Widerspruch zur Maximalitidt von g.

Wir konnen also an Stelle von ggT(a, b) den ggT(b, 7o) der betragskleineren Zahlen
b und rg berechnen. Division mit Rest fiihrt analog zu oben mit einer ganzen Zahl
k1 und einer natiirlichen Zahl r; auf die Darstellung

b:k1~7‘0—i—7“1 0<r <ry.

Gilt in dieser Darstellung r; = 0, so ist ggT\(b, o) = 1. Im Fall 1 # 01ist ggT'(b, o) =
ggT(rg, 1), wobei auch hier wieder r; < r¢ gilt.

Setzt man dieses Verfahren weiter fort, so erhilt man eine Folge von natiirlichen
Zahlen r;, die immer kleiner werden: rq > r; > r9---. Da das Verfahren bei einer
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Zahl ry # 0 begonnen hat, muss irgendwann der Rest 0 auftreten. Es gibt also einen
Index j mit der folgenden Eigenschaft:

rje = kj-riatr; o, 1 #0

ricn = ki

Analog zum oben Gesagten gilt dann r; = ggT(r;_1,7;) = ggT(rj_2,7;-1). Nach
dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt damit

Hilfssatz 5.67 Mit den obigen Notationen gilt ggT(a,b) = r;.

Beispiel 5.68 Es gilt ggT(155,9) = 1, d.h. 155 und 9 sind teilerfremd.

155 = 17-9+42
9 = 4-2+1
2 = 2-1
Hilfssatz 5.69 (Lemma von Bézout) Secien a,b € Z und g = ggT(a,b). Dann

gibt es Zahlen s,t € 7 mit
g=s-a+t-b.

BEWEIS: Setzen wir 1y := a und r; := b, so liefert der Euklidische Algorithmus eine
Folge von Resten
Tig1 = Tic1 — @7, 1=1,...,m,

wobei nach dem n-ten Schritt der Rest 7,41 = 0 bleibt und g = r,, der ggT(a, b) ist.
Diese Gleichung lasst sich bequem durch Matrizen ausdriicken:

()= ()5,

Somit lasst sich der Euklidische Algorithmus durch eine Folge von Matrizen-Multi-
plikationen ausdriicken. Setzt man

o= (] 1) wi s=0.0ma

()-(2)-00 () )

t
Ist S = (Z U), so erhélt man sofort die gesuchte Gleichung

so erhilt man

ggT(a,b)=g=s-a+t-b

aus der ersten Zeile von S. [ |
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Bemerkung 5.70 Speziell fiir teilerfremde Zahlen a,b € 7 folgt daraus: Es gibt
s,teZmitl=s-a+1t-b.

Beispiel 5.71 Mit den in Beispiel benutzten Zahlen gilt

1=9-4.-2=9—-4-(155—-17-9) =69 -9 — 4 - 155.

5.6.2 *Die Einheitengruppe von Z/nZ
Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns wieder dem anfangs gestellten Problem zu.
Satz 5.72 Die Menge der invertierbaren Elemente
Z/nZ* :={% € Z/nZ | T ist invertierbar}
ist beziiglich der Multiplikation - in 7 /n’Z eine kommutative Gruppe.

BEWEIS: Zunichst ist Z/nZ* # 0, da das selbstinverse Element 1 in Z/nZ* liegt.
Weiter ist die Verkniipfung - auf 7Z/nZ* als Teilmenge von 7 /nZ assoziativ. Es
bleibt zu zeigen, dass Z/nZ* abgeschlossen ist. Zundchst besteht Z/nZ* aus allen
Elementen, die ein inverses Element haben. Damit gehort neben & € 7 /nZ* auch
7! zu Z/nZ*, da deren Inverses wieder T ist. Sind Z,y € Z/nZ*, dann ist auch
Ty € 7Z/nZ*, da g' - 27! Inverses dazu ist. Kommutativ ist die Gruppe, da das
Verkniipfungsgebilde (Z/nZ,-) kommutativ ist. |

Definition 5.73 (Z/nZ*,-) heifit die Einheitengruppe von (7Z/nZ,-). Die Ele-
mente von Z/nZ* heien Einheiten in Z/nZ.

Satz 5.74 Es gilt
Z|nZ* = {x € Z/nZ | x und n sind teilerfremd (d.h. ggT(z,n) =1)}.
BEWEIS:
O geT(z,n) =1 = 3s,t€Z:1=s-x+t-n = 35t € Z/nZ:1
n

§-F+1-0 = §= 7", es gibt also ein multiplikatives Inverses § vo
Damit ist & € Z/nZ*.

z.

»C“ Indirekt: Wir betrachten oBdA die Repésentanten « in {0, ...,n—1}. Annahme
g =ggT(x,n) >1 = x =g -uundn = g- [, wobei u und [ teilerfremd
sind. Fiir das Produkt dieser Zahlen gilt z -1 = ¢-u -1 =n-u, woraus - = 0
folgt. Wegen g > 1 ist [ # 0 und damit # ein Nullteiler in ( Z/nZ, -), der nicht
invertierbar ist. |
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Beispiel 5.75 Es gilt Z/6Z* = {1,5} und Z/10Z* = {1,3,7,9}.

Bemerkung 5.76 Bemerkung kann ausgenutzt werden, um die Inverse einer
Zahl modulo n zu bestimmen (vgl. Beweis von Satz [5.74]). Nach Beispiel gilt

1=69-9—4-155 bzw. 1=69-9—-4. 15~5 =69-9,
=0

woraus sich 97! = 69 € Z/155Z ergibt.
Definition 5.77 Die Funktion
¢ : N — N mit ¢(n) := Anzahl der Elemente von Z/nZ*

heifit Eulersche p-Funktion.

Beispiel 5.78 Fiir eine Primzahl p gilt ¢(p) = p — 1. Sind p, g verschiedene Prim-
zahlen, so gilt fiir n = p - ¢ gerade p(n) = (p —1)(¢ — 1).

Wie dieses Beispiel zeigt, lasst sich ¢(n) fiir spezielles n leicht berechnen. Die Be-
deutung dieser Zahlen zeigt der folgende Satz:

Satz 5.79 (Euler-Fermat) Fiir alle Einheiten a € 7 /nZ* gilt a®™ = 1.

BeEwEIS: Die abelsche Gruppe (Z/nZ*,-) besitze die ¢(n) verschiedenen Elemente
T1,..., Ty Dann sind fiir jedes a € Z/nZ* die Elemente Z;-a, . . ., Zy(») -G paarweise
verschieden (Das ergibt sich leicht durch Multiplikation von rechts mit a~') und es
gilt

iUl'---‘%o(n):jfl'@---'@o(n)-51:97:1-...-3“5@(”)-&@(").

Wegen Hilfssatz 5.12 folgt daraus a#™ = 1. ]

Bemerkung 5.80 Aus Satz folgt fiir Kk € N

gken) — (&so(n))k — 1k = 1.

—_~—

Da a*™ = a#(™ kann Satz [5.79| fiir alle diejenigen a € 7 mit @ € 7/nZ* umge-
schrieben werden in die Form

a™M+tl = ¢ mod n.

Man ist nun daran interessiert, diese Darstellung moglichst fiir alle Zahlen a € 7Z zu
bekommen. Dazu beschrianken wir uns auf bestimmte Gruppen.
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Satz 5.81 Seien p # q Primzahlen und n = p - q. Dann gilt fiir alle a € 7.

a?™*tl =4 modn.

BeEweEls: Nach Bemerkung haben wir die Gleichung nur noch fiir Zahlen a €
{0,...,n — 1} nachzuweisen, die nicht teilerfremd zu n sind, also p oder ¢ als Teiler

haben. Sind p und ¢ Teiler von a, so gilt @ = 0 € 7./n7Z und es ist aPm+l — () = g.
Sei p Teiler von a und ¢ kein Teiler von a. Dann gilt modulo ¢ nach Bemerkung

a,q teilerfremd = @', g teilerfremd = (a? )7t =a*™ =1 mod ¢.

Multiplikation mit a ergibt a?™+! =a mod q.

Andererseits gilt modulo p, da a durch p teilbar ist, a = 0 mod p, also auch a?M+! =
0 mod p und damit a¥"™*! = ¢ mod p.

Damit ist (a#™*! — @) sowohl durch p als auch durch g teilbar. Da die Primzahlen
p und ¢ verschieden waren, muss auch p - ¢ = n die Zahl (a#™*! — q) teilen, was
eine Umformulierung der Behauptung ist. Der Fall, dass ¢ Teiler von a und p kein
Teiler ist, verlauft analog. ]

5.6.3 *Der RSA-Algorithmus

Auf der Darstellung aus Satz beruht ein bekanntes Verfahren der Kryptographie.
Die Grundidee ist folgende:

Potenziert man eine Zahl a mit dem Exponenten k- ¢(n) + 1, so erhélt man modulo
n wieder a zuriick. Dieses Potenzieren zerlegt man in zwei Schritte, indem man die
Zahl k - ¢(n) + 1 als Produkt zweier Zahlen e (encryption=Verschliisselung) und d
(decryption=Entschliisselung) schreibt:

e-d=k-p(n)+1.
Potenziert man nun ein beliebiges @ mit dem Exponenten e, so ergibt sich a® mod n.
Weiteres Potenzieren mit d fithrt auf

~d ded _ ak(p(n)—o—l = a.
Damit kann das Potenzieren mit e als Verschliisselung aufgefasst werden, das weitere
Potenzieren mit d als Entschliisselung.

Bemerkung 5.82 Damit die oben beschriebene Ver- und Entschliisselung moglich
ist, miissen sowohl e als auch d zu ¢(n) teilerfremd sein. Modulo ¢(n) gilt also
d=é&t.
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Dieses Verfahren ist der sogenannte RSA-Algorithmus aus dem Jahre 1977, der
nach seinen Entwicklern Rivest, Shamir und Adleman benannt ist:

1. Wahle verschiedene Primzahlen p und ¢ und setze n := p-¢. Damit gilt p(n) =
(p—1)-(¢—1).

2. Wihle e mit ggT(e,(n)) = 1 als Chiffrierschliissel. Das Zahlenpaar (n,e)
heifit 6ffentlicher Schliissel.

3. Berechne Dechiffrierschliissel d mit d = e™' mod ¢(n). Das Zahlenpaar (n, d)
heifit privater Schliissel.

4. Chiffriere eine natiirliche Zahl ¢ mit 0 < a < n mit dem offentlichen Schliissel
durch ch(a) :=a® mod n

5. Dechiffriert wird ch(a) mit dem privaten Schliissel durch a := ch(a)? mod n.

Wir veranschaulichen den Algorithmus an einem Beispiel. Um einen Text in natiir-
liche Zahlen zu transformieren, verwenden wir der Einfachheit halber nur Grof3buch-
staben und ordnen jedem Buchstaben die Position im Alphabet zu. Damit gilt die
Ersetzung A — 1, B — 2,..., Y — 25, Z — 26. Bei Bedarf kénnen Leerzeichen und
Interpunktionszeichen weitere Zahlen zugeordnet werden.

Beispiel 5.83

1. Wéhle p:=11und ¢ := 7. Damit gilt n =p-q¢ =77 und p(77) = (p—1) - (¢ —
1) =10-6 = 60.

2. Wibhle e teilerfremd zu ¢(77) = 60, etwa e := 17.

3. Bestimme d mit d = é* mod 60 gem#f Bemerkung [5.76, In diesem Zahlen-
beispiel gilt d = 53, was man mit 17-53 =901 =1 mod 60 leicht verifiziert.

4. Zur Verschliisselung mit (77,17) wéhlen wir das Wort KRYPTOGRAPHIE
bzw. die Zahlenfolge
1118251620157 18116 89 5.
Wegen 11* = 11 mod 77 ist

ch(11) = 11 mod 77
= ((11* mod 77)* mod 77)(11 mod 77)
= (11* mod 77)
= 44 mod 77
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Auch ohne die Zusatzeigenschaft 11* = 11 mod 77 ist die Verschliisselung
durch folgendes kleines Programm leicht moglich:

a = 11;

ch(a) := 1;

for j := 1 to e do ch(a) := ch(a) - a mod n;
Analoges Vorgehen fiir die restlichen Zahlen der Nachricht fiihrt auf die ver-
schliisselte Nachricht:

44,72,9,25,48,71,28,72,1,25,57, 4, 3.

5. Dechiffriert wird mit dem privaten Schliissel (77,53). Wegen 44* = 44 mod 77
und daraus abgeleitet 441¢ = 44 mod 77 gestaltet sich fiir dieses Ergebnis die
Dechiffrierung einfach. Es ist

44 mod 77 = ((44" mod 77)° mod 77)(44* mod 77)(44 mod 77)

44%  mod 77
(44* mod 77)(44 mod 77)
44?2 mod 77

= 11 mod 77

Analog zur Verschliisselung liefert eine kleine Schleife mit dem privaten Schliissel
(diesesmal d statt e) und vertauschten Rollen von a und ch(a) die entschliissel-
ten Daten.

ch(a) := 44;

a:=1;

for j:=1tod do a:=a-ch(a) mod n;

Bemerkung 5.84 Allein aus dem Wissen des offentlichen Schliissels (e, n), lésst
sich der private Schliissel nicht bestimmen. Denn es geht bei dem Verfahren nicht
darum, das inverse Element zu e modulo n zu bestimmen, sondern modulo ¢(n).
Deshalb muss die Zahl ¢(n) bekannt sein. Diese kann man aber mit géngigen Me-
thoden nur bestimmen, wenn die beiden Primzahlfaktoren von n bekannt sind. Das
Knacken des Codes lauft mathematisch auf das Problem hinaus, eine Zahl n in ihre
Primzahlen p und ¢ zu faktorisieren. Bei sehr groflen Primzahlen kann das auch mit
modernsten Rechnern Monate dauern.
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