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Teil 1

Einfiihrung

1 Gebrauchsanweisung fiir dieses Skript

Die Lehrveranstaltung Lineare Algebra hat drei Bestandteile:

e Vorlesung
e Ubung
e Tutorium.

Die Vorlesung ist eine ,,Fithrung durch die Theorie“: der Lern-Stoff wird préisentiert,
die Theorie erkldrt und kommentiert.

Das Skript erspart Thnen das Mitschreiben in der Vorlesung und schafft so Raum fiir
das Mitdenken. Den grofiten Nutzen haben Sie, wenn Sie sich mit dem Abschnitt,
der jeweils gerade in der Vorlesung behandelt wird, schon vorher vertraut machen
(Zeitaufwand: 30-60 Minuten). In der Vorlesung kénnen Sie dann gezielt Notizen
machen oder Fragen stellen. Ubrigens: Wenn Sie einen mathematischen Text (z.B.
dieses Skript) , lesen”, sollten Sie das nicht passiv, sondern aktiv mit Stift und Papier
tun. Notieren Sie sich Definitionen stichwortartig. Eine neue Definition kénnen Sie
sich viel besser merken, wenn Sie ein (moglichst einfaches) Beispiel/Gegenbeispiel
dazu kennen. Notieren Sie sich auch diese Beispiele. Machen Sie Sich den Inhalt von
(Lehr-)Sétzen ebenfalls immer an eigenen Beispielen klar. Rechnen Sie die Beispiele
im Text selber durch.

In diesem Skript sind Definitionen, Beispiele und Sétze durchnummeriert. Das soll
das Verweisen in der Vorlesung erleichtern: Sie werden jederzeit genau wissen, welche
Stelle gerade besprochen wird.

Die Ubungen dienen dazu, das Verstiandnis zu vertiefen und die Theorie auf konkrete
(mathematische) Probleme anzuwenden. Wie beim Erlernen eines Instruments oder
eines Handwerks gilt auch in der Mathematik: Die Beherrschung dieser Wissen-
schaft ist nur durch konstante Anstrengung und eigene Aktivitiat moglich.
Genau dazu sind die Ubungen da. In den Tutorien besteht die Moglichkeit, in klei-
neren Gruppen gemeinsam zu iiben, zu lernen und Erfahrungen auszutauschen.



2 2 How to solve it?

2 How to solve it?

Das Losen von (mathematischen) Problemen ist eine Kunst, die neben Erfolgser-
lebnissen auch mit Frustrationen verbunden ist. Gerade fiir Studienanféanger stellt
sich immer wieder die Frage: Wie findet man die Losung einer Aufgabe? Leider gibt
es dafiir kein Patentrezept. Wie so oft braucht es neben Talent auch Ausdauer und
Erfahrung. Der Mathematiker Georg Polya hat sich dennoch iiberlegt, wie eine er-
folgreiche Problemlosungs-Strategie aussehen konnte. Hier seine Tipps (vel. [1§]),
die Thnen vielleicht helfen, weiter zu kommen:

1. Vorbereitung: die Aufgabe verstehen.

e Verstehen Sie die Fragestellung? Kennen Sie die vorkommenden Begriffe und Kon-
zepte?

e Was ist gesucht? Was ist gegeben? Wie lauten die Voraussetzungen oder Bedingun-
gen, wie die Behauptung?

e Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um
die Unbekannte zu bestimmen? Oder geniigt sie nicht? Ist sie eventuell sogar wider-
spriichlich?

e Zeichen Sie Figuren und machen Sie Skizzen! Fiithren Sie passende Bezeichnungen
ein!

e Trennen Sie die verschiedenen Teile der Voraussetzung! Kénnen Sie sie hinschreiben?

2. Brainstorming: Einen Zusammenhang zwischen Gegebenem und Gesuchtem

finden und einen Plan fiir die L6sung ausdenken.

e Haben Sie die Aufgabe schon frither gesehen? Oder haben Sie dasselbe Problem in
einer dhnlichen Form gesehen?

e Kennen Sie eine verwandte Aufgabe? Kennen Sie einen Lehrsatz, der hilfreich sein
konnte?

e Betrachten Sie die Voraussetzungen! Versuchen Sie, sich auf eine Thnen bekannte
Aufgabe zu besinnnen, die dieselben oder dhnliche Voraussetzungen hatte.

e Hier ist eine Aufgabe, die der Thren verwandt ist und deren Losung Sie kennen.
Koénnen Sie ihre Methode verwenden? Wiirden Sie irgend ein Hilfsmittel einfiihren,
damit Sie sie verwenden kénnen?

e Konnen Sie die Aufgabe anders ausdriicken? Kénnen Sie sie auf noch verschiedenere
Weise ausdriicken? Gehen Sie auf die Definition zuriick!



e Wenn Sie die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kénnen, so versuchen Sie, zuerst eine
verwandte Aufgabe zu 16sen. Kénnen Sie Sich eine zugénglichere, verwandte Aufgabe
denken? Eine allgemeinere Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Kénnen Sie einen Teil
der Aufgabe 16sen? Behalten Sie nur einen Teil der Bedingungen bei und lassen Sie
den andern weg; wie weit ist die Unbekannte/Behauptung dann bestimmt, wie kann
man sie verdndern? Konnen Sie etwas Niitzliches aus den Daten ableiten? Kénnen
Sie sich andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu bestimmen?
Konnen Sie die Unbekannte dndern oder die Daten oder, wenn nétig, beides, so dass
die neue Unbekannte und die neuen Daten einander néher sind?

e Haben Sie alle Daten benutzt? Haben Sie die ganze Bedingung benutzt? Haben Sie
alle wesentlichen Begriffe in Betracht gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

3. Ausarbeitung und Kontrolle: Den Plan ausfithren und die Lésung priifen.

e Wenn Sie Thren Plan der Losung durchfiihren, so kontrollieren Sie jeden Schritt.
Konnen Sie deutlich sehen, dass der Schritt richtig ist? Konnen Sie beweisen, dass
er richtig ist?

e Konnen Sie das Resultat kontrollieren? Konnen Sie den Beweis kontrollieren?

e Konnen Sie das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Konnen Sie es auf den
ersten Blick sehen?

e Konnen Sie das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe gebrau-
chen?

3 Was ist lineare Algebra?

Die Frage ,, Was ist Mathematik?* ist schwierig zu beantworten und verschiedene Ma-
thematiker haben verschiedene Antworten gegeben. Ein (etwas verstaubter) Klassi-
ker ist Courant-Robbins [4]. Moderner und spannender sind Devlin [6], Davis-Hersh
[5] und Hersh [I4]. Siehe auch Gowers [LI] und Otte [I7]. Gegeniiber anderen Wis-
senschaften zeichnen sich die Begriffssysteme und Theorien, die in der Mathematik
entwickelt werden, durch drei spezifische Merkmale aus:

1. Abstraktheit: Gegenstand der Mathematik sind Systeme von Objekten mit fi-
xierten strukturellen Beziehungen untereinander. Diese Strukturen oder Muster ste-
hen im Vordergrund; von allen weiteren Eigeschaften der Objekte wird abgesehen
(abstrahiert).

2. Genauigkeit: Ist eine mathematische Struktur (axiomatisch) fixiert, so sind alle
Aussagen iiber diese Struktur durch formales, logisches Schliefen aus den einmal
gemachten Annahmen ableitbar. Wie man das konkret macht, ist allerdings eine
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Kunst, die neben dem Beherrschen der mathematischen Techniken vor allem Intui-
tion und Einsicht in das Wesen der Sache erfordert (also etwas ganz anderes als
Logik); siehe dazu z.B. die Biicher von Hadamard [12] und Ruelle [19].

3. Allgemeinheit: Ausgangspunkt fiir den Abstraktionsprozess und die Entwick-
lung einer mathematischen Struktur ist zwar oft ein konkretes (z.B. physikalisches)
Problem oder Phénomen. Alle Aussagen, die iiber eine Struktur gewonnen wer-
den, sind aber spéter in allen Situationen anwendbar, in denen Strukturen mit den
gleichen Bedingungen vorliegen. Darauf beruht die universelle Anwendbarkeit und
Effizienz von Mathematik in andern Wissenschaften.

Diese Besonderheiten sind natiirlich auch ein Grund dafiir, weshalb das Erlernen
von Mathematik nicht so ganz einfach ist.

Wie die Frage ,Was ist Mathematik?* ldsst sich auch die Frage ,,Was ist lineare
Algebra?“ zu Beginn des Studiums nur sehr unvollstidndig und vage beantworten;
etwa so: ,Lineare Algebra ist die Theorie linearer Gleichungssysteme®“. In diesem
einleitenden Kapitel begegnen wir solchen Gleichungen, einem grundlegenden Kon-
zept dieser Vorlesung, zum ersten Mal. Am Ende dieses Teils sollten Sie dann wissen,
was lineare Gleichungssysteme sind und wie man diese systematisch 16sen kann.

3.1 Lineare Gleichungen: Beispiele

In der Mathematik treten Gleichung in verschiedender Form auf. So sind etwa Iden-
titdten allgemeingiiltig:

e Fiir den Umfang U eines Kreises vom Radius R gilt immer U = 27 R.

e Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenldngen a, b und Hypothenusenlénge

c gilt immer der Satz von Pythagoras a® + b* = 2.

e Fiir die Zahlen 0, 1, e, 7 und die imagindre Einheit i = /—1 gilt die Eulersche
Identitét €™ + 1 = 0.

Dagegen gelten Bestimmungsgleichungen jeweils nur fiir gewisse Werte, eben die
Loésungen, aus einer vorgegebenen Grundmenge:

e 72 = 2 hat keine Losung in der Grundmenge der natiirlichen Zahlen N =
{1,2,3,...}, aber die Losungen ++v/2 und —v/2 in der Grundmenge R der
reellen Zahlen.

o °+y? =1 gilt fiir alle Punkte (x,y) auf dem Kreis mit Radius 1 und Zentrum
(0,0) in der zy-Ebene.
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Zentraler Gegenstand der linearen Algebra sind Bestimmungsgleichungen von relativ
einfacher Bauart, sogenannte lineare Gleichungen, wie etwa = + y = 2. Geome-
trisch ist die Menge der Losungen dieser Gleichung die Gerade g; in der xy-Ebene.

AN
N

g1

Y

N

Solche Gleichungen treten in vielen alltdglichen Situationen auf. Zum Beispiel bei
der Frage: In welchem Verhéltnis muss man eine 20%-ige Losung und eine 70%-ige
Losung mischen, um eine 30%-ige Losung zu erhalten?

Ein (lineares) Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen.
Das Gleichungssystem
r+y=2 (3.1)
r—y=1
beschreibt die Geraden g;und gs.

Die Losungsmenge ist die Menge aller Punkte der xy-Ebene, die simultan beide
Gleichungen erfiillen, also sowohl auf g; als auch auf g, liegen. Aus der Abbildung
sieht man, dass die Losungsmenge L nur aus dem Punkt p besteht: L = {p}.
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Um p zu bestimmen, kann man formal so vorgehen: Aus (3.2)) folgt y = x — 1.
Eingesetzt in (3.1)) erhalten wir « + (z — 1) = 2, also 2z = 3 oder = 3 und damit
y=r—-1=2-1=1 dhp=(33).

Zwei Geraden in der Ebene kénnen auch parallel sein, z.B. sind

r+y=2
r+y=0

parallel.

N

AN

\ T

Es gibt also keine Schnittpunkte, was wiederum bedeutet, dass das Gleichungssystem
keine Losung hat: £ = ().

Fiir das System

T+y=2
3r+3y =6

fallen beide Geraden zusammen und alle Punkte der Geraden sind ,,Schnittpunkte®:
das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen.

Anstatt lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten (oder Variablen) kénnen wir
natiirlich auch solche mit dre: Unbekannten z, y und z betrachten, etwa

rT+y+z=-6 (3.3)
T+ 2y + 3z = —10.

Geometrisch sind das zwei Ebenen im xyz-Raum.
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Aus der Abbildung sieht man, dass sich diese Ebenen in einer Geraden schneiden.

Wie kann man diese Schnittgerade, also die Losungsmenge des Systems (3.3]) und
(3.4), formal bestimmen?

Aus folgt © = —2y—32—10, in eingesetzt also (—2y—3z—10)+y+2z = —6
oder vereinfacht —y—2z =4, alsoy = —2z—4und r = —2(—22—4)—32—10 = z—2.
Dabei ist die Variable z beliebig wihlbar. Wir erhalten eine Parametrisierung der
Losungsmenge (oder, geometrisch, der Schnittgeraden):

L={(t—2, =2t —4, t) | t eine beliebige reelle Zahl}.

Zwei Ebenen kénnen auch parallel sein. Das Gleichungssystem hat dann keine Losung,
d.h. L =10, z.B.

T+y+z=-6
r+y+z=0.

Oder die Ebenen kénnen zusammenfallen und man hat unendlich viele Losungen,
z.B.

r+y+z=-6

—r -y —z=



8 3 Was ist lineare Algebra?

Damit man genau eine Losung (also, geometrisch, genau einen Schnittpunkt) erhilt,
benétigt man drei Ebenen, z.B. hat

r+y+z=-06
r+2y+32=-10
20 + 3y + 62 = —18

die Losungsmenge L = {(—3, -2, —1)}.

In der Praxis hat man es oft mit linearen Gleichungssystemen mit sehr vielen (z.B.
200) Unbestimmten zu tun und es stellt sich die Frage, ob, und wenn ja, wie man
solche Systeme l6sen kann. Ziel der linearen Algebra ist es deshalb, die allgemeinen
Strukturen, die solchen linearen Gleichungssystemen zugrunde liegen, zu finden und
systematisch zu analysieren. Dazu machen wir einen (in der Mathematik typischen)
allgemeinen Ansatz.

3.2 Lineare Gleichungssysteme: allgemein

In den vorhergehenden Beispielen konnten wir die Losungen der Gleichungssysteme
mit zwei Unbestimmten z,y bzw. drei Unbestimmten z,y, z geometrisch als Punkte
in der ,Ebene® R? bzw. im ,,Raum* R? auffassen. Fiir Gleichungssysteme mit n Un-
bestimmten x4, ..., x, definieren wir den reellen Standardraum R" als die Menge
aller reellen n-Tupel,

R" ={(z1,...,2,) | x1,..., 2, € R}.

Die (rellen) Losungen fiir Gleichungssysteme in n Unbestimmten sind dann Elemente
oder Punkte im Standardraum R™.

Definition 3.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und

n Unbestimmten x4, ..., x, ist gegeben durch
ajiry + Qs + ... + ap, = bl
anTi + apry + ... + awT, = b
(3.5)
Am1T1 + AmaTs + ...+ QunTn = bnp
Die a;j,b; firi =1,...,mund j = 1,...,n heiflen Koeffizienten und sind gegebene

reelle Zahlen. Die z; fiir j = 1, ..., n heilen Unbestimmte (oder Unbekannte oder
Variablen) und sind gesucht.

Sind in (3.5) alle b, = 0 (¢ = 1,...,m), so heifit das LGS homogen, und sonst
inhomogen.
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Definition 3.2 Die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems (3.5)
ist die Teilmenge L von R™ bstehend aus allen n-Tupeln (z1,...,x,), die bei ge-
gebenen Koeffizienten a;;,b; (i =1,...,m und j = 1,...,n) alle m Gleichungen in

(3.5) simultan erfiillen.

Wie soll man nun vorgehen, um Losungen des LGS (3.5)) zu finden? Dazu definieren
wir zunéchst einfache Manipulationen des Systems:

Definition 3.3 Elementar-Operationen fiir das LGS (3.5) sind Umformungen
der folgenden Art

(I) Vertauschen von zwei Gleichungen.
(IT) Ersetzen einer Gleichung durch ihr A-faches mit A € R und A\ # 0.

(III) Ersetzen der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten und dem A-fachen der
j-ten Gleichung (7 # j, A € R).

Die Niitzlichkeit dieser Umformungen liegt in folgender Tatsache

Satz 3.4 Die Losungsmenge L des LGS wird bei einer (und damit auch endlich
vielen) Elementar-Operation nicht gedndert.

Wie immer in der Mathematik muss man eine solche Behauptung beweisen!

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass eine einzige Zeilenumformung vom Typ (I), (II)
oder (IIT) die Losungsmenge nicht dndert, denn dann &ndern auch wiederholte der-
artige Umformungen nichts.

Fiir Typ (I) ist dies klar, denn die Reihenfolge der Gleichungen &ndert nichts an der
Tatsachen, dass alle simultan erfiillt sein miissen.

Typ (II): Erfillt z = (24, ..., z,) die Gleichung
a1+ -+ Qin®y = b,

so auch
)\Cbill'l —f- s + /\amxn = >\bz

Gilt umgekehrt fiir © = (21,...,x,) die Gleichung
)\aﬂxl + -t )\(Zml'n = )\bl,

so kann man durch A dividieren (hier braucht man A # 0) und sieht, dass z =
(x1,...,2,) auch die urspriingliche Gleichung

a1 T+ F apTy, =0b;
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erfiillt.

Bei einer Umformung vom Typ (III) sind nur die Gleichungen i und j betroffen.
Daher geniigt es, zu zeigen, dass die beiden Systeme

anT1 + apry + ...+ QpT, = b (%)
;121 + Q229 + ... + Ajinln = bj
und
(ail + )\ajl)xl + (CLQ + )\an)xg + ... + (CLm + /\(ljn)l’n = bz + )\bj (**)
Q121 + Q22 + ...+ Ajnln = bj

die gleiche Losungsmenge haben. Erfiillt aber z = (x4, ..., x,) die Gleichungen ,
so erfiillt = auch die zweite Gleichung von (fx]). Durch Addition des A-fachen der
zweiten Gleichung von () zur ersten Gleichung folgt, dass x auch die erste Gleichung
von (px|) erfiillt. Umgekehrt folgt durch Subtraktion des A-fachens der zweiten Glei-
chung aus von der ersten aus auch die erste Gleichung von (). Damit folgt,
dass ein z, das erfiillt auch erfiillt. |

Nach Satz 3.4 kann man (mindestens im Prinzip) ein ,kompliziertes“ LGS in ein
weinfacheres” umformen.

3.3 Wie man ein LGS lésen kann: Der Gaufische Algorith-
mus

Ein systematisches Verfahren (Algorithmus) zur Losung eines allgemeinen linearen
Gleichungssystems geht auf Carl Friedrich Gaufl (1777-1855) zuriick. Das Prinzip
war aber chinesischen Mathematikern schon vor mehr als 2000 Jahren bekannt.

3.3.1 Zuerst ein Beispiel

Wir fithren das GauBsche Verfahren zunéchst anhand von Beispielen vor.

Beispiel 3.5 Wir betrachten folgendes reelles LGS, das einen Parameter a € R
enthélt.

T + ro — 3wz + x4y = 1
21’1 + T + T3 — Ty =

2ZE2 — 13!)33 + Ty = —1

200 — wx9 + 1ldx3 — 224 = o«

1. Schritt: Wir addieren das (—2)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und vierten
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Gleichung und erhalten

ry + X9 — 31’3 + x4 = 1

n
— 29 + Txs — 3x4 = —2j 2 -3
2272 — 13273 + x4 = —1 <—j+
— 3wy + 2023 — 4dry = a—2 J-ﬁ-
2. Schritt: Wir addieren die oben angegebenen Vielfachen der zweiten Gleichung zu
den anderen Gleichungen und multiplizieren die zweite Gleichung schliefilich noch

1 + 41’3 — 2234 = —1 +
To — Txs + 3ry = 2 ] +
XT3 — 51‘4 = -5 - 7
— 23 + OSr4 = a+4 <—j +
3. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zu den
anderen Gleichungen:

mit —1:

T + ]_81]4 = 19
Ty - 32z, = —-33
r3 — bxry = -9
Ory = a-—1.

Damit ist das Verfahren beendet. Nach Satz hat das LGS, von dem wir ausge-
gangen sind, dieselbe Losungsmenge wie das zuletzt erhaltene LGS. Aus der letzten
Gleichung ergibt sich, dass das LGS fiir a # 1 unlésbar ist. Fiir a = 1 ist das LGS
l6sbar; die Losungsmenge lasst sich aus

ry = 19— 18z,
Ty = —33+4 3224
r3 = -5+ 5334

unmittelbar ablesen. Man sieht, dass x4 beliebig wahlbar ist, wéhrend x4, x5, x3 nach
Wahl von x4 eindeutig bestimmt sind. Schreiben wir noch ¢ anstelle von x4, so lasst
sich jedes Element x der Losungsmenge L folgendermafien darstellen:

(1, 29, 3, 24) = (19, —33,—=5,0) + t(—18,32,5,1)

oder
r=u-+tv, t e R.

Beobachtung: u = (19, —33,—5,0) ist eine Losung des LGS und v = (—18,32,5,1)
eine Losung des zugehorigen homogenen LGS.
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3.3.2 Die wesentlichen Daten: Matrizen

Die durchgefiihrten Elementaroperationen verdndern lediglich die Koeffizienten des
LGS. Wenn also die Zugehorigkeit der Koeffizienten zu den Variablen klar ist, kann
man sich das Schreiben der Variablen x1,...,x, ersparen. Zu diesem Zweck fiithren
wir die 6konomische Matrixschreibweise ein.

Definition 3.6 Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten ist ein rechteckiges

Schema von m mal n Zahlen a;; mit ¢ =1,...,mund j = 1,...,n der Form
11 A2 - Qip
Q21 Q22 -+ Q2p
Am1 Am2  *° Qmp

Merkregel fir die Reihenfolge der Indizes: | Zeile zuerst, Spalte spéter. ‘

Einem linearen Gleichungssystem kann man wie folgt eine Matrix zuordnen: Im
»Schnittpunkt® der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte hat die Matrix des LGS ({3.5)
den Eintrag a;;.

11 Az - Qip
Q21 Q22 -+ Q2p

(3.6)
Am1 Am2 - Qmp

Die erweiterte Matrix des LGS ({3.5) enthilt als letzte Spalte zusétzlich by, . . ., by,:

ayy a2 0 Qi by
a1 Qg -+ Ao, by

(3.7)
Am1 Qm2 - Amn bm

Beispiel 3.7 Wir betrachten das reelle LGS

209 + 4dx3 — 224 + x5 + Txg = —1
I + x3 + 3ZE4 — Ty = 1
r1 + x 4+ 3x3 + 214 + x¢ = 1

To 4+ 23 — x4 — x5 — xg = 1
3x1 4+ 2x9 + Txs + Try — x5 — 216 = a
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mit der erweiterten Matrix

024 -2 1 7T =1

1 01 3 0o -1 1 -1 —31
113 2 0 1 1 1+
012 -1 -1 -1 1

327 7T =1 =2 a +

1. Schritt: Wir addieren das (—1)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile)
zur dritten und das (—3)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile) zur letzten.
Schlieflich vertauschen wir noch die ersten beiden Gleichungen, damit die Eins links
oben steht, und erhalten folgende Matrix:

01 3 0 -1 1

2 4 -2 1 7 -1 +

1 2 —1 O 2 0 j—2 -1 —21
1 2 -1 —1 -1 1 4+

24 -2 -1 1 a-—3 +

2. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zur zwei-

S OO O =

ten, vierten und fiinften Gleichung. Dann vertauschen wir noch die zweite und dritte
Gleichung, damit die Eins links oben im ,, Késtchen* steht, und erhalten

101 3 0 -1 1

012 -1 0 2 0

000 O 1 3 -1

oo0oo0o o -1 =3 1 1+
o000 0 -1 -3 a—-3 +

3. Schritt: Wegen den Nullen in der dritten und vierten Spalte kénnen wir die dritte
und vierte Variable {iberspringen. Wir addieren die dritte Gleichung zur vierten und
fiinften Gleichung und bekommen

101 3 0 -1 1
012 —-10 2 0
000 0 1 3 —1
000 0 0 O 0
000 O 0 0 a—4

Das Verfahren ist damit beendet. Das zugehorige LGS

1 + 3 + 324 — x5 = 1
Ty + 2x3 — X4 + 2z = 0

x5 + 3xg = —1

Org = 0

Oxrg = a—4
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hat dieselbe Losungsmenge wie das Ausgangssystem und ist fiir @ # 4 unlosbar, fiir
a = 4 losbar. Die Losungsmenge lasst sich (fiir a = 4) aus

r1 = 1 — Tr3 — 31‘4 + T
Ty = — 2x3 + x4 — 2z
Ty = — 1 — 3%6

ablesen: Setzen wir x3 = tq, x4 = to, 16 = t3, S0 bekommt man

ry = 1 - tl — 3t2 + t3
To = — 2t1 + t2 — 2t3
r3 = tl
Ty = t2 ’
Ty = -1 - 3t3
T = l3
und die Losungsmenge besteht aus allen Elementen z = (x1,...,16) € R®, die sich

darstellen lassen als
x:u+tlvl+t21}2+t3v3 mit tl,tg,tgeR

mit
u=(1,0,0,0,-1,0), v =(—1,-2,1,0,0,0),

Vg = (_3717071a070)7 U3 = (1,_2,0,0,—3,1).

3.3.3 Das allgemeine Vorgehen

Gegeben sei das relle LGS (3.5) mit m,n € N und reellen Koeffizienten a;, b; und
der erweiterten Matrix (3.7)).

Ziel ist es, die erweiterte Matrix (A | b) durch elementare Zeilenoperationen moglichst
zu vereinfachen, d.h. moglichst viele Eintrdge zu Null (oder Eins) zu machen.

Der Fall, dass alle a;; Null sind, ist uninteressant: Dann ist ndmlich entweder ({3.5])
unlosbar (falls es ein b; # 0 gibt), oder die Losungsmenge ist R™ (falls alle b; = 0
sind). Wir werden also im Folgenden annehmen, dass es mindestens ein a;, # 0 gibt.

1. Schritt: Ist ein Element a;; in der ersten Spalte von von Null verschieden, so
lasst sich (notigenfalls durch eine Vertauschung (I)) erreichen, dass aq; # 0. Weiter
kann man durch Elementaroperationen (II) und (III) erreichen, dass a;; = 1 und
a;; = 0: Man multipliziert dazu die 1. Zeile mit i und addiert zur i-ten Zeile das
—aji-fache der ersten Zeile (i = 2,...,m). Sind dagegen alle Elemente der ersten
Spalte Null und kommt in der k-ten Spalte zum ersten Mal ein von Null verschiedenes
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Element vor, so kann man entsprechend ay, = 1, ajz =0 (i = 2,...,m) erreichen.
(3.5) geht somit im ersten Schritt iiber in

0 - 01 ajyy - ayy B
0 a/27k+1 e a/2n bl2 (38)
0O --- 00 a/me—H ceeoal b

2. Schritt: Ist mindestens eins der a;j mit ¢ > 2 und 7 > k41 von Null verschieden,
so verfahrt man wie beim ersten Schritt und erhélt eine erweiterte Matrix der Form

0 -+ 0 1 % -+ % % % --- % %
00 --- 01 % -+ % x
0O - 000 -+ 0 0 * -+ % %
Gibt es noch von Null verschiedene Koeffizienten in den Zeilen 3,4, ... (mit Aus-

nahme der Elemente in der letzten Spalte), so folgt in entsprechender Weise ein 3.
Schritt usw.

Das Verfahren ist beendet, wenn entweder in den letzten Zeilen nur noch Nullen
stehen (bis auf die Elemente in der letzten Spalte) oder wenn man mit der zuletzt
erhaltenen Eins die letzte Spalte oder Zeile der einfachen (d.h. nicht erweiterten)
Matrix erreicht hat. Die Endgestalt der Matrix hat schliellich folgende Zeilen-
Stufen-Form:

0 -« 0]1 % o+ % % %--% % % -+ x| ¢
00 --- Ob**
S0 . ox :
1 e |- (3.10)
00 -« 0|en
0 0 00 00 00 0] cm

Aus ([3.10) liest man ab:

Folgerung 3.8 Das zu (3.1()) gehorige LGS und damit nach Satz(3.4 auch das LGS
ist genau dann Ibsbar, wenn gilt ¢,11 = Cryo = ... = ¢, = 0.
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Durch weitere Zeilenumformungen kann man erreichen, dass oberhalb der Einsen
iiberall Nullen stehen. So erhalt man schlieflich die Gauf3sche Normalform des

LGS :

0 011 = * 0 x---% 0 * x| dy
0 0 01 =---%
o . 0 :
e u] g 1)
0 0 0|d1
0 0 00 0 0 0 0 0] dn

Parametrisierung der Losungsmenge: Falls das zu (3.11)) bzw. (3.5 gehorige
LGS I6sbar ist (also d,41 = ... = d,, = 0), so lassen sich alle Losungen von ({3.5)) an
(3.11) ablesen.

Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Gauf3ische Normalform
folgende Gestalt hat

1 0 0 0|af,,, - ai,|d
o1 0

0 0] 1

: .0 : S

, ; . (3.12)
0 0 |1]ay, ay, | dy
o o0 - 0

0 0o 0 0 0|0

Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der Un-
bekannten des LGS, kann man das stets erreichen.

Man wihlt dann (wie im Beispiel) ¢4, ...,t,—, € R als Parameter und setzt

Tpgp1 =11, Tpyo =1, ..., Ty =1tp 4.
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Aus (3.12)) erhélt man dann fiir die restlichen r» Unbekannten:

" "
xl - dl - tl azl’T+1 - e — tn—r al,n
_ " "
T, = d — hag,yy — 0 — la,al,
(3.13)
Try1 = t
Tpn = ln—r

Durchlaufen t¢q,...,t,_, jeweils alle reellen Zahlen, so erhdlt man mit (3.13)) alle
Losungen von (3.5). Fir ¢, = ... = t,_, = 0 ergibt sich speziell die Losung = =
(dy,...,d,0,...,0).

Folgerung 3.9 Ein homogenes LGS mit mehr Unbekannten als Gleichungen (n >
m) ist immer nichtrivial I6sbar (d.h. hat nicht nur die Null-Lésung).

3.4 Einige weiterfithrende Fragen

e Wir haben in diesem Abschnitt bereits die Begriffe Menge, Teilmenge, Losungs-
menge verwendet und sind ,intuitiv® damit umgegangen. Wie lassen sich diese
Begriffe prézisieren, welche Schreibweisen gibt es dafiir und welche Operatio-
nen kann man mit Mengen ausfiithren?

e Wie kann man das logische Schliefien (etwa im Beweis von Satz systema-
tisieren und iibersichtlich darstellen? Was fiir logische Operationen gibt es?
Was fiir Beweis-Methoden gibt es?

e Gibt es noch weitere ,,Zahlbereiche“, mit denen man formal wie mit den reellen
oder den rationalen Zahlen rechnen kann?

e Kann man herausfinden, ob ein gegebenes lineares Gleichungssystem eine Losung
hat, ohne den Gauflschen Algorithmus durchzufiihren? Kann man a priori et-
was iiber die mogliche Anzahl der Losungen sagen? (Gibt es z.B. ein LGS,
dessen Losungsmenge genau zwei Elemente enthélt?)

e Was sind die algemeinen Eigenschaften (Struktur) der Losungsmenge eines

LGS?
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Teil 11
Grundlegende Begriffe

In diesem Kapitel fithren wir einige Begiffe und Bezeichnungen ein, die nicht nur fiir
die Lineare Algebra, sondern fiir die gesamte Mathematik grundlegend sind: Logi-
sche Begriffe sind unentbehrlich, um mathematische Aussagen prézise zu fassen und
neue deduktiv herzuleiten. Die Objekte der Mathematik lassen sich zweckméfig als
Mengen beschreiben. Mittels Abbildungen kann man Beziehungen zwischen einzelnen
Mengen beschreiben.

Unser Ziel ist eine kurze Vorstellung der Konzepte und die Festlegung von Sprech-
weise und Notation anhand von Beispielen. Wir verzichten auf eine systematische
Einfiihrung in die Gebiete ,,Logik* und ,Mengenlehre* und verweisen z.B. auf die
Biicher von Tarski [20] und Halmos [13].

4 Logik und Mengenlehre: ein Steilkurs

4.1 Logik

In der Aussagenlogik werden aus ,elementaren” Aussagen und logischen Ver-
kniipfungen neue Aussagen zusammengesetzt.

Beispiel 4.1 Zwei Beispiele fiir Aussagen sind: Es ist Nacht und 3 ist eine natiirliche
Zahl.

Logische Verkniipfungen sind

Symbol Name Sprechweise
A Konjunktion ,und*
Vv Disjunktion ,oder®
- Negation ,nicht®
= Implikation  , daraus folgt*®
& Aquivalenz ~ ,ist dquivalent zu*

Durch Negation einer ,,wahren“ Aussage erhélt man eine , falsche* und durch Nega-
tion einer falschen Aussage erhilt man eine wahre.

Beispiel 4.2 Bezeichnet A die Aussage —1 ist eine natiirliche Zahl, so ist A falsch,
ihre Negation —A (gesprochen ,nicht A“) ist eine wahre Aussage. ~A ldsst sich
umgangssprachlich formulieren als —1 ist keine natiirliche Zahl.
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Beispiel 4.3 Im Satz In der Nacht sind alle Katzen grau lassen sich zwei Teil-Aussagen
erkennen, namlich N := Es ist Nacht und K := Alle Katzen sind grau. (Das Zeichen
:= bedeutet, dass der links stehende Ausdruck durch den rechts stehenden Ausdruck
definiert wird.)

Diese beiden Aussagen sind durch eine Implikation verkniipft, was man deutlicher
sieht, wenn man den Satz umformuliert in Wenn es Nacht ist, dann sind alle Kat-
zen grau. Mit Hilfe der logischen Verkniipfung = (gesprochen ,daraus folgt“ oder
»impliziert*) ldsst sich der Satz also folgendermaflen schreiben:

N =K.

Wir haben hier aus den beiden elementaren Aussagen N und K mit Hilfe der logi-
schen Verkniipfung = eine neue, zusammengesetzte Aussage erzeugt.

Weitaus weniger gebraduchlich als die fiinf oben genannten Verkniipfungen ist das
Zeichen V fiir ,entweder-oder”.

Wenn man mehr als zwei elementare Aussagen zu zusammengesetzten Aussagen
verkniipft, muss man auf korrekte Klammerung der einzelnen Aussagen achten, wie
man an folgendem Beispiel beobachten kann.

Beispiel 4.4 Zu den oben eingefiihrten elementaren Aussagen N und K nehmen
wir noch eine weitere Aussage hinzu: R := Es regnet. Mit diesen Aussagen bilden
wir die beiden Aussagen

NA(R=K) und (NAR)= K. (4.1)

Die beiden Aussagen sind sehr verschieden: die erste kann man lesen als Es ist Nacht
und wenn es regnet, sind alle Katzen grau. Die zweite Aussage lautet etwa In regneri-
schen Nachten sind alle Katzen grau. Dass die beiden Aussagen wirklich verschieden
sind, werden wir in Beispiel 4.6 noch genauer verstehen.

Der Wahrheitswert von zusammengesetzten Aussagen wird aus den Wahrheitswer-
ten der einzelnen elementaren Aussagen abgeleitet. Das geschieht mittels Wahr-
heitstafeln, die angeben, in welchen Féllen eine zusammengesetzte Aussage den
Wahrheitswert ,,wahr“ (w) oder ,falsch* (f) annimmt. Die Wahrheitstafeln fiir die
einzelnen Verkniipfungen lauten wie folgt:

D|E|DAE D|E|DVE

w|w W w|w W E | -FE
w | f f w | f w w | f
f|w f f|w w fl| w
f|f f f|f f
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D|E|D=FE D|E|DsE D|E|DVFE
w | w w w | w w w | w f
w | f f w | f f w | f w
flw w f|w f flw w
f|f w f ] f w f|f f

Die erste Wahrheitstafel gibt beispielsweise an, dass die Aussage D A E nur dann
wahr ist, wenn sowohl D als auch F wahr sind. Die Disjunktion von D und F ist
hingegen nur dann falsch, wenn sowohl D als auch E falsch sind. Damit DV E wahr
ist, muss mindestens eine der beiden Aussagen wahr sein. Im Gegensatz dazu ist die
Aussage DV F nur wahr, wenn genau eine von beiden wahr ist, da sich die Aussagen

gegenseitig ausschlieflen.

Bemerkung 4.5 Beachten Sie, dass die Aussage D = FE wahr ist, auch wenn
D falsch ist und zwar unabhingig vom Wahrheitswert von E. Umgangssprachlich
formuliert: ,,Aus einer falschen Aussage kann man alles folgern*.

Beispiel 4.6

1. Ist A die Aussage —1 ist eine natiirliche Zahl und B die Aussage 3 ist eine
natiirliche Zahl, dann ist die Aussage A = B (Wenn —1 eine natiirliche Zahl
ist, dann ist 3 eine natiirliche Zahl) wahr, denn eine Implikation D = E hat
den Wahrheitswert w, falls D den Wahrheitswert f hat. Die Aussage A A B
(also: —1 und 3 sind beides natiirliche Zahlen) ist falsch (da mindestens eine der
beiden Aussagen falsch ist, in diesem Fall A) und die Aussage AV B ist wahr
(da mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist, in diesem Fall B.)

2. Wenn die Aussagen N und R im obigen Beispiel falsch sind (Es ist nicht Nacht
bzw. Es regnet nicht), dann ist die Aussage N A (R = K) falsch (da eine
Konjunktion D A E den Wahrheitswert f hat, wenn eine der beiden Aussagen
den Wahrheitswert f hat). Die Aussage (N A R) = K ist in diesem Fall jedoch
wahr (da eine Implikation D = E den Wahrheitswert w hat, falls D den
Wahrheitswert f hat). Die Aussagen in (4.1]) sind also tatséchlich verschieden.

Eine Verallgemeinerung der Aussagenlogik ist die Pradikatenlogik.

Hier betrachtet man allgemeine Aussageformen, die nach dem Einsetzen eines
Elementes aus einer gegebenen Menge zu Aussagen im Sinne der Aussagenlogik
werden.
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Beispiel 4.7

1.

Aq(z) := x ist eine natiirliche Zahl ist eine Aussageform auf der Menge Z der
ganzen Zahlen. Die Gréfle x bezeichnet man hier als Variable der Aussageform
Aj. Setzt man eine ganze Zahl fiir x ein, so erhélt man eine Aussage, z.B. ist
A1 (3) die Aussage 3 ist eine natiirliche Zahl und A;(—1) die Aussage —1 ist eine
natiirliche Zahl.

. As(x) := (z + x = 2x) ist eine Aussageform auf der Menge der ganzen Zahlen

7., die beim Einsetzen eines beliebigen Elementes von Z fiir x immer eine wahre
Aussage ergibt. Eine solche Aussageform nennt man allgemeingiiltig.

. As(x) == (3 < z) A (z < 5) ist eine Aussageform auf Z, die zwar nicht allge-

meingiiltig, aber immerhin erfiillbar ist, d.h. es gibt mindestens ein Element
der Grundmenge, fiir das die Aussage wahr ist. In diesem Beispiel etwa ist
A3(4) eine wahre und A3(1) eine falsche Aussage.

. G(n, k) := In der Nacht n ist Katze k grau ist eine (zweistellige) Aussageform

auf der Grundmenge, die aus allen Paaren (n, k) aus Néchten n und Katzen k
besteht.

. T(x,y) := x ist ein Teiler von y ist eine Aussageform auf der Menge aller Paare

von natiirlichen Zahlen. Z.B. ist T'(4,12) eine wahre Aussage und 7'(1,y) eine
allgemeingiiltige Aussageform auf der Menge der natiirlichen Zahlen.

Sind die Koeffizienten a;; und b; mit 2 = 1,...,m und j = 1,...,n fest vor-
gegeben, so ist A(x) := z ist Losung des LGS ([3.5)) eine Aussageform auf der
Menge R™ aller reellen n-Tupel z = (z1,...,x,). In dieser Sprechweise ist das

LGS genau dann losbar, wenn A(x) eine erfiillbare Aussageform ist.

Die Variablen in einer Aussageform werden oft quantifiziert mit Hilfe des Exis-
tenzquantors 3 (gesprochen , Es gibt ein...“) und des Allquantors V (gesprochen
LFir alle...”).

Beispiel 4.8

1.

2.

dx € Z : Asz(x) liest sich als Es gibt eine ganze Zahl z, so dass gilt: 3 < z
und z < 5 und ist eine wahre Aussage, da beispielsweise Az(4) wahr ist. Die
Aussage Vo € Z : As(x) liest sich als Fiir alle ganzen Zahlen z gilt: 3 < z und
x < 5 und ist eine falsche Aussage.

Vo € N Jy € N: T(x,y) ist eine wahre Aussage, da es zu jeder natiirli-
chen Zahl x mindestens eine Zahl y gibt, deren Teiler sie ist; man setze z.B.
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y = 2z. Die Aussage 3y € N Vo € N : T(z,y) ist eine falsche Aussage;
in Umgangssprache formuliert lautet sie Es gibt eine natiirliche Zahl y, die von
allen natiirlichen Zahlen geteilt wird.

Bemerkung 4.9 Anhand des letzten Beispiel kann man sehen, dass die Reihenfolge
der einzelnen Quantifizierungen der Variablen entscheidend ist: Vo € N dy € N :
T(x,y) ist eine ganz andere Aussage als 3y € NV € N: T(x,y).

Ein weiterer Quantor ist 3;, der ,Es gibt genau ein ... bedeutet. Fiir eine Aussa-
geform E(x) auf der Grundmenge M ist 3y € M : E(x) genau dann eine wahre
Aussage, wenn es genau ein Element x in M gibt, fiir das die Aussage F(z) wahr
ist.

4.2 Mengen

Bei der Untersuchung von mathematischen Strukturen werden aus gegebenen Kon-
zepten neue aufgebaut. Verfolgt man diesen Prozess zuriick, so sto6f§t man zwangsléu-
fig auf Grundbegriffe, die mathematisch nicht weiter erklart werden konnen. Man
kann solche Begriffe nur dadurch festlegen, dass man den Umgang mit ihnen durch
Gesetze (sogenannte Axiome) regelt.

Grundlegend fiir die gesamte Mathematik ist der Begriff der Meenge. Der Begriinder
der Mengenlehre, Georg Cantor (1845-1918), hatte noch definiert:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
,Elemente® von M genannt werden) zu einem Ganzen.

In der modernen Mathematik verzichtet man auf eine Definition des Begriffs ,, Menge*
und verwendet ihn als Grundbegriff. Um Widerspriiche zu vermeiden wird gefordert,
dass eine Menge sich nicht selbst als Element enthalten darf. Mehr iiber den axio-
matischen Aufbau der Mengenlehre und dabei mogliche Widerspriiche findet man
in dem Buch von Halmos [13].

Ist ein ,,Objekt* a in einer Menge M enthalten, schreiben wir a € M (lies ,,a Element
M*), andernfalls a ¢ M (lies ,,a nicht Element M*).

Mengen kann man beschreiben durch Auflisten ihrer Elemente, z.B. M = {1, 2, 3,4, 5}
oder durch Auswahl bestimmter Elemente einer Grundmenge G mit Hilfe einer Aus-
sageform A(x) auf G, zB. G = N und M = {n € N | 1 <n < 5}. Die allgemeine
Schreibweise ist M = {x € G| A(x)} mit einer Grundmenge G und einer Aussage-
form A(z) auf G.
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Beispiel 4.10

1. die leere Menge () = {}, die keine Elemente enthilt.

2. die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}. Nehmen wir die Null hinzu, so
schreiben wir Ny := N U {0}.

3. die ganzen Zahlen 7 = {...,—2,—1,0,1,2,...}.
4. die rationalen Zahlen @ = {%’ | p,q € 7Z,q # 0}.

5. die reellen Zahlen R, deren Konstruktion in der Vorlesung ,, Analysis I* de-
tailiert behandelt wird.

6. die komplexen Zahlen C = {z +iy | z,y € R,i = v/—1}. Sie werden spéter
in Abschnitt néher vorgestellt.

7. Die Losungsmenge L des LGS (3.5) bei vorgegebenen (reellen) Koeffizienten
a;; und b; lasst sich mit Hilfe der Aussageform A(x) = x ist Losung des LGS
(3.5) ausdriicken als L = {z € R™| A(x)}.

A heifit Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch in B liegt, wenn also
aus x € A folgt € B. Die Menge B heifit dann Obermenge von A. Wir schreiben
A C B oder B D A. Dabei kann A echte oder unechte Teilmenge von B sein, je
nachdem, ob A # B oder A = B ist. Man nennt C das Inklusionszeichen.

Zwei Mengen M; und M, sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen, d.h.
wenn fiir jedes x gilt:

Aus x € M, folgt x € M, und aus x € M, folgt x € M; .

Es gilt also M} = M; genau dann, wenn M; C My und My C M;.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit Potenzmenge
PM):={A|AcC M}.

Der Name erklart sich aus folgendem Beispiel:

Ist M eine endliche Menge mit k Elementen, so ist P(M) eine Menge mit 2% Ele-
menten. Z.B. ist die Potenzmenge der Menge M = {1,2,3} die Menge

P(M) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} }

mit 23 = 8 Elementen.
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Der Durchschnitt der Mengen A, B ist die Menge
ANB:={z |z € ANz € B}.

Ein Element liegt also genau dann im Durchschnitt von A und B, wenn es sowohl in
A als auch in B liegt. Ist der Durchschnitt AN B leer, so heifen A und B disjunkt.

Die Vereinigung der Mengen A, B ist die Menge
AUB:={zx|zre€ AVze B}.

Ein Element liegt also in der Vereinigungsmenge AU B, wenn es wenigstens in einer
der beiden Mengen liegt.

Bemerkung 4.11 Eigenschaften von U, N:
e ANB=BNAund AUB=BUA (Kommutativgesetze)
e (ANB)NC = An(BNC)und (AUB)UC = AU(BUC) (Assoziativgesetze)

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC)und AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(Distributivgesetze)

Unter dem (cartesischen) Produkt der Mengen A, B versteht man die Menge
Ax B:={(z,y)|xr € ANy € B}.

Dabei ist (z,y) ein geordnetes Paar, und (z,y) = (2/,y') gilt genau dann, wenn
r =2 und y = ¢/. Ein Beispiel ist R* = R x R x R.

Die Differenz der Mengen A, B ist die Menge
AB:={z|zre ANz ¢ B}.

Ist insbesondere A die Grundmenge G, so nennt man B¢ := G\B das Komple-
ment:

B¢={reG|x ¢ B}.
Bemerkung 4.12 Es gelten die Formeln
AA=0, ANnA°=0, AUA =G, (A)°=A,
sowie die Regeln von de Morgan

(AUB)=A°NB°, (ANB)° = A°UB".
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Durchschnitt und Vereinigung lassen sich auch von mehr als zwei Mengen bilden,
indem man die obigen Definitionen sinngeméf iibertriagt. Sei M eine Menge von
Mengen, z.B. M C P(A) fiir eine Menge A.

Der Durchschnitt aller Mengen B des Mengensystems M (M = () ist die Menge

ﬂB::{x]fﬁralleBEMgiltxeB}:{x|‘v’B€M:x€B}.
BeM

Sie besteht aus denjenigen Elementen z, die zu allen Mengen B € M gehoren.

Die Vereinigung aller Mengen B € M ist die Menge

UB::{:B|esgibteinB€Mmitx€B}:{x|EIBEJ\/[:xEB}.
BeM

Sie besteht aus denjenigen Elementen z, die zu mindestens einer Menge B € M
gehoren.

4.3 Beweismethoden

Mathematische (Lehr-)Sétze sind wenn-dann-Aussagen. Aus einer gegebenen Aus-
sage V (der Voraussetzung) wird mittels logischer Gesetze eine andere Aussage
B (die Behauptung) abgeleitet; die Darstellung dieser Ableitung ist der Beweis.
Formal hat also jede mathematische Aussage die Gestalt V' = B und der Zweck des
Beweises ist, diese Implikation mit den Mitteln der Logik nachzuweisen. Dafiir gibt
es verschiedene Methoden; die gebréuchlichsten sind

e direkter Beweis: Aus der Voraussetzung wird die Behauptung , direkt* be-
wiesen. Ein Beispiel ist Satz [3.4

e indirekter Beweis: Hier benutzt man die Tatsache, dass die Implikation
V' = B gleichwertig ist mit der Implikation =B = —V. Anstatt die Aus-
sage ,Aus V folgt B“ nachzuweisen, kann man genauso gut die Aussage ,,Aus
nicht B folgt nicht V* zeigen (und ist dann fertig!). Praktisch formuliert man
einen indirekten Beweis meistens als Widerspruchsbeweis: ,, Angenommen,
die Behauptung B ist falsch, dann (so muss man zeigen) ist auch die Voraus-
setzung V falsch*.

e Ringschliisse: Mathematische Siitze sind oft Aquivalenzaussagen: verschiede-
ne Behauptungen sind gleichwertig; wenn eine gilt, so gelten auch alle anderen.
Hier kann man so vorgehen: Wenn etwa A < B < (' zu zeigen ist, geniigt es,
A= B, B= C und C' = A nachzuweisen.
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e vollstindige Induktion: Hier muss man Aussagen A, fiir fiir alle natirlichen
Zahlen n € N beweisen. Dazu geht man so vor:

INDUKTIONS-VERANKERUNG: Man zeigt, dass etwa A; gilt.

INDUKTIONS-SCHRITT: Sei dann k > 1 beliebig. Man nimmt an, dass
Ay, As, ... Ag gelten. Unter dieser Voraussetzung zeigt man dann, dass auch
Ak+1 gl].t

4.4 Abbildungen

Definition 4.13 Gegeben seien zwei Mengen A und B. Eine Abbildung von A in
B ordnet jedem Element von A genau ein Element von B zu. Wir schreiben

f:A—= B, a~ f(a)

A heifit Definitionsmenge und B Zielmenge von f. Die Menge f(A) := {f(a) |
a € A} C B heiit Bildmenge von f. Die Menge {(a, f(a)) | a € A} C A x B heifit
Graph der Abbildung f.

Ist die Zielmenge R oder C, so sagt man statt Abbildung auch Funktion .

Eine Abbildung f : A — A einer Menge A in sich heifit Selbstabbildung der Menge
A. Insbesondere ist die identische Abbildung von A

ida:A— A, z—=x
eine Selbstabbildung.

Beispiel 4.14
1. f:N— N,z 22

2. f:Rsp — Rug, 7 — 22, wobei R+ die Menge der positiven reellen Zahlen
bezeichnet.

3. f:R— R,z sin(z).

0 fiir x gerade

4. f:1N->{o,1},wa(x):{

1 fiir 2 ungerade

5. Ist B die Menge der Biicher der Universitétsbibliothek Karlsruhe und U die
Menge der Bibliotheksbenutzer, so ist die Zuordnung L : B ~ U, die jedem
Buch seine Leser zuordnet, keine Abbildung (wieso nicht?).
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An den Beispielen zeigen sich einige typische Eigenschaften von Abbildungen, die
wir in den folgenden Definitionen prézisieren. Fiir die Abbildung f : A — B sagen
wir:

Definition 4.15 (a) f heifit surjektiv, wenn f(A) = B.

Jedes b € B kommt hier als Bildelement f(a) vor. Man sagt auch: f ist eine Abbil-
dung von A auf B.

(b) f heiit injektiv, wenn gilt:
Ve, a9 €A @ 1y F a9 = f(x1) # f(x2).

Bei injektiven Abbildungen haben also verschiedene Elemente auch verschiedene
Bilder. Dazu adquivalent ist

Ve, e € A 0 f(xy) = f(za) = 31 = 9.
Eine solche injektive Abbildung besitzt eine Umkehrabbildung, ndmlich
FURA) = Ay i) mit f ) =, wenn f(z) =y
Esist f~}(f(x)) =z fiir alle x € A und f(f~!(y)) =y fiir alle y € f(A).

(c) f heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

surjektiv, aber nicht injektiv

0

injektiv, aber nicht surjektiv

bijektiv

Eine bijektive Selbstabbildung einer endlichen Menge heifit Permutation von A.
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In Beispiel ist 3. weder surjektiv noch injektiv, 4. ist surjektiv, aber nicht
injektiv, 1. ist injektiv, aber nicht surjektiv, 2. ist eine bijektive Selbstabbildung der
Menge R~.

Definition 4.16 (a) Zwei Abbildungen f: A — B und f': A’ — B’ sind gleich,
wenn A=A, B= B und f(z) = f'(z) fiir alle x € A=A’

(b) Es seien f : A — B und g : A’ — B zwei Abbildungen mit A" C A, und
fir jedes x € A’ sei f(x) = g(x). Dann heiit g die Einschrinkung von f auf A’
(Schreibweise: g = f|as). Umgekehrt heifit f eine Fortsetzung von g auf A.

Unter geeigneten Bedingungen kann man Abbildungen ,nacheinander” ausfithren
oder , verketten*:

(c) Esseien f : A — Bund g : B — C zwei Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
h:A—C, xw h(z):=g(f(z))

die Verkettung von f und g. Schreibweise: h = g o f (gelesen: g nach f).

O MO0

gof

Im Allgemeinen ist go f # f og. Jedoch gilt das Assoziativgesetz fiir Verkettungen:

Hilfssatz 4.17 Fiir die Abbildungen f : A — B, g : B — C, h : C — D ist
ho(gof)=(hog)of.

BEWEIS: Die Verkettungen sind alle ausfithrbar, Definitionsmenge ist jeweils A,
Zielmenge jeweils D, und es gilt fiir alle x € A

(ho(gof)(x) = hl(go f)(x)) =h
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))).

4.5 Relationen

Definition 4.18 A und B seien zwei Mengen. Eine Relation ist eine Teilmenge
R C A x B des cartesischen Produkts A x B. Fiir (z,y) € R schreibt man auch
xRy und sagt: ,,z steht in der Relation R zu y“.
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Beispiel 4.19

1. A = Menge der Méanner, B = Menge der Frauen, R := {(x,y) € A X B |
xist verheiratet mit y}.

2. A = Menge der Punkte, B = Menge der Geraden in der Ebene, R := {(z,y) €
A x B | Der Punkt z liegt auf der Geraden y}.

4.5.1 Ordnungsrelationen
Essei A= B und R C A x A. Wir verwenden hier anstatt R das Zeichen <.

Definition 4.20 Eine Relation < heift Ordnungsrelation in A und (A, <) heifit
(partiell) geordnete Menge, wenn fiir alle a,b,c € A gilt:

O1 a<a (reflexiv)
02 a<bAb<a — a=0>b (antisymmetrisch)

03 a<bAb<c¢ = a<c (transitiv).

Eine Menge A mit Ordnungsrelation < heifit total geordnet, wenn fiir alle a,b € A
gilt:
a<b Vv b<a.

Beispiel 4.21

1. Fiir eine beliebige Menge M ist die Inklusion C eine Ordnungsrelation in der
Potenzmenge P(M) und (P(M), C) ist partiell geordnet.

2. (N, <) ist eine total geordnete Menge.

In Beispiel 2 sind je zwei Elemente vergleichbar: Fiir beliebige x,y € N ist x < y
oder y < z. In Beispiel 1 gilt das nicht: Man kann bei einer Menge mit mindestens
zwei Elementen stets Teilmengen X, Y finden, fiir die weder X C Y noch Y C X
gilt.

4.5.2 Aquivalenzrelationen

Es sei wieder A = B und R C A x A. Fiir R verwenden wir jetzt das Zeichen ~.

Definition 4.22 ~ heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir alle a,b, ¢ € A gilt:
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Al a~a (reflexiv)
A2 a~b = b~a (symmetrisch)
A3 a~b Ab~c = a~c (transitiv).

Aquivalenzrelationen sind die vielleicht wichtigsten Relationen. Sie kommen in allen
Bereichen der Mathematik vor.

Beispiel 4.23

1. A sei die Menge der Geraden in einer Ebene. g ~ h gelte genau dann, wenn
die Geraden g, h parallel sind (d.h. keinen Schnittpunkt haben oder zusam-
menfallen). Man sieht leicht ein, dass A1, A2 und A3 erfiillt sind.

2. A sei die Potenzmenge P(M) einer Menge M. Fiir zwei Teilmengen X,Y
von M gelte X ~ Y genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung von X
auf Y gibt. X und Y heiflen dann gleichmé&chtig. Gleichméchtigkeit ist eine
Aquivalenzrelation.

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation in A. Zu jedem a € A bilden wir die Menge
K, ={rxeA|z~a}l,

der Elemente aus A, die zu a dquivalent sind. K, heif3t (Aquivalenz—)Klasse von a;
und a ist ein Reprisentant der Klasse K.

Satz 4.24 (Aquivalenzklassen-Zerlegung) Ist ~ eine Aquivalenzrelation in der
Menge A, so ist A die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen von ~.

BEWEIS: Wegen der Reflexivitit A1 ist a € K,, also liegt jedes a in wenigstens einer
Klasse. Damit haben wir A C |J,., Ko C A. Bleibt zu zeigen, dass zwei beliebige
Klassen Kj und K. entweder gleich oder disjunkt sind. Nehmen wir also an, dass
Ky N K, # (. Sei dann etwa a € K, N K.. Nach Definition einer Aquivalenzklasse
gilt @ ~ b und a ~ ¢. Mit A2 und A3 folgt dann aber b ~ c. Ist jetzt = € K, also
z ~ b, so folgt mit b ~ ¢ wegen A3 z ~ ¢, d.h. z € K., also K, C K.. Entsprechend
folgt K. C K3, und damit schliefllich K, = K.. [ |

Die Menge der Klassen einer Aquivalenzrelation in A nennen wir Faktormenge A
von A beziiglich ~. Die Abbildung
f:A- A=A/~ aw fla)=K,=:a,

die jedem @ € A seine Klasse K, = a € A zuordnet, heiBt zugehdrige natiirliche
(oder kanonische) Projektion. Eine andere iibliche Schreibweise fiir die Aquiva-
lenzklassen ist [a] = K.



4.5 Relationen 31

S A/N

4.5.3 Beispiel: Die Menge Z/nZ der Restklassen modulo n

Wir betrachten die Menge Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen und
wéhlen eine natiirliche Zahl n. Mit diesem n definieren wir auf 7Z die Relation ~
durch

a~b < nteilt b—a. (4.2)

Dabei bedeutet ,,n teilt b — a* wie iiblich 42 € Z : b — a = zn, bzw.

JzeZ:b=a+zn. (4.3)

Also sind a und b dquivalent, wenn beide bei Division durch n den gleichen Rest
ergeben. Fiir (4.2) bzw. (4.3) schreibt man kiirzer b = a (mod n). Sprechweise: ,,b

kongruent a modulo n*.

Beispielsweise ist 19 = 9 (mod 5),19 = 4 (mod 5),19 = —1 (mod 5). Die Relation
~ in (4.2) ist eine Aquivalenzrelation in Z: Fiir alle a,b, ¢ € 7Z gilt namlich

A1: a =a (mod n), denn n teilt a —a = 0.

A2: Gilt b= a (mod n), so gibt es ein z € Z mit b = a+ zn. Also ist a = b+ (—z)n
mit —z € 7Z und somit a = b (mod n).

A3: Gilt b= a (mod n)und ¢ = b (mod n), so gibt es 21, 20 € Z mit b = a+2zn,c =
b+ zen und damit ¢ = a+ (21 + 29)n. Wegen z; + 29 € 7 ist also ¢ = a (mod n).

Die von a € 7 erzeugte Klasse ist

a={z€Z|x~a}={r€Z|3Fz€Z:x=a+ zn} =a+nZ.
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Um die Faktormenge fiir dieses Beispiel explizit zu beschreiben, benutzen wir die
sogenannte Division mit Rest in Z: Zu je zwei ganzen Zahlen s,t mit ¢t # 0 gibt
es genau zwei weitere ganze Zahlen ¢, mit s = gt + 7 und 0 < r < |¢].

Ist nun b = a (mod n), so gibt es ein z € Z mit b = zn+a. Nach ,,Division mit Rest*“
kénnen wir also genau einen Reprasentanten r» von a wihlen mit 0 < r < n. Die
Klasse a = r 4+ nZ besteht dann aus allen x € Z, die bei Division durch n den Rest
r haben. a heifit daher auch Restklasse mod n. Die Faktormenge Z/ ~, die wir
auch mit Z/nZ bezeichnen, kénnen wir dann schreiben als

Z./nZ ={0,1,...,n—1}.
Fiir n = 3 sind die Klassen von Z/3Z in der folgenden Abbildung skizziert:
o=0 mod 3

=1 mod3

O0=2 mod 3

i
il
i
i
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5 Algebraische Grundbegriffe

5.1 Worum es geht: das Beispiel der ganzen Zahlen

Was macht man eigentlich, wenn man ,,rechnet“? Mit welchen Objekten kann man
rechnen? Welche Gesetze miissen gelten, damit man Gleichungen formulieren und
16sen kann?

Wir betrachten dazu zunichst einmal das Modell-Beispiel der Menge der ganzen
ZahlenZ ={...,—2,—1,0,1,2,...}. Ganze Zahlen kann man addieren, subtrahieren
und multiplizieren. Wenn man hingegen eine ganze Zahl durch eine andere dividiert,
erhélt man im Allgemeinen eine rationale Zahl; die Division ,fithrt aus der Menge
der ganzen Zahlen heraus®.

Diese Tatsachen kann man mit Hilfe des Abbildungsbegriffes prazisieren. Wir fassen
die Addition zweier ganzer Zahlen als eine Abbildung mit zwei Argumenten auf, und
ordnen diesem Paar eine weitere ganze Zahl zu:

+:Z XL =7, (r,y)—x+y,

wobei wir wie iiblich = +y statt +(z, y) schreiben. Eine Abbildung, die zwei Elemen-
ten einer Menge ein Element aus derselben Menge zuordnet, heifit Verkniipfung.

In Z gibt es ein Element, das beziiglich der Addition vor allen anderen ausgezeichnet
ist: die Null. Denn diese hat als einziges Element die Eigenschaft, dass man sie zu
allen Elementen a € Z hinzuaddieren kann, ohne dass sich die Zahl a dadurch
andert: a + 0 = a fiir alle a € Z. Man sagt ,,0 ist das neutrale Element beziiglich der
Addition*.

Das Addieren einer Zahl a € Z zu einer weiteren Zahl ldsst sich riickgéingig machen
durch das Subtrahieren von a, was das Gleiche ist wie das Addieren von —a € Z.
Man sagt: —a ist das inverse Element von a beziiglich der Addition. Das inverse
Element —a von a zeichnet sich dadurch aus, dass gilt

a+ (—a) =0,
d.h. addiert man zu einer Zahl a € 7Z ihr inverses Element —a, so erhélt man das

neutrale Element 0.

Durch diese Struktur sind wir in der Lage, Gleichungen der Form a + x = b nach
x aufzulosen: wir addieren auf beiden Seiten der Gleichung das inverse Element —a
von a und erhalten x = b+ (—a) := b — a als eindeutige Losung.

Betrachten wir nun die Multiplikation auf Z. Auch diese schreiben wir als Abbildung

L XL =L, (r,y)—x-y.
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Bei dieser Verkniipfung gibt es ebenfalls ein neutrales Element: die Eins. Es gilt
namlich a -1 = 1-a = a fir alle a € Z. Jedoch léasst sich die Multiplikation
nicht umkehren (jedenfalls nicht, ohne die Menge Z zu verlassen). Z.B. lasst sich die
Multiplikation einer Zahl a € Z mit 2 nicht riickgéingig machen, denn dafiir miisste
man mit der rationalen Zahl % multiplizieren. Da % aber nicht in Z liegt, gibt es in
7. kein inverses Element von 2 beziiglich der Multiplikation:

2-x=1 gilt fiir keine Zahlx € Z.

Zwei weitere Eigenschaften der Addition und der Multiplikation haben wir still-
schweigend verwendet. Bei der Durchfiihrung mehrerer Additionen bzw. mehrerer
Multiplikationen kommt es nicht auf die Reihenfolge an: fiir beliebige a, b, ¢ € 7Z gilt
(a+b)+c=a+(b+c) und a+b = b+a (entsprechend fiir die Multiplikation). Diese
Eigenschaften sind natiirlich fiir das ,,Rechnen* mit ganzen Zahlen entscheidend. Im
Folgenden definieren wir die in diesem Beispiel aufgetretenen Konzepte allgemein
und untersuchen ihre Beziehungen.

5.2 Gruppen: die wichtigsten algebraischen Objekte

Definition 5.1 Gegeben sei eine Menge A. Eine (innere) Verkniipfung * auf A
ist eine Abbildung
x: AXxA— A (r,y)—Tx*xy

Bemerkung 5.2 Bei Verkniipfungen schreibt man z % y fiir das Bild *(z,y) von
(x,y) unter der Abbildung *. Statt * verwendet man auch hiufig die Verkniipfungs-
zeichen +, —, - usw.

Beispiel 5.3

1. Die Addition + und die Multiplikation - sind Verkniipfungen auf 7, aber nicht
die Division :.

2. Die Subtraktion — ist keine Verkniipfung auf N (da 2—4 ¢ N) und die Division
: keine Verkniipfung auf R (da die Division durch 0 in R nicht erklért ist). Die
Division : ist aber eine Verkniipfung auf R\{0}.

3. Auf der Menge Abb(M, M) = {f : M — M} aller Selbstabbildungen einer
nichtleeren Menge M ist die Verkettung eine Verkniipfung.

Definition 5.4 Wir nennen eine Verkniipfung * auf einer Menge A assoziativ,
wenn

Va,b,ce A : (axb)*xc=ax*(bx*c)
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gilt, und kommutativ, wenn

Ya,be A : axb=bxa
gilt.
Beispiel 5.5

1. Auf Z ist + assoziativ und kommutativ.
2. Auf Z ist — weder assoziativ noch kommutativ.

3. Auf Z ist die Verkniipfung ¢ : (a,b) — |a — b| nicht assoziativ, aber kommu-
tativ.

4. Die Verkettung von Abbildungen auf der Menge Abb(M, M) aller Selbstabbil-
dungen von A ist stets assoziativ, aber i.Allg. nicht kommutativ.

5. In Z/nZ (vgl. Abschnitt 4.5.3) definieren wir eine Verkniipfung + durch

+: Z/nl x L)nl — Z/nZ; (4, b)—a+b:=a+Db.

(Beachten Sie, dass das Zeichen + hier in zwei verschiedenen Bedeutungen
benutzt wird: einmal ist 4+ die ,,gewOhnliche“ Addition in Z und einmal die
neu definierte Addition in Z/nZ.) Damit obige Definition sinnvoll ist, hat man
die Unabhéngigkeit der Summenklasse m von der Représentantenauswahl
zu priifen, damit wirklich jedem Paar (@, b) genau eine Klasse a + b als Bild
zugeordnet wird (Wohldefiniertheit):

Haben wir ag = @, by = b, also ag ~ a, by ~ b, so gilt ag = a (mod n), by =
b (mod n). Es gibt also 21,20 € Z mit ag = a + zin, by = b + z9n, woraus
ag+ by = (a+b) + (21 + 22)n, also

aop+ by = a+ b (mod n)

folgt. Es gilt also tatséchlich amo = a+ b. Damit haben wir gezeigt, dass
die auf Z/nZ definierte Addition tatsdchlich eine Verkniipfung auf Z/nZ ist.

Sie ist assoziativ und kommutativ. Die Verkniipfungstafel fiir die Addition

+ etwa auf Z/3Z sieht folgendermaflen aus

por = O +
D O O
= O DY DO

O DO =Y =
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Definition 5.6 (a) Ist * eine Verkniipfung auf A und gibt es ein Element e € A
mit
YVae A : exa=a=axe,

so heifit e neutrales Element beziiglich .

(b) Ist * eine Verkniipfung auf A mit neutralem Element e und gibt es zu einem
Element a € A ein ¢~ € A mit
a’l*a:e:a*a’l,

so heiBt ¢! inverses Element von a.

Bemerkung 5.7 (a) Es gibt hichstens ein neutrales Element fiir eine Verkniipfung
x auf A. Denn sind e; und e, neutrale Elemente beziiglich *, so ist nach Definition
e1 % es = e, aber auch eq x e5 = eg, also e; = es.

(b) Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass * assoziativ ist, ldsst sich zeigen,
dass es zu einem a € A hichstens ein Inverses a~! gibt! Denn sind a;' und a;'
inverse Elemente von a, so gilt

ai' =ar'xe=ay' x(axay') = (a7 xa)xay =exay =ay .

Beispiel 5.8 Die Addition 4 auf 7Z hat das neutrale Element 0. Das inverse Element
von z € Z ist —z.

Besonders wichtig und reichhaltig sind assoziative Verkniipfungen mit neutralem
Element, bei der jedes Element ein Inverses besitzt:

Definition 5.9 Eine Gruppe ist ein Paar (G, ) bestehend aus einer (nichtleeren)
Menge G und einer Verkniipfung * auf G mit folgenden Eigenschaften:

G1 (assoziativ): Va,b,c€ G:(a*xb)xc=ax (bxc)
G2 (neutrales Element): Jec GVaec G:exa=a=axe
G3 (inverses Element): Vae G Jda ' € G:a'xa=e=ax*xa '
Gilt zusatzlich
G4 Va,be G:axb=bxa,
so heifit die Gruppe G abelsch.
Bemerkung 5.10 Nach der Bemerkungen 5.7 ist das neutrale Element einer Grup-

pe eindeutig bestimmt und zu jedem Gruppenelement a gibt es genau ein Inverses

ail.
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Beispiel 5.11

1. (Z,+),(Q,+), (R,+), (R\{0}, ) sind abelsche Gruppen. (Z, ) und (Q, -) sind
keine Gruppen.

2. (Z/nZ, +) ist eine abelsche Gruppe. 0 ist das neutrale Element und n — r ist
das zu 7 inverse Element (0 <1 < n).

3. Fiir die Menge Abb(M, M) der Selbstabbildungen f : M — M ist die Ver-
kettung assoziativ mit der Identitét idy, als neutralem Element; Abb(M, M)
ist aber im Allgemeinen keine Gruppe, weil die Gruppeneigenschaft G3 nicht
erfiillt ist. Beschrankt man sich jedoch auf die Teilmenge S,; der bijektiven
Selbstabbildungen von M, so ist (Sys, o) eine Gruppe. Fiir den Fall einer end-
lichen Menge M werden wir uns mit solchen Gruppen im néchsten Abschnitt
noch genauer beschéftigen.

Hilfssatz 5.12 (Multiplikation mit Inversen) In einer Gruppe (G, ) sind die
Gleichungen a x x = b und x x ¢ = d eindeutig nach x Iésbar.

BEWEIS: x = a~!

x b ist Losung von a * x = b, denn
ax(atxb)=(axa ) xb=exb=0.

Diese Losung ist die einzige, denn sind z1, x5 zwei Losungen von a x x = b, so gilt

axTy=axry = a ‘x(a*xx))=a'*(a*msy)
— (o 'xa)*xx; = (a ' *a)* 2,
— Ee*xT] = €* Ty
— I1 = T2.
Entsprechend hat z * ¢ = d die eindeutige Losung = d x ¢~ 1. |

Bemerkung 5.13 Man kann zeigen, dass eine Menge G mit einer assoziativen Ver-
kniipfung * bereits dann eine Gruppe ist, wenn gilt:

JdJee GVa€eG:axe=a (eist rechtsneutral)

und

Vo€ G3a'e€G:axa ' =e (a ' ist rechtsinvers).



38 5 Algebraische Grundbegriffe

5.2.1 Beispiel: Die symmetrische Gruppe

Definition 5.14 Es sei M eine endliche Menge. Eine bijektive Selbstabbildung von
M heifit Permutation. Die Menge S); der Permutationen von M ist eine Gruppe

beziiglich der Verkettung o von Abbildungen und heiffit symmetrische Gruppe
von M.

Jede endliche Menge mit m Elementen ist bijektiv zur Menge M = {1,2,...,m}.
Es geniigt also, dieses spezielle M zu betrachten. Statt Sy, schreiben wir dann S,,.

Bemerkung 5.15 Mittels vollstédndiger Induktion beweist man: Es gibt 1-2 -3 -
.-+ +m = m! Permutationen der Menge {1,2,...,m}; die Gruppe S,, hat also m!
Elemente.

Eine Permutation 7 € .S,, schreiben wir schematisch folgendermaflen:

Wir setzen also unter jedes i € {1,2,..., m} das entsprechende Bild 7 (7). Zum
Beispiel hat die symmetrische Gruppe S von M = {1,2,3} die3! =1-2-3 =6

Elemente
(123 (123 (123
m=\1923) ™7 {231) ™7\312)

(123 (123 (1
M=\132) ™= \{3921) ™= \2

und die Gruppentafel

—_

— DN
w W

(S, 0) | m m m W T TG
™ Ty T2 T3 T4 Tp5 Te
Up) Tig T3 T1 Te T4 Ts
3 T3 T1 T2 T5 Te T4
Ty Ty T5 T T1 T2 T3
s s Te T4 T3 T1 T2
T e T4 Tp T2 T3 T

Dabei steht beispielsweise in der 2. Zeile und 5. Spalte der Tafel die Verkettung
Ty 0 s = Ty, in der 5. Zeile und 2. Spalte dagegen 75 o w9 = 7g. Die Gruppe S ist
also nicht abelsch.
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Fiir m = 1 besteht die symmetrische Gruppe S; nur aus der identischen Abbildung
von M = {1}. Wir wollen im Folgenden stets m > 2 voraussetzen und zeigen, dass
sich jedes m € S, als Verkettung von gewissen ,einfachen“ Permutationen darstellen
ldsst. Eine Transposition ist eine Permutation aus .S,,, bei der zwei verschiedene,
fest gewéhlte Zahlen i,k € {1,2,...,m} vertauscht werden, wihrend alle {ibrigen
Zahlen fest bleiben, also

n(i)=k (i #k),
i (i # k),
w(l)=1 firalle [ #i,k.

Man schreibt fiir diese Transposition auch kurz (¢ k). Zum Beispiel ist fiir m = 3
T, =(23), m=(31), m=/(12).
Fiir my, mo, w3 gilt
m=(12)o(12), m=(13)o(12), m=(23)0o(12),

oder auch
m3=(23)0o(13)0o(23)o(1l3).

Bemerkung 5.16 Ist 7 = (i k) eine Transposition, so gilt 7 o 7 = id; insbesondere

also 771 = 7.

Allgemein gilt der

Satz 5.17 (S,, wird von Transpositionen erzeugt) Jede Permutation = € S,
(fiir m > 2) ldsst sich als Verkettung von Transpositionen darstellen.

BEWEIS: Wir beweisen die Aussage durch vollstéindige Induktion: Die Aussage des
Satzes ist fiir m = 2 richtig, denn fiir die .55 gilt

(1 §>:(12)o(12), (; f):(m).

Unter der Annahme, dass der Satz fiir m = k > 2 gilt, zeigen wir jetzt, dass er auch
fiir m = k + 1 richtig ist.

1. FALL: Sei 7 € Sk41. Wenn (1) = 1, so ldsst sich

(1l i)
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als Permutation der k Zahlen 2,3, ..., k+1 nach Induktionsannahme als Verkettung
von Transpositionen darstellen.

2. FALL: Wenn 7(1) =1 # 1, so gilt

- 1 2 - i-1 1 i+1 - k41
i 7w (?2) - wi—1) w@) wi+1) - w(k+1)
1 2 1—1 ¢ 1+1 k+1 .
= . . ‘ . o(114)
w() w2) -+ w(i—=1) ¢« 7w(i+1) -+ 7w(k+1)
und 7 ist wieder als Verkettung von Transpositionen darstellbar, weil in der vorletz-
ten Permutation ¢ fest ist. |

Definition 5.18 Es sei m € S, eine Permutation. Die Fehlstandszahl F'(7) von
7 ist die (eindeutige) Anzahl der Fille, in denen fiir i« < k gilt w(i) > m(k). Die
Permutationen mit gerader Fehlstandszahl F'(7) heiflen gerade, die Permutationen
mit ungerader Fehlstandszahl heiflen ungerade.

Beispielsweise ist die Fehlstandszahl fiir
1 2 3 45
2 451 3

gleich 5, weil 2 vor 1, 4 vor 1, 4 vor 3, 5 vor 1 und 5 vor 3 steht.

Die Anzahl der Transpositionen in der Darstellung einer Permutation ist nicht ein-
deutig bestimmt. Zum Beispiel gilt

1 23 45
24513

>:(14)0(12)0(35):(23)0(25)0(13)0(23)0(24).

Hingegen gilt der

Hilfssatz 5.19 (Anzahl Transpositionen) Sei m € S,, (m > 2) eine Permutati-
on. Die Anzahl der Transpositionen in allen Darstellungen von 7 ist fiir m gerade
stets gerade und fiir m ungerade stets ungerade.

BEWEIS: Wir iiberlegen zuerst wie sich die Fehlstandszahl &ndert, wenn man eine
Permutation 7 mit einer Transposition verkettet.
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1. FALL: (Transposition vertauscht zwei benachbarte Ziffern): Bei

- 1 v i i+l - om
(m(i) W(Hl))o(ﬁ(g R O (RS 7T(m))

B 1 - i i+l - om

N (1) - 7w(i+1) =w(@) --- w(m)
dndert sich die Fehlstandszahl gegeniiber F'(7) um +1, falls 7(i¢) < 7(i+ 1) bzw. um
—1, falls 7(i) > w(i + 1).
2. FALL: (Transposition vertauscht zwei nicht benachbarte Ziffern): Bei

' 1 7 k m
(m(7) W(k))O(W(l) cow(@) e w(k) - w(m))

B 1 ... S

a1 o owk) o owm@) - w(m)
konnen wir die Vertauschung durch schrittweises Vertauschen benachbarter Ziffern
erreichen, denn es ist (wir schreiben 7; fir 7 (j))

<7Ti 7Tk)O’7T = (7Ti+1 ’7Tk)O---O(7Tk_2 Wk)o(ﬂ—k—l 7Tk)o
o(m; mx) o (m; Tp—1) 0«0 (m; Mixa) 0 (m; Mixq) O .

Bei jedem der k—i+k—1—1i = 2(k—1i)—1 Schritte &ndert sich F' um +1, insgesamt
also um eine ungerade Zahl.

FAZIT: Bei Verkettung von 7 mit einer Transposition 7 gilt fiir die Fehlstandszahl

F(rom)=F(r)+n  mit ungeradem n.

Nach Satz ist die Permutation 7 als (nicht eindeutige) Verkettung von, sagen
wir r, Transpositionen 71, 7o, ..., 7. darstellbar. Wir kénnen also schreiben

mT=7T,0---07 0 id.

Ausgehend von der identischen Abbildung id, die die Fehlstandszahl 0 hat, dndert
sich auf der rechten Seite obiger Gleichung bei jedem Schritt die Fehlstandszahl um
eine ungerade Zahl, so dass

F(r) = 04+ni+ne+---+n,
2u+1)+22n+1)+--+ (22 +1)
= 224
Ist nun 7 eine gerade Permutation, also die durch 7 eindeutig bestimmte Fehlstands-

zahl F'(r) gerade, so muss nach obiger Formel auch die Anzahl r der Transpositionen
gerade sein. Ist 7 (und damit auch F'(7)) ungerade, dann auch r. |
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Folgerung 5.20 Die geraden Permutationen von S,, (m > 2) bilden beziiglich o
eine Gruppe (A, o), die sogenannte alternierende Gruppe.

Bemerkung 5.21 Die Teilmenge B,, der ungeraden Permutationen von S, (m >
2) ist beziiglich o keine Gruppe, denn o ist keine Verkniipfung in B,, (wieso nicht?).

Die Anzahl der geraden Permutationen von S,, (m > 2) ist ebenso grofi wie die
Anzahl der ungeraden Permutationen, namlich %m!. Begriindung: Die Abbildung

f+A,— By, m,—m,=(12)om,

ist bijektiv; A,, und B,, sind also gleichméchtig.

5.2.2 Untergruppen

Die eben angetroffene Situation, dass die Teilmenge A,, von S,, selbst wieder eine
Gruppe beziiglich der von S, iibernommenen Verkniipfung ist, motiviert folgende
Definition:

Definition 5.22 Gegeben sei eine Gruppe (G, *) und eine Teilmenge U C G, die
beziiglich der von G induzierten Verkniipfung * ebenfalls eine Gruppe ist. Dann
heifit (U, *) Untergruppe von (G, *).

Beispiel 5.23

1. Jede Gruppe (G, *) hat mindestens zwei Untergruppen: ({e},*) und (G, ).
2. Die alternierende Gruppe (A,,, o) ist eine Untergruppe von (.S,,, o).
3. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).

Bemerkung 5.24 Das neutrale Element ¢’ einer Untergruppe (U,x*) von (G, %)
stimmt mit dem neutralen Element e von (G, *) iiberein. Denn nach Hilfssatz [5.12]
ist die Gleichung ¢’ x x = €’ in G eindeutig 16sbar; die Losungen e und e’ sind also
gleich. Ebenso sieht man, dass fiir ein Element a € U C G das inverse Element in

(G, *) und in (U, *) dasselbe ist.

Der folgende Satz zeigt, dass man nicht alle Gruppeneigenschaften nachpriifen muss,
um festzustellen, ob eine Untergruppe vorliegt.

Satz 5.25 (Untergruppen-Kriterium) Sei (G, *) eine Gruppe. Eine Teilmenge
U C G ist Untergruppe von GG, wenn gilt:

UGL U #£0
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UG2 Va,be U :axb !t eU.

BEWEIS: Wegen UG1 gibt es mindestens ein a € U. Wegen UG2 liegt mit jedem
a €U auch axa ! =e in U, also gilt fiir U die Eigenschaft G2. Mit e und a liegt
nach UG2 auch exa ! = a~! in U, also gilt G3. Wenn a, b € U, so auch b= € U
und damit nach UG2 auch axb = a (b=1)"" € U, so dass  eine Verkniipfung in
U ist. (U, %) ist assoziativ, d.h. es gilt G1, da * auf G D U assoziativ ist. [ |

Definition 5.26 Sei (G, %) eine Gruppe und M C G eine beliebige Teilmenge.
Dann heifit die kleinste Untergruppe von G, die M enthilt, die von M erzeugte
Untergruppe (M). Eine von einem einzigen Element a € G erzeugte Untergruppe
heifit zyklisch (Schreibweise: U = (a)).

Beispiel 5.27 In (Z,+) ist nZ = {...,—3n,—2n, —n,0,n,2n,3n, ...} die von n €
7. erzeugte zyklische Untergruppe: (n) = nZ.

5.2.3 Homomorphismen

Wenn man zwei Mengen vergleichen will, auf denen Verkniipfungen definiert sind,
interessiert man sich besonders fiir Abbildungen zwischen diesen Mengen, die mit
der Verkniipfungsstruktur der Mengen ,,vertréglich“ sind. Man nennt solche struk-
turerhaltende Abbildungen auch Homomorphismen. Einen bijektiven Homo-
morphismus nennt man Isomorphismus.

Welche speziellen Eigenschaften eine solche Abbildung haben muss, hangt jeweils

von den gegebenen Verkniipfungen ab.

Definition 5.28 Seien (G, %) und (H, o) zwei Gruppen und ¢ : G — H eine Abbil-
dung. Dann heifit ® ein (Gruppen-)Homomorphismus, wenn gilt

Ve,y € G: ®(zxy) = P(x) o P(y).

Stimmen die beiden Gruppen (G, %) und (H, o) iiberein (ist ® also eine Selbstabbil-
dung), so spricht man von Endomorphismen statt von Homomorphismen. Einen
bijektiven Endomorphismus nennt man auch Automorphismus.

(G, %) (H, o)
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Beispiel 5.29

1. Die Abbildung @, : Z — @Q, x — 3z ist ein Homomorphismus der Gruppe
(Z,+) in die Gruppe (Q,+).

Die Abbildung @, : Z — @, x — x? ist kein Homomorphismus (wieso nicht?).

2. Die Abbildung ®3 : R — R, =z +— 3z ist ein Endomorphismus der Gruppe
(R, +), da fiir alle z,y € R gilt 3(x + y) = 3z + 3y. Da ® bijektiv ist, ist @3
sogar ein Automorphismus von (R, +).

3. Die Abbildung &4 : Z — Z, v +— 2z ist ein Endomorphismus der Gruppe
(Z,+), aber kein Automorphismus.

4. Die Exponential-Abbildung exp : R — Rsq,  +— €* ist ein [somorphismus der
additiven Gruppe der reellen Zahlen (R, +) in die multiplikative Gruppe der
positiven reellen Zahlen (R, -), denn exp ist bijektiv und fiir alle z,y € R
gilt et = e . e¥.

5.3 Ringe und Korper:
die Verallgemeinerungen von 7Z und R

Die Menge Z der ganzen Zahlen ist beziiglich der Addition + eine (abelsche) Gruppe.
Auf Z ist durch die Multiplikation - noch eine zweite Verkniipfung erklédrt. Wie wir
in 3.1 gesehen haben, ist (Z,-) jedoch keine Gruppe. Die Multiplikation ist aber
assoziativ und zudem sind Addition und Multiplikation durch Distributivgesetze
verbunden. Diese Struktur verallgemeinern wir in folgender Definition.

Definition 5.30 Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+ und - mit folgenden Eigenschaften:

R1 (R, +) ist eine abelsche Gruppe,
R2 - ist assoziativ,
R3 Distributivgesetze: fiir alle a,b,c € R gilt:
a-(b+c)=a-b+a-cund (b+c)-a=b-a+c-a.
Wenn die Verkniipfung - kommutativ ist, nennt man den Ring kommutativ. Das
neutrale Element in (R, +) bezeichnet man mit 0 (Nullelement), das zu a inverse
Element mit —a. Die Differenz b — a ist durch b — a := b+ (—a) erkldrt. Hat der

Ring auch ein neutrales Element (# 0) beziiglich der Multiplikation -, so schreibt
man dafiir 1 und nennt es Einselement; R heifit dann Ring mit Eins.



5.3 Ringe und Korper:
die Verallgemeinerungen von 7Z und R 45

Beispiel 5.31

1. (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

2. (R,+,-) ist ebenfalls ein kommutativer Ring mit Eins (aber noch viel mehr,
siehe spéter).

Bemerkung 5.32 Einige allgemeine Eigenschaften von Ringen:

1. Firalleae Rgilta-0=0=0-a.
2. Fir alle a,b € R gilt (—a)-b=a-(-b) = —(a-b) und (—a)-(=b) =a-b.

3. Firalle a,b,ce Rgilta-(b—c)=a-b—a-c.
BEWEIS:

1. Esista-0=a-(04+0)=a-0+a-0. Dain (R,+) die Gleichung ¢ + = = ¢
die eindeutig bestimmte Losung = = 0 hat, folgt a - 0 = 0. Entsprechend gilt
0-a=0.

2. Esista-b+(—a)-b=(a+(—a))-b=0-b=0. Dac+ x =0 die eindeutig
bestimmte Losung z = —c hat, ist (—a) - b = —(a - b). Entsprechend folgt
a-(—b) = —(a-0b). Weiter ist (—a) - (—=b) = —(a- (b)) = —(—(a-b)). Dain
(R,+) stets —(—c) = c gilt, folgt schlieBlich (—a) - (=b) =a-b.

3.a-b—c)=a-(b+(—-¢)=a-b+a-(—c)=a-b+(-a-¢c)=a-b—a-c. B

Beispiel 5.33 In haben wir auf der Menge der Restklassen modulo n eine Ad-
dition definiert durch

+:Z/n7 x T/ — T/nZ, (a,b)—a+b:=a+b firaca,beb.

(Z/nZ, +) ist dann eine abelsche Gruppe. Wir definieren eine weitere Verkniipfung
auf Z/n7Z durch

LT X LInl — T)nk, (@, b)—a-b:=ab firaca,beb.

Auch hier miissen wir die Wohldefiniertheit iiberpriifen. Dazu seien dg = @, by = b,
also ag = a (mod n),by = b (mod n). Dann gibt es 21, 25 € Z mit ag = a + z1n, by =
b+ zon und es gilt agby = ab + (azg + bz + z129n)n. Wegen azy + bzy + 21290 € 7Z
gilt agby = ab (mod n), also tatséchlich c?o\b/o = ab.

Die Multiplikationstafel fiir das Beispiel (Z/3Z, ) sieht so aus:
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(z/37,-) |0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Die Multiplikation - ist also eine Verkniipfung auf Z/nZ. Man priift leicht nach,
dass - assoziativ und kommutativ ist und das Einselement 1 besitzt. Wegen der
Kommutativitdt von - braucht man nur ein Distributivgesetz zu priifen: Fiir alle
a,b,¢ € Z./n7Z gilt

——~—

a-(b+¢é = a-(b+c)=al+c)
= ab+ac = ab+ ac

— a-b+a-c

Also ist (Z/nZ, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition 5.34 Ein Element a # 0 eines Rings R heiit (linker) Nullteiler, wenn
es ein b € R, b # 0 gibt mit ab = 0.

Beispiel 5.35 Im Ring 7 /37 gibt es keine Nullteiler (vgl. obige Multiplikationsta-
fel). Im Ring Z/6Z hingegen ist z.B. 2 ein linker Nullteiler, denn esist 2-3 =6 =0
mit 2 # 0 und 3 # 0.

Definition 5.36 Sind (R;,+,:) und (Rs,+,-) zwei Ringe, dann nennt man eine
Abbildung ® : R; — R, (Ring-)Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € Ry gilt

Ox+y)=P(x)+ P(y) und P(z-y) = P(x) - P(y).

Beispiel 5.37 Die kanonische Projektion k : Z — Z/nZ, v — Z, die jedem
Element von Z seine Aquivalenzklasse im Restklassenring Z /nZ zuordnet, ist ein
Ring-Homomorphismus. Das folgt unmittelbar aus der Wohldefiniertheit (also Re-
prasentanten-Unabhéngigkeit) der Addition und Multiplikation auf Z/nZ.

Im Gegensatz zu (Z\{0},-) ist (R\{0}, -) eine (abelsche) Gruppe. Solche Ringe sind
von besonderer Bedeutung in der linearen Algebra.

Definition 5.38 Ein Ring (K, +, ), fir den (IK\{0},-) eine abelsche Gruppe ist,
heifit Korper.

Ein Korper ist also ein kommutativer Ring mit Eins, in dem jedes von Null verschie-
dene Element ein multiplikativ Inverses hat.
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Ein Koérper hat insbesondere stets ein Einselement 1 # 0 und zu jedem a # 0
ein eindeutig bestimmtes Inverses a~! beziiglich der Multiplikation. Jede Gleichung
a-x =bist fiir a # 0 durch 2 = a™'-b = b-a"! eindeutig 16sbar. Aus u-v = 0
folgt also u = 0 oder v = 0; die Gleichung u - v = 0 kann fiir u # 0 und v # 0 nicht
gelten. Ein Korper ist also notwendigerweise ,,nullteilerfrei®.

Beispiel 5.39 (Q,+,:), (R, +, ) sind Korper, ebenso (7Z/37Z,+, ). Hingegen ist der
Ring (Z/67Z,+, ) kein Korper, denn er hat Nullteiler.

Bemerkung 5.40 Sie konnen nachpriifen, dass in den Abschnitten [3.2] und [3.3| nur
die Korpereigenschaften der reellen Zahlen (IR, +,-) benutzt wurden. Die Begriffe
und Ergebnisse aus diesen Abschnitten iibertragen sich deshalb wortlich auf lineare
Gleichungssysteme iiber beliebigen Korpern K. Deshalb gilt auch in diesem allge-
meinen Kontext die Invarianz der Losungsmenge unter Elementaroperationen und
der Gaufische Algorithmus.

Definition 5.41 Sind (Kj, +,-) und (K, +, -) zwei Korper, dann heifit eine Abbil-
dung ¢ : K; — K, ein (Kérper-)Homomorphismus, wenn fiir alle z,y € K;
gilt

O(x+y)=0(x)+P(y) und D(x-y)=0(z)- P(y).

Beispiel 5.42 Die Einbettung von @ in R, & : Q — R, z — x ist ein injektiver
Kérperhomomorphismus.

Definition 5.43 Ist (K, +, ) ein Kérper und gibt es eine natiirliche Zahl m, sodass

14+1+--+1=0
—_—

m mal

gilt, so heiit die kleinste solche Zahl p die Charakteristik (char K) von K. Gibt
es kein solches m , so hat K per Definition die Charakteristik 0.

Beispiel 5.44 In (Z/37Z,+,-) ist 1 das Einselement, und es gilt 1 +1 4+ 1 = 0.
7./37 hat also die Charakteristik char K = 3. Dagegen ist in (Q,+,-) niemals
1+1+---41=0. Es gilt also char Q = 0.

Bemerkung 5.45 Ist die Charakteristik p # 0, so ist die p-fache Summe a + a +
-++4a =0 fiir alle a € K und p ist eine Primzahl.

BEweEls: Esista+---+a=a-14+--ra-1=a-(1+---+1) =a-0=0. Wegen
—_—— —_——

p mal p mal
1 # 0 kann p nicht 1 sein in K. Wenn p > 1 keine Primzahl wire, so gébe es eine
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Darstellung p = pip, mit natiirlichen Zahlen p;, po, die beide < p sind. Wegen des
in K geltenden Distributivgesetzes haben wir dann

I+ 1+ +1l=0+--41)-(1+---+1)=0.
—_—— < ~- - ~~
p1p2 mal p1 mal p2 mal

Da K als Korper nullteilerfrei ist, folgt also 1 +---4+1=0oder 1 +---+1 =0, im
—_— —_—

p1 mal p2 mal

Widerspruch zur Definition der Charakteristik als kleinste derartige Zahl. ]

Bemerkung 5.46 Man kann zeigen: Der Ring (Z/pZ,+,-) ist genau dann ein
Korper, wenn p eine Primzahl ist. In diesem Fall ist char Z/pZ = p. Zu jeder
Primzahl p gibt es also einen Korper

7./p7.={0,1,...,p—1}

mit p Elementen. Z/pZ heiflt daher ein endlicher Kérper. 7 /27 = {0,1} ist der
kleinste (endliche) Korper.

Man kann weiter zeigen, dass es zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl &
einen Korper IF,» gibt mit p* Elementen und char K = p.

Beispiel 5.47 (Ein Koérper mit 4 Elementen) Auf dem cartesischen Produkt
Fy :=Z/27 x 7. /27 erkliren wir zwei Verkniipfungen

r+y o) = (Z1+ 1, T2+ To)

(
r-y = (1,%2) (1, %2) = (T1 - 91 + T2+ Yo, T1 - Yo + T2 - Th + T2 - Yo)

|
—~
8
—
8
[}
~—
+
<
—
~— &)

mit 1, o, U1, Yo € 7Z/27.
Setzen wir noch 0 := (0,0),u := (1,0),v := (0,1),w := (1,1), so erhalten wir die
Verkniipfungstafeln

und

g ¢ 2 o+
g ¢ 2 o

oo o oo
g 2 2 ol
2 8 @ ol
< 2 8 o8

0 wu
0 wu
u 0
voow
w v

2 O &8 |
o < g8

Hieraus ergibt sich, dass (4, +, ) ein Korper ist mit 4 Elementen und char [y = 2.
Das Nullelement in Fy ist 0 und das Einselement ist u. Die additive Gruppe ist die

sogenannte Kleinsche Vierergruppe V, und die multiplikative Gruppe (F4\{0},-) =

2

{u,v,w} = {v,v? v*} ist die von v erzeugte zyklische Gruppe.
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5.3.1 Beispiel: Der Korper C der komplexen Zahlen

Ausgehend vom Koérper R betrachten wir das cartesische Produkt C = R x R
aller geordneten Paare (a,b) reeller Zahlen und definieren fiir diese Menge zwei
Verkniipfungen

Addition: (a,b) + (¢, b)) = (a+d,0+7),
Multiplikation: (a,b) - (a’, b)) = (ad’ — b, ab + a'b).
Mit diesen Verkniipfungen wird C zu einem Korper; seine Elemente heiflen kom-

plexe Zahlen.

Bemerkung 5.48 (1,0) ist das Einselement in C und (%, ﬁ) ist das multi-
plikative Inverse von (a, b) # (0,0).

Wir wollen jetzt die iiblichen Schreibweise fiir komplexe Zahlen einfithren und be-
trachten dazu die Abbildung

h:R—C, aw (a,0).

Dann ist h ein injektiver Kérperhomomorphismus, sodass wir R mit dem Teilkorper
h(R) C C identifizieren kénnen. Das Element a € R wird also mit (a,0) € C
identifiziert. In diesem Sinne ist dann R in den Koérper C ,eingebettet: R C C.

Schreiben wir i fiir die komplexe Zahl (0, 1), so ldsst sich jetzt die komplexe Zahl
z = (a,b) eindeutig in der Form z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) - (b,0),
also

z=a+1ib mita,beR (5.1)

schreiben. Man nennt a den Realteil (a = Re z) und b den Imaginérteil (b = Im
z) der komplexen Zahl z. Weiter nennt man

zZ=(a,—b)=a—1b
die zu z = a + ib konjugiert komplexe Zahl und
2| = Va2 + 02 = Vzz

den (Absolut-)Betrag von z.
Die Addition bzw. Multiplikation in der neuen Schreibweise (5.1]) lauten jetzt

21+ 29 = a1+ib1+a2+ibQ:a1+a2+i(b1+bg)
2129 = (a1 + ibl)(ag + lbg) = 109 — blbg + i(a1b2 + blag),

Man rechnet also ,, wie gewohnt“ unter Beriicksichtigung der Vorschrift i = —1.
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5.4 Matrizen

Definition 5.49 Es seien m,n € N und K ein Kérper. Eine Matrix iiber K mit
m Zeilen und n Spalten, kurz eine m x n-Matrix, ist ein rechteckiges Schema der
Form

a;i; Qa2 - Qg ot Qlp
ag1 Q22 -+ A2k -+ Q2p
A= , (5.2)
ajl CL]2 PR ajk ... a]n
Am1 Qm2 - Amk  * Amn
mit Eintrégen a;, € K fiir j =1,...,mund k = 1,...,n. Man schreibt auch kurz
A= (a)

und nennt die a;, die Komponenten der m x n-Matrix A. Die Menge aller m x n-
Matrizen iiber KK bezeichnen wir mit IK"*".

5.4.1 Matrizen-Addition

Zwei m x n Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) kann man komponentenweise
addieren:

ailz -t Qi b1 -+ b ay +bnn o ap, + by

m1 *°°  Qmn bml e bmn Qm1 + bml ot Qmn + bmn

d.h. (ajx) + (bjx) == (a;r + bji). Mit dieser Addition wird IK"™*™ zu einer abelschen
Gruppe. Das neutrale Element beziiglich der Addition ist die Nullmatrix

deren Komponenten alle Null sind. Das additive Inverse —A von A ist

—ai; - —Q1ip

—Qm1 —Qmn
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5.4.2 Matrizen-Multiplikation

Wir wollen nun zwei geeignete Matrizen A, B auch multiplizieren. Dabei miissen wir
voraussetzen, dass

1. die Anzahl ¢ der Spalten von A mit der Anzahl ¢ der Zeilen von B iiberein-
stimmt und

2. dass A € KP*? und B € K% ist, dass also A, B beides Matrizen iiber dem
selben Korper K sind.

Definition 5.50 Es seien A eine p x ¢g-Matrix und B eine ¢ x r-Matrix iiber K.
Unter dem (Matrizen-)Produkt C' = AB verstehen wir dann die p x r-Matrix
C= (Cjk) e KP*" mit

q
Cjk 1= @j1big + ajobop + - - -+ ajgbgr = Zajsbsk; j=1...,p;k=1...,7 (53)

s=1

Die Komponente ¢;; der Produktmatrix AB wird also geméf (5.3) gebildet, indem
man in A die j-te Zeile, in B die k-te Spalte auswéhlt, nacheinander die Produkte
der an gleicher Stelle stehenden Zeilen- bzw. Spaltenelemente bildet und addiert:

i iz - Qg bin b ¢ by

' bor ¢ b ¢ obey |
a1 Gj2 @jq S - Cjk
Ap1  Ap2 (pq by ¢ b i by

Beispiel 5.51

1(1—13)3_?_2?_(16988)
2 0 4 = 9 1 3 22 12 10 12
21—13 (1)_16
"\2 0 4 5_22‘

3.(1 =1 3)|l 0 |=(16).
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1 2 0 -1
2 4.0 —2
4. —1)=
3 | (20 1) 6 0 —3
4 8 0 —4

Insbesondere lassen sich quadratische Matrizen, d.h. Matrizen, bei denen die
Zeilen- und Spaltenzahl {ibereinstimmt, stets miteinander multiplizieren. Die Matrizen-
Multiplikation ist also eine Verkniipfung auf der Menge K™ der quadratischen
n X n-Matrizen. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix

1 0 --- 0
E= 0
. : -0
0 --- 0 1

Die Matrizen-Multiplikation ist aber keine Verkniipfung auf der Menge K™*™ mit
m # n.

Satz 5.52 Es sei n € N und K ein Kérper. Bezeichnet + die komponentenweise
Addition und - die Matrizen-Multiplikation, dann ist (IK™*", +, ) ein Ring mit Eins.

BEWEIS: Neben dem Beweis, dass (IK"*™, +) eine abelsche Gruppe ist, bleibt zu
zeigen, dass das Assoziativgesetz

VA B,CeK"™:(AB)C = A(BC)
und die beiden Distributivgesetze
VA, B,C e K"™": A(B+C)=AB+ AC und (A+ B)C = AC+ BC

gelten. Mit A = (a;i), B = (bjx), C = (¢;i) gilt fur die Matrix M = A(B+ C) =
(my;) nach Definition der Addition und Matrizen-Multiplikation

n n

my; = Zai5<bsl + Csl) = Z a'isbsl + zn: AisCg i, l= 17 o n,
s=1

s=1 s=1
also M = AB + AC. Damit ist das 1. Distributivgesetz bewiesen, das 2. beweist
man analog. |

Bemerkung 5.53 Die Matrizen-Multiplikation ist im Allgemeinen nicht kommu-
tativ! Zum Beispiel gilt:

(a0)(o0)=(oo)#(oa)-(an)(00)

An diesem Beispiel sieht man auch, dass IK"*™ Nullteiler hat. Der Matrizenring
(K™ +,-) ist also im Allgemeinen weder kommutativ noch nullteilerfrei.
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Bemerkung 5.54 Ein LGS (3.5) iiber dem Korper K lésst sich als Matrixgleichung
schreiben: Sei dazu

aix Qa2 - Q1p
A 21 G2z -+ Qo2p c Km<m
Am1 Qm2 * Qmn

die Matrix des LGS, vgl. (3.6)), und weiter

T bl
x = : e K1 und b= : e KMt

T, b,

Dann ldsst sich das LGS (3.5]) nach Definition der Matrizen-Multiplikation schreiben
als

A-x=hb.

Es gilt ndmlich Z apry =b; fire=1,...,m.
k=1

5.4.3 Inverse Matrizen

Definition 5.55 Gibt es zu einer quadratischen Matrix A € IK"*" iiber dem Korper
K ein inverses Element beziiglich der Matrizen-Multiplikation, d.h. eine Matrix
A7l € K" mit AA™Y = A7'A = E, so heifit A invertierbar und A~! ihre
Inverse oder inverse Matrix.

Satz 5.56 Die Menge GL(n,K) aller invertierbaren nxn-Matrizen iiber dem Kérper
K ist beziiglich der Matrizen-Multiplikation eine GruppeE]

BEWEIS: Nach Satz ist die Matrizen-Multiplikation assoziativ und hat als neu-
trales Element die Einheitsmatrix E. Nach Voraussetzung hat jede Matrix ein in-
verses Element. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass GL(n,K) beziiglich der
Matrizen-Multiplikation abgeschlossen ist. Seien dazu A, B € GL(n,K). Dann ist
auch AB invertierbar, die Inverse von AB ist ndmlich gerade B~'A~! wegen

B 'A'"AB=B'EB=E und ABB'A'=AEFEA'=E.

LGL(n, K) steht fiir general linear group.
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5.4.4 Wie berechnet man die inverse Matrix?

Die inverse Matrix einer gegebenen Matrix A € K™ lisst sich - falls sie existiert
- mit dem GaufBischen Algorithmus berechnen. Die Inverse A™' = (x;,) € K"™*"
existiert genau dann, wenn die Matrizengleichung AA~! = E l6sbar ist. Da das
inverse Element in einer Gruppe eindeutig bestimmt ist, ist A~! dann auch eindeutig.
Wir bezeichnen die k-te Spalte der gesuchten Matrix A~! mit zy, also

L1k
Ty = e K™t
Tk

Die Matrizengleichung A- A~! = E ist (nach Definition der Matrizen-Multiplikation)
genau dann l6sbar, wenn die n Gleichungssysteme

0
1 0
1
0 0 ;
A-xq = o, A= v A, =
: . 0
0 ' 1
0
mit den zugehorigen erweiterten Matrizen
ayr a2 - QAp 1 aij; a1 -+ Aip 0 @11 Q2 - Alp
agy Qg -+ G, | 0 a1 Gy v agy |1 Ay1 Qg -+ Gop
. b . . AR
An1 Qp2 - App 0 Qp1 Qp2 - App 0 An1 Ap2 -+ App

l6sbar sind. Wenn wir auf diese n linearen Gleichungssysteme den Gaufischen Algo-
rithmus anwenden, ergibt sich aus dem k-ten Gleichungssystem

a1 -+ G, |0
: : 1 -+ 0]z,
mit Matrix | die Endgestalt T ,
0 - 1|au
An1 *** Gpp | 0

aus deren letzter Spalte sich die Losung x; ablesen ldsst. Da jedesmal die Matrix
A vorkommt, wird das Verfahren zweckméBigerweise so durchgefiihrt, dass man die
Elementaroperationen fiir alle n Gleichungssysteme simultan vornimmt:

apy - ap |1 0 1 oo oo 0lay o oz

0 . : o Dl Ty Ton

Upi + Gpn | O 1 0 o oo 1@y 0 o Tom

1



5.4 Matrizen 55

0 2 1| 1 0 -1 | 1 2 =5
Also ist
-2 -4 11
A7l = 0 -1 2
1 2 =5

Bestiitigen Sie durch direktes Nachrechnen, dass A A= = A71A = F ist!

Bemerkung 5.58 Ist A € IK"*" eine invertierbare Matrix, so lédsst sich das lineare

T bl
Gleichungssystem A -z = b mit z = : und b = : eindeutig 16sen. Die
:I"n bn
Losung ist x = AL - b.
5.4.5 Transponierte Matrizen
Aus einer gegebenen m x n-Matrix
ai; a2 -0 Qip
A= : : : e K™
Am1 Gm2 " Qmp

iiber K kann man eine n x m-Matrix dadurch bilden, dass man die Zeilen (unter
Beibehaltung der Reihenfolge) in die Spalten (und umgekehrt) schreibt. Man erhéilt
so die transponierte Matrix

a2 0 Am2

AT = | o e K,

A1p 0 Qmn
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Satz 5.59
1. Fiir alle A, B € K™" gilt (A+ B)" = A" + BT,
2. Fiir alle A € K™" B € K™ gilt (AB)" = BTAT.
3. Fiir alle A € K™ gilt (AT)T = A.

4. Fiir alle invertierbaren A € IK"*" gilt (AT)f1 — A"

BEWEIS: 1., 2. und 3. iiberpriift man durch direktes Nachrechnen. Zum Beweis von
4.: Aus ET = E folgt zuerst wegen 2.

E=AA" = (44 =(a)' AT

und somit die Behauptung (AT)f1 — (A", [ |

5.5 Polynome

Gegeben sei ein beliebiger Korper K.

Definition 5.60 Ein Polynom ist eine formale Summe der Form
f=a+au X+ - +a 1 X" +a,X", a €K

Formal bedeutet hier, dass die Unbestimmte X nur als Symbol aufzufassen ist, aber
nicht ein konkretes Element aus K reprasentieren soll. Die Menge aller Polynome
iiber K bezeichnen wir mit IK[X]. Der Grad des Polynoms f ist definiert als

n  falls a, # 0 und a; = 0 fiir alle k£ > n,
—oo falls a;, = 0 fiir alle &£ > 0.

deg f := {
Auf K[X] kénnen wir eine Addition koeffizientenweise definieren:
Fir f=ag+a X' +---+a, X" und g = by + b; X + --- + b, X" setzen wir
f4g:="(a0+bo)+ (a1 +b1)X + -+ (an_1+bo1) X" + (an + b,) X"

Wir nehmen hier ohne Einschrankung an, dass m = n ist. Denn wir kénnen z.B. im
Fall m < n die Koeffizienten b,,,1, ..., b, einfach gleich 0 wéhlen.

Die Multiplikation ist etwas komplizierter: wir setzen

f g =c —|—ClX 4. +Cm+n,1Xm+n71 +Cm+nXm+n,
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wobei die Koeffizienten ¢; gegeben sind durch

co := agbo,
C1 = Cle() + aobl,

co 1= agby + a1by + baayg,

Cm+4n = anbma

oder allgemein

k
Cr .= E aibk,i.
=0

D.h wir erhalten das Produkt von f und g, indem wir beide Ausdriicke unter Verwen-
dung des Distributivgesetzes multiplizieren und die Koeffizienten gleichen Grades
sammeln.

Satz 5.61 (K[X],+,") ist ein kommutativer Ring mit Eins.

BEWEIS: Ein Polynom f = ", a; X" ist durch die endliche Folge (a;);en, seiner Koef-
fizienten vollstédndig bestimmt. Die Menge IK[X| lasst sich also dquivalent definieren
als die Menge aller Folgen (a;);en, mit a; € I, in denen alle bis auf endliche viele q;
gleich 0 sind. Addition und Multiplikation sind dann wie oben iiber die Koeffizienten
definiert.

Das Nullelement (also das neutrale Element beziiglich der Addition) ist das Nullpo-
lynom 0 := (0,0,0,...). Die Assoziativitdt von + iibertriagt sich komponentenweise
von K auf K[X]. Zu (ao, a1, as, as, ...) ist (—ag, —ai, —az, —as, . ..) das additive In-
verse. Durch direktes Nachrechnen erhélt man die Assoziativitéit der Multiplikation
und die Distributivgesetze. Das Einselement ist 1 := (1,0,0,0,...), wie man leicht
nachpriift. Die Kommutativitat folgt so:

(a;)-(b;) = <Z akbi—k) =t (Z ai—lbl> - (Z blaH) = (b:) - (a:).

|
Bemerkung 5.62 (a) Fiir f, g € K[X] ist
deg(fg) = deg f + degyg.

(b) Die Abbildung
¢: K —K[X], a~—(a0,0,...)
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ist ein Ring-Homomorphismus, d.h. es gilt fiir alle a,b € K:
®(a+b) = P(a) + P(b), P(ab)=P(a) - P(b) und &(1)=1.

AuBlerdem ist ® injektiv. Man kann deshalb a mit (a,0,0,...) identifizieren und
erhilt die ,Einbettung® K C K[X]. Insbesondere kann man das Einselement in
KI[X] mit 1 € K identifizieren.

Bemerkung 5.63 Aus einem Polynom p = ag+a; X +a; X%+ - -+ mit a; € R oder
C erhélt man durch Einsetzen neue Objekte.

Ersetzt man z.B. die Unbestimmte X in einem (formalen) reellen Polynom p durch
eine reelle Zahl, so erhiilt man eine Polynom-Funktion p(t) := ag+at +ast*+- - -
mit t € R, also eine Abbildung von R nach R.

Insbesondere versteht man unter den Nullstellen eines Polynoms die Nullstellen
der zugehorigen Polynom-Funktion, also alle ¢t mit p(¢) = 0.

Analog erhdlt man durch Ersetzen von X etwa durch eine reelle (2 x 2)-Matrix A
eine Abbildung von R?*? nach R**? gegeben durch p(A) := agF + a1 A+ as A% + - - -
mit A € R?*2,

5.6 *Kryptographie

Dieser Abschnitt tiiber Kryptographie soll die Bedeutung von endlichen Kdorpern illu-
strieren. Er gehort nicht zum Priifungsstoff.

Das Wort Kryptographie setzt sich aus den griechischen Worten ,,kourros(kryptos)
= versteckt, geheim* und ,ypapeiv(grafein) = schreiben zusammen. Die Grundidee
der Kryptographie ist es, gegebene Zeichen durch andere Zeichen zu ersetzen. Die
Entschliisselung muss dann diesen Vorgang wieder riickgéngig machen.

Schon César soll schriftliche Befehle verschliisselt haben. Er ersetzte dazu jeden
Buchstaben durch den im Alphabet drei Positionen weiter hinten stehenden Buch-
staben, also an Stelle von ,a“ setzte er , d“, statt ,b“ schrieb er ,e* usw. Wer das
wusste, konnte diese Nachrichten dann wieder entschliisseln.

Dieses einfache Verfahren bietet natiirlich im Zeitalter moderner Computer keinen
Schutz vor unberechtigtem Lesen der Nachricht. Man beschrinkt sich heute auch
nicht auf die 26 Zeichen des Alphabets, sondern fasst mehrere Zeichen zu einer
Zeichenfolge zusammen und ordnet dieser eine Zahl a zu. Die Aufgabe der Krypto-
graphie besteht darin, diese in eine Zahl ch(a) zu verschliisseln - ein Vorgang, der
durch die Dechiffrierung wieder riickgéingig gemacht werden soll. An dieser Stelle
kommt die Kongruenzrechnung modulo einer natiirlichen Zahl n ins Spiel. Die ent-
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sprechenden Klassen haben einen Reprisentanten im Bereich 0,...,n — 1, die wir
als geeignete Kandidaten fiir die Kryptographie kennenlernen werden.

Wir haben gesehen, dass (7Z/nZ,-) im Allgemeinen keine Gruppe ist, da nicht jedes
Element ein Inverses besitzen muss. Zum Beispiel besitzt in Z/6%Z die Klasse 3 mit
Repréasentant 3 kein Inverses. Denn Multiplikation von 3 mit einer geraden Zahl g
fithrt auf ein Vielfaches von 6, womit g/\é = 0 gilt; Multiplikation von 3 mit einer
ungeraden Zahl u fithrt auf u-3= 3, so dass es keine Zahl z € Z gibt mit z-3=1.
Der Grund liegt darin, dass 3 ein Nullteiler ( \Q’/ : \f’:_/ = 0) in Z/67 ist. Obwohl

o o #0 #0
3 # 1 ist, gilt die Gleichung 3 -3 = 3.

5.6.1 *Teilbarkeit

Um die Struktur von (Z/nZ,-) besser verstehen zu kénnen, beginnen wir mit fol-
genden Begriffsbildungen.

Definition 5.64 Seien a,b € Z\{0}. Dann heiit b Teiler von a, wenn es eine ganze
Zahl n € Z gibt mit a = nb. Man nennt dann a durch b teilbar und schreibt b | a.

Der Begriff der Teilbarkeit ldsst sich noch fiir andere Ringe aufler (Z, +, -) in natiir-
licher Weise einfiihren, etwa fiir den Ring der Polynome K[X] iiber einem Kérper K.
Der im Folgenden vorgestellte Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des gréfiten
gemeinsamen Teilers lédsst sich fiir Polynome in analoger Weise durchfiihren.

Definition 5.65 Seien a,b € Z\{0}. g € N heifit groBter gemeinsamer Teiler
von a und b, geschrieben ggT(a,b), falls gilt:

(i) glaund g|b

(i) g ist die groBte Zahl mit dieser Eigenschaft.

Gilt ggT(a,b) = 1, so heiflen a und b teilerfremd.

Bemerkung 5.66 Berechnen lésst sich der groite gemeinsame Teiler ggT(a, b) fiir
la| > |b| mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, den wir hier kurz vorstellen.
Zunichst gibt es zu zwei ganzen Zahlen a,b € Z\{0} mit |a|] > |b| stets eine ganze
Zahl ko und eine natiirliche Zahl 7y mit der folgendenden Eigenschaft (Division
mit Rest):

a=ko-b+ry mit 0<ry<]|b (%)

Gilt o = 0, so ist offensichtlich |b| ein Teiler von a, und damit gilt ggT(a, b) = |b|.
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Die grundlegende Idee ist es nun zu sehen, dass fiir 7o > 0 auf Grund der Gleichung

gilt

g :=ggT(a,b) = ggT(b,10) =: go-

Denn es ist g < gg, da g die Zahlen a und b ohne Rest teilt, also nach Gleichung
auch b und 9. Nimmt man nun an, dass gy > ¢ gilt, so ist wieder nach Gleichung
go ein Teiler von b und von a, der grofler als g = ggT(a,b) wére. Dies wire ein
Widerspruch zur Maximalitdt von g.

Wir konnen also an Stelle von ggT(a, b) den ggT (b, 7o) der betragskleineren Zahlen
b und ry berechnen. Division mit Rest fiihrt analog zu oben mit einer ganzen Zahl
k1 und einer natiirlichen Zahl r; auf die Darstellung

b:k1~7‘0—i—r1 0<r <rop.

Gilt in dieser Darstellung r; = 0, so ist ggT'(b, o) = 1. Im Fall r1 # 01ist ggT'(b,ro) =
ggT(rg,71), wobei auch hier wieder r; < r¢ gilt.

Setzt man dieses Verfahren weiter fort, so erhilt man eine Folge von natiirlichen
Zahlen r;, die immer kleiner werden: rq > r; > r9---. Da das Verfahren bei einer
Zahl ry # 0 begonnen hat, muss irgendwann der Rest 0 auftreten. Es gibt also einen
Index j mit der folgenden Eigenschaft:

T’j_g = k?j'Tj_1+Tj s rj7é0
ri1 = kjp1ry

Analog zum oben Gesagten gilt dann r; = ggT(rj_1,7;) = ggT(rj_2,7;-1). Nach
dem Prinzip der vollstdndigen Induktion folgt damit

Hilfssatz 5.67 Mit den obigen Notationen gilt ggT(a,b) = r;.
Beispiel 5.68 Es gilt ggT(155,9) = 1, d.h. 155 und 9 sind teilerfremd.

155 = 17-942
9 = 4-2+1
2 = 2-1

Hilfssatz 5.69 (Lemma von Bézout) Seien a,b € Z und g = ggT(a,b). Dann
gibt es Zahlen s,t € 7 mit
g=s-a+t-b.

BEWEIS: Setzen wir 1y := a und r; := b, so liefert der Euklidische Algorithmus eine
Folge von Resten
Tiv1 = Ti—1 — 475, z'zl,...,n,
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wobei nach dem n-ten Schritt der Rest 7,1 = 0 bleibt und g = r,, der ggT(a,b) ist.
Diese Gleichung lésst sich bequem durch Matrizen ausdriicken:

()= (L)),

Somit lasst sich der Euklidische Algorithmus durch eine Folge von Matrizen-Multi-
plikationen ausdriicken. Setzt man

Q.= ((1’ 1) wd S = QuQuor - Q1.
—dq;

(§)=(2)=ee(3)=5()

Ist S = (2 f}), so erhélt man sofort die gesuchte Gleichung

so erhalt man

geT(a,b)=g=s-a+t-b
aus der ersten Zeile von S. [ |

Bemerkung 5.70 Speziell fiir teilerfremde Zahlen a,b € Z folgt daraus: Es gibt
s,teZmitl=s-a+t-b.

Beispiel 5.71 Mit den in Beispiel benutzten Zahlen gilt
1=9-4-2=9—-4-(155—-17-9) =69 -9 — 4 - 155.

5.6.2 *Die Einheitengruppe von 7/n7Z

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns wieder dem anfangs gestellten Problem zu.

Satz 5.72 Die Menge der invertierbaren Elemente
Z|nZ” .= {x € Z/nZ | T ist invertierbar}
ist beziiglich der Multiplikation - in Z/nZ eine kommutative Gruppe.

BEWEIS: Zunichst ist Z/nZ* # 0, da das selbstinverse Element 1 in Z/nZ* liegt.
Weiter ist die Verkniipfung - auf Z/nZ* als Teilmenge von Z/nZ assoziativ. Es
bleibt zu zeigen, dass Z/nZ* abgeschlossen ist. Zunichst besteht Z/nZ* aus allen
Elementen, die ein inverses Element haben. Damit gehort neben & € 7Z/nZ* auch
7! zu Z/nZ*, da deren Inverses wieder 7 ist. Sind Z,§ € Z/nZ*, dann ist auch
Ty € 7Z/nZ*, da g' - 271 Inverses dazu ist. Kommutativ ist die Gruppe, da das
Verkniipfungsgebilde (7 /n7Z, -) kommutativ ist. |
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Definition 5.73 (Z/nZ*,-) heiit die Einheitengruppe von (Z/nZ,-). Die Ele-
mente von 7 /nZ* heiBen Einheiten in Z/nZ.

Satz 5.74 Es gilt
707" ={x € 7Z/nZ | x und n sind teilerfremd (d.h. ggT(z,n) = 1)}.
BEWEIS:

DY geT(en) =1 = 3s;teZ:1=s-z+t-n = 35,1 e Z/nZ:1
§-2+t-0 = §=7"", es gibt also ein multiplikatives Inverses § von
Damit ist 7 € Z/nZ*.

z.

,C“ Indirekt: Wir betrachten oBdA die Repédsentanten « in {0, ...,n—1}. Annahme
g :=ggT(x,n) >1 = x =g -uundn = g- [, wobei u und [ teilerfremd
sind. Fiir das Produkt dieser Zahlen gilt z -1 = g-u-1 = n-u, woraus Z - = 0
folgt. Wegen g > 1 ist [ # 0 und damit # ein Nullteiler in ( Z/nZ, -), der nicht
invertierbar ist. |

Beispiel 5.75 Es gilt Z/6Z* = {1,5} und Z/10Z* = {1,3,7,9}.

Bemerkung 5.76 Bemerkung kann ausgenutzt werden, um die Inverse einer
Zahl modulo n zu bestimmen (vgl. Beweis von Satz [5.74]). Nach Beispiel gilt

1=69-9—4-155 bzw. 1=69-9—4-155 =69-9,
~~
=0

woraus sich 97! = 69 € Z/155Z ergibt.
Definition 5.77 Die Funktion

¢ : N — N mit ¢(n) := Anzahl der Elemente von Z/nZ*
heifit Eulersche p-Funktion.

Beispiel 5.78 Fiir eine Primzahl p gilt ¢(p) = p — 1. Sind p, ¢ verschiedene Prim-
zahlen, so gilt fiir n = p - q gerade ¢(n) = (p —1)(q¢ — 1).

Wie dieses Beispiel zeigt, lasst sich p(n) fiir spezielles n leicht berechnen. Die Be-
deutung dieser Zahlen zeigt der folgende Satz:

Satz 5.79 (Euler-Fermat) Fiir alle Einheiten a € 7./n7Z* gilt a*™ = 1.
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BeEWwEIS: Die abelsche Gruppe (Z/nZ*,-) besitze die ¢(n) verschiedenen Elemente
T1,..., Ty Dann sind fiir jedes a € Z/nZ* die Elemente Z;-@, . . . , Zy(»)-G paarweise
verschieden (Das ergibt sich leicht durch Multiplikation von rechts mit a~') und es
gilt

jl-..mi‘(p(n):fra---‘j?cp(n)'d:i’l'-~-'js0(N)'~

Wegen Hilfssatz 5.12 folgt daraus a#™ = 1. |

Bemerkung 5.80 Aus Satz folgt fiir k € N

Gheln) — (dso(n))k — 1" =1

Da a#™ = c;;("/) kann Satz [5.79 fiir alle diejenigen a € Z mit a € Z/nZ* umge-
schrieben werden in die Form

a"?MH =4 mod n.

Man ist nun daran interessiert, diese Darstellung moglichst fiir alle Zahlen a € Z zu
bekommen. Dazu beschrinken wir uns auf bestimmte Gruppen.

Satz 5.81 Seien p # q Primzahlen und n = p - q. Dann gilt fiir alle a € 7

a?™t =4 mod n.

BeEwEIS: Nach Bemerkung haben wir die Gleichung nur noch fiir Zahlen a €
{0,...,n — 1} nachzuweisen, die nicht teilerfremd zu n sind, also p oder ¢ als Teiler
haben. Sind p und g Teiler von a, so gilt @ = 0 € Z/nZ und es ist a*™M+! =0 = a.

Sei p Teiler von a und ¢ kein Teiler von a. Dann gilt modulo ¢ nach Bemerkung[5.70
a,q teilerfremd = a”7!, ¢ teilerfremd = (a?1)9 ' =a*™ =1 mod q.

Multiplikation mit a ergibt a®?™*! =a mod ¢.

Andererseits gilt modulo p, da a durch p teilbar ist,a = 0 mod p, also auch a?™+! =

0 mod p und damit a¥*™*! = ¢ mod p.

Damit ist (a®™*! — @) sowohl durch p als auch durch g teilbar. Da die Primzahlen
p und ¢ verschieden waren, muss auch p - ¢ = n die Zahl (a*"(”)Jrl — a) teilen, was
eine Umformulierung der Behauptung ist. Der Fall, dass ¢ Teiler von a und p kein
Teiler ist, verlduft analog. |

5.6.3 *Der RSA-Algorithmus

Auf der Darstellung aus Satz beruht ein bekanntes Verfahren der Kryptographie.
Die Grundidee ist folgende:
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Potenziert man eine Zahl a mit dem Exponenten k- p(n) + 1, so erhdlt man modulo
n wieder a zuriick. Dieses Potenzieren zerlegt man in zwei Schritte, indem man die
Zahl k - ¢(n) + 1 als Produkt zweier Zahlen e (encryption=Verschliisselung) und d
(decryption=Entschliisselung) schreibt:

e-d=k-p(n)+1.

Potenziert man nun ein beliebiges @ mit dem Exponenten e, so ergibt sich a® mod n.
Weiteres Potenzieren mit d fiithrt auf

C’L\éd — ded — dk(p(n)—l—l =4,
Damit kann das Potenzieren mit e als Verschliisselung aufgefasst werden, das weitere
Potenzieren mit d als Entschliisselung.

Bemerkung 5.82 Damit die oben beschriebene Ver- und Entschliisselung moglich

ist, miissen sowohl e als auch d zu ¢(n) teilerfremd sein. Modulo ¢(n) gilt also
d=eét.

Dieses Verfahren ist der sogenannte RSA-Algorithmus aus dem Jahre 1977, der
nach seinen Entwicklern Rivest, Shamir und Adleman benannt ist:

1. Wéhle verschiedene Primzahlen p und ¢ und setze n := p-¢. Damit gilt ¢(n) =
(p—1)-(¢-1)

2. Wihle e mit ggT(e,(n)) = 1 als Chiffrierschliissel. Das Zahlenpaar (n,e)
heiflit 6ffentlicher Schliissel.

3. Berechne Dechiffrierschliissel d mit d = e™' mod ¢(n). Das Zahlenpaar (n, d)
heifit privater Schliissel.

4. Chiffriere eine natiirliche Zahl a mit 0 < a < n mit dem offentlichen Schliissel
durch ch(a) :=a® mod n

5. Dechiffriert wird ch(a) mit dem privaten Schliissel durch a := ch(a)? mod n.

Wir veranschaulichen den Algorithmus an einem Beispiel. Um einen Text in natiir-
liche Zahlen zu transformieren, verwenden wir der Einfachheit halber nur Gro3buch-
staben und ordnen jedem Buchstaben die Position im Alphabet zu. Damit gilt die
Ersetzuing A — 1, B — 2,.... Y — 25, Z — 26. Bei Bedarf konnen Leerzeichen und
Interpunktionszeichen weitere Zahlen zugeordnet werden.

Beispiel 5.83
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1. Wihle p:=11 und ¢ := 7. Damit gilt n =p-q =77 und p(77) = (p—1) - (¢ —
1) =10- 6 = 60.

2. Wille e teilerfremd zu ¢(77) = 60, etwa e := 17.

3. Bestimme d mit d = é~* mod 60 gemif Bemerkung . In diesem Zahlen-
beispiel gilt d = 53, was man mit 17 - 53 = 901 =1 mod 60 leicht verifiziert.

4. Zur Verschliisselung mit (77,17) wéhlen wir das Wort KRYPTOGRAPHIE
bzw. die Zahlenfolge
1118251620157 18116 8 9 5.
Wegen 11* = 11 mod 77 ist

ch(11) = 11 mod 77
= ((11* mod 77)* mod 77)(11 mod 77)
(11> mod 77)
= 44 mod 77

Auch ohne die Zusatzeigenschaft 11* = 11 mod 77 ist die Verschliisselung
durch folgendes kleines Programm leicht moglich:

a = 11;

ch(a) := 1;

for j := 1 to e do ch(a) := ch(a) - a mod n;
Analoges Vorgehen fiir die restlichen Zahlen der Nachricht fiihrt auf die ver-
schliisselte Nachricht:

44,72,9,25,48,71,28,72, 1,25, 57, 4, 3.

5. Dechiffriert wird mit dem privaten Schliissel (77, 53). Wegen 44% = 44 mod 77
und daraus abgeleitet 441® = 44 mod 77 gestaltet sich fiir dieses Ergebnis die
Dechiffrierung einfach. Es ist

44% mod 77 = ((44'® mod 77)®> mod 77)(44* mod 77)(44 mod 77)
44°  mod 77
(44 mod 77)(44 mod 77)
44* mod 77
= 11 mod 77

Analog zur Verschliisselung liefert eine kleine Schleife mit dem privaten Schliissel
(diesesmal d statt e) und vertauschten Rollen von a und ch(a) die entschliissel-
ten Daten.
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ch(a) := 44,
a:=1;
forj:=1toddoa:=a-ch(a) mod n;

Bemerkung 5.84 Allein aus dem Wissen des offentlichen Schliissels (e, n), lédsst
sich der private Schliissel nicht bestimmen. Denn es geht bei dem Verfahren nicht
darum, das inverse Element zu e modulo n zu bestimmen, sondern modulo ¢(n).
Deshalb muss die Zahl ¢(n) bekannt sein. Diese kann man aber mit géngigen Me-
thoden nur bestimmen, wenn die beiden Primzahlfaktoren von n bekannt sind. Das
Knacken des Codes lauft mathematisch auf das Problem hinaus, eine Zahl n in ihre
Primzahlen p und ¢ zu faktorisieren. Bei sehr groflen Primzahlen kann das auch mit
modernsten Rechnern Monate dauern.



67

Teil 111

Vektorraume

6 Definition und Beispiele

Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem

r4+2y—3z = 0

1
r—2y—z = 0 (6.1)

mit den Variablen x,y,z € R. Die Losungsmenge L dieses LGS hat folgende Ei-
genschaft: sind (z1, y1, 21), (T2, Yo, 22) € R? zwei Losungen von , so ist auch die
Summe

(z1+ 22, Y1 + 12, 21+ 22)

eine Losung. Entsprechendes gilt fiir alle Vielfachen einer Losung: ist A € R eine
beliebige reelle Zahl und (z,y, z) eine Losung von (6.1]), dann ist auch (Az, Ay, Az)
eine Losung von (6.1)).

Solche Mengen V| bei denen mit zwei Elementen v,w € V auch deren ,Summe*
v+ w und alle ihre , Vielfachen“ X -v in V liegen, treten in der Mathematik sehr oft
auf.

Im Folgenden werden wir diese ,,Struktur® prézisieren, indem wir den Begriff des
Vektorraums in allgemeiner Form einfithren und einige wichtige Beispiele kennen-
lernen. Vektorrdume haben sich im Laufe des 19. und 20. Jahrhunderts als eine der
wichtigsten mathematischen Strukturen herausgestellt. Sie spielen in praktisch je-
der mathematischen Disziplin eine grundlegende Rolle und sind deshalb auch das
zentrale Thema in dieser Vorlesung.

6.1 Was ist ein Vektorraum?

Jedem Vektorraum liegt ein gewisser Korper K zugrunde. Fiir viele Eigenschaften
von Vektorrdumen spielt jedoch die spezielle Wahl des Korpers K keine Rolle.

Definition 6.1 Es sei K ein Korper. Eine Menge V' mit einer Addition
+:VxV -V, (zy)—z+y

und einer skalaren Multiplikation, d.h. einer Abbildung
K xV =V, (Mz)— A

heifit K-Vektorraum oder ein Vektorraum iiber K, falls
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V1 (V,+) eine abelsche Gruppe ist und

V2 fiir alle A\, p € K und alle x,y € V gilt:

(a) 1-x==x

(B) A(u-z)=A-p) -z
(¢c) A+ p)-z=Xzc+p-z
(d) Ae(z4+y)=A-xz+ Ay

Die Elemente von V' heiflen Vektoren, die von K Skalare.

Das neutrale Element in (V,+) wird Nullvektor genannt und (zumindest im all-
gemeinen Kontext) mit 0 = Oy bezeichnet und ist vom Nullelement 0 = Ok € K zu
unterscheiden!

Ist der Skalarkorper @@, R oder €, so spricht man von einem rationalen, reellen bzw.
komplexen Vektorraum.

6.1.1 Erste Eigenschaften

Fiir die abelsche Gruppe (V, +) eines Vektorraums gelten die fiir Gruppen hergelei-
teten Eigenschaften. Insbesondere ist der Nullvektor eindeutig bestimmt, ebenso zu
jedem Vektor v der inverse Vektor —v. Eine Gleichung v 4+ 2z = w hat bei gegebenen
v,w € V genau eine Losung z = w+ (—v), wofiir wir wieder w — v schreiben werden.

Satz 6.2 In einem K-Vektorraum V gilt fiir alle A € K und alle v € V
(a) Av=0 <= A=0g V v=_0y;
(b) (=A)-v=—(A-0).
BEWEIS: (a):

»,<“ Nach V2 (¢)ist (14+0)-v=1-v+0-v, also wegen V2 (a) v = v+ 0-v. Nach
der eben gemachten Bemerkung gilt somit 0 - v = 0 fiir alle v € V. Weiter ist
nach V2 (d) A (v+0) =AX-v+X-0,also A-v=X-v+ A-0. Daraus folgt
A-0=0 fiir alle A € K.

= Sei A-v =0 und X\ # 0. Dann gilt wegen V2 (a) und V2 (b) v = 1-v =
AN - v=A"1-(A-v)=A"1-0=0.

(b):  Nach Satz ist (A+(=A))-v =0-v = 0. Andererseits ist nach V2 (c)
A+ (=A)-v=Xv+(=A)-v. Also0=A-v+ (=\)-v. Da der inverse Vektor zu
A - v eindeutig bestimmt ist, folgt schlieBlich —(\-v) = (=) - v. |
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6.2 Beispiele

1. Gegeben sei ein Korper IK und eine natiirliche Zahl n. Dann ist die Menge
K™ aller n-Tupel (vq,...,v,) mit vy,...,v, € K ein K-Vektorraum mit der
komponentenweisen Addition

+: K'"x K" — K", ((Ul,...,vn), (wl,...,wn)) — (v +wy,y ..., v+ wWy)
und der komponentenweisen Skalarmultiplikation

K x K=K (A (21,.,3) ) = Az, Az).

Man schreibt oft x = (z1,...,x,) und bezeichnet xy,..., z, als die Kompo-
nenten von z. Exemplarisch beweisen wir V3: fiir alle \, y € K und alle xz € V'
gilt

Ctm)-z = () (... 1)

(

= (A wzr, ..., (A + p)zn)
(Axy + pxy, ..., Az, + py,)
(

ATy, Ay + (p, .. pxy,)

Man nennt K" auch den Standard-Vektorraum iiber K.

2. Statt n-Tupel (z1,...,2,) € K™ kann man auch unendliche Folgen (z;);en, =
(wg, 1, Ta, . . .) von Elementen aus einem Koérper K betrachten. Die Menge IK™No
der Folgen iiber K ist ebenfalls ein [K-Vektorraum mit der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation

+_{JK]N0><]KJNO Ko - _{KXMNO g
((z:), () — (2 +us) (A (1) — ().

Die Nachweise fithrt man analog zum Beispiel K™.

3. Wir koénnen ein Polynom p € K[X] mit einer Folge (ag, a1, as, .. .) von Kérper-
elementen a; € K identifizieren, bei der nur endlich viele Elemente a; von
Null verschieden sind. Die Menge IK[X] der Polynome ist eine Teilmenge des
Vektorraums K™, die mit derselben Addition und skalaren Multiplikation ein
K-Vektorraum ist, wie man leicht nachpriift.

Man beachte, dass zwar K[X] C Ko gilt, die beiden Vektorrdume aber nicht
tibereinstimmen: jedes Element (a;);en, von K[X] hat nur endlich viele von
Null verschiedene Elemente, ein Element (z;) € KN kann aber belicbig viele
von Null verschiedene Elemente haben.
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4. Sei M eine beliebige, nichtleere Menge. Dann bilden die Abbildungen f : M —
K einen K-Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition

(f+9)(x):= f(x)+g(x) (z € M) fiir alle Abbildungen f,g: M — K
und der punktweisen Skalarmultiplikation
A-f)x) =X f(z) (re M) furalle f: M — K und alle A € K.

In Analogie zu den Beispielen 1.-3. bezeichnet man die Menge aller Abbildun-
gen f : M — K auch mit K. Fiir endliche Mengen M erhélt man Beispiel 1
und fiir M = Ny erhélt man Beispiel 2 als Spezialfall.

5. Die Menge IK™*™ der m x n-Matrizen iiber K ist ein K-Vektorraum mit der
Matrizenaddition und der skalaren Multiplikation

A(aij) =(Aay) firAeKunda; e K(i=1,...,m; j=1,...,n).

6. Man kann K auch als K-Vektorraum (iiber sich selbst) auffassen. Die Vektor-
addition fillt dann mit der Addition in K zusammen und die skalare Multi-
plikation mit der Multiplikation in K.

7. Man kann R als @QQ-Vektorraum auffassen: die Addition ist die Addition in
R, die skalare Multiplikation ist die Multiplikation einer rationalen mit einer
reellen Zahl. Man beachte, dass dieser Vektorraum nicht mit dem aus Beispiel
6 iibereinstimmt: dort kann man mit allen reellen Zahlen skalar multiplizieren,
in diesem Beispiel aber nur mit rationalen!

8. Die Losungsmenge L eines beliebigen homogenen LGS iiber dem Koérper K

a1 +a12%2 + - +aipr, = 0
9121 +a9ry + - +aont, = 0
U411 Famatz + o Fppr, = 0

mit Koeffizienten a;; € K ist ein K-Vektorraum beziiglich der komponenten-
weisen Addition und skalaren Multiplikation in K™.

Bemerkung 6.3 Sei V' die Menge aller Tripel reeller Zahlen (vy,vs,v3) mit der
komponentenweisen Addition. Die skalare Multiplikation definieren wir durch

A (’Ul, Vo, Ug) = ()\’01, )\QUQ, )\31)3) ()\, V1, Vg, V3 € R)

V' ist kein reeller Vektorraum. Welche Eigenschaften eines Vektorraums sind erfiillt,
welche nicht?
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6.3 Linearkombinationen

Zur Notation: Skalare werden wir in der Regel mit griechischen Buchstaben be-
zeichnen. Das Zeichen - fiir die skalare Multiplikation werden wir meistens weglassen,
z.B. nur Ax anstatt \ - x schreiben.

Definition 6.4 Ein Vektor x € V eines K-Vektorraums V mit
p
[E:Z)\i’l]i:Alvl—f—"'—f—/\p’Up ()\ZGK)
i=1

heifit Linearkombination der Vektoren vy,...,v, € V. Man sagt auch: z ist als
Linearkombination der v; darstellbar.

Beachten Sie, dass in einer Linearkombination stets nur endlich viele Summanden
auftreten.

Beispiel 6.5

1. Das Polynom p = (2,-1,0,4,0,0,0,...) € R[X] ist eine Linearkombination
der Monome py = 1 = (1,0,0,...), p, = X = (0,1,0,0,...) und p3 = X3 =
(0,0,0,1,0,...). Es gilt ndmlich

p=2—X+4X>=2py — 1p; + ps.
2. Im Standardvektorraum R? ist der Vektor v = (1, 6) als Linearkombination von
v1 = (1,2), v = (0,1) und v3 = (0, 2) darstellbar, denn es gilt v = v; —2v9+3v3

oder auch v = v;+4v,. Es gibt auch noch weitere Méglichkeiten der Darstellung
von v als Linearkombination von vy, vy, v3.

14797167 "
bination der Folgen (1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,0,...),... darstellbar.

3. Die Folge <ﬁ> = (1 Ll 1 ) € QMo ist nicht als endliche Linearkom-

Den Nullvektor kann man immer als Linearkombination von beliebigen gegebenen
anderen Vektoren vy, ..., v, schreiben:

k
0= Z OUZ'.
i=1

WEeil hier alle Koeffizienten \; = 0 sind, spricht man von der trivialen Darstellung
des Nullvektors. Dagegen ist es nicht immer moglich, den Nullvektor nichttrivial
als Linearkombination der v; darzustellen, d.h. in der Gestalt

k
0= Z Nvi, N €K, micht alle \; = 0.
=1



72 6 Definition und Beispiele

Beispiel 6.6 Wir betrachten nochmals Beispiel 2 in Fiir die Vektoren v; =
(1,2), v, = (0,1), v3 = (0,2) € R? gibt es neben der trivialen Darstellung des
Nullvektors Ogz = (0,0) = Ovy + Ovy + Ovs auch die nichttriviale Darstellung

ORZ = 01)1 + 21}2 — V3.

Dagegen gibt es, wenn man nur die zwei Vektoren v;,v, € R? betrachtet, nur die
triviale Darstellung des Nullvektors. Denn es ist

)\11)1 + )\QUQ = )\1(1, 2) + /\2(0, 1) = ()\1, 2)\1 + /\2),

und dieser Vektor ist genau dann der Nullvektor Ogz = (0,0), wenn A\; = 0 und
)\2 == 0

Definition 6.7 Sei V' ein K-Vektorraum. FEndlich viele Vektoren vq,..., v, € V
heiflen linear unabhingig, wenn gilt

k
Z/\ﬂ]lzo = A =X ==X, =0.
=1

Die Vektoren vy, ..., v, heilen linear abhéingig, wenn sie nicht linear unabhéngig
sind, d.h. wenn es eine nichttriviale Linearkombination des Nullvektors aus vy, ..., vy
gibt.

Mit andern Worten: die Vektoren vy, ..., v € V sind genau dann linear unabhéngig,
wenn man aus ihnen den Nullvektor nur als

OV:O?]1+...+OUk

linear kombinieren kann, und linear abhéngig, wenn es noch (mindestens) eine weite-
re Moglichkeit gibt, den Nullvektor aus vy, . .., v; linear zu kombinieren. Wir machen
auch noch die zweckméfige Definition: die leere Menge ist linear unabhéingig.

Verallgemeinerung: Eine unendliche Menge von Vektoren M C V heifit linear un-
abhingig, wenn alle endlichen Teilmengen von M linear unabhéngig sind, und
linear abhingig, wenn sie eine endliche, linear abhéngige Menge enthélt.

Beispiel 6.8

1. Die drei Vektoren vy, v5, v3 aus Beispiel 2 in [6.5]sind linear abhéngig, ebenso die
zwei Vektoren vy, v3. Die zwei Vektoren vy, v9 sind dagegen linear unabhéingig,
ebenso vy, vs.

2. Essei speziell £ = 2; wir betrachten also zwei Vektoren z, y eines IK-Vektorraums
V. Wenn x,y linear abhingig sind, so gibt es eine nichttriviale Darstellung
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Az + py = 0 des Nullvektors (A, i € K, nicht beide Null). Ist dann etwa A # 0,
so folgt © = (=A"'u)y. Ist p # 0, so folgt y = (—p~'N)z. Fiir zwei linear
abhéngige Vektoren x,y gilt also immer mindestens eine der Gleichungen

xr=ay oder y=[x mit gewissen a, § € K.

Man nennt die Vektoren dann auch proportional.

Sind umgekehrt z, y proportional, ist also z = ay oder y = [z, soist lz—ay =
0 oder 1y — Bx = 0 wegen 1 # 0 eine nichttriviale Darstellung von 0. Deswegen
sind z,y linear abhéngig.

3. Es sei k = 1; wir betrachten also jetzt nur einen einzigen Vektor v eines K-
Vektorraums V. Der Vektor v ist genau dann linear abhéngig, wenn v = 0, und
also genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0: Ist ndmlich v linear abhéngig
und ist av = 0 mit o # 0 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors, so
folgt v = a0 = 0. Ist umgekehrt v = 0, so ist 1v = 1-0 = 0 eine nichttriviale
Darstellung des Nullvektors, also der Vektor v linear abhéngig.

4. Kommt unter den Vektoren vy, ..., vy der Nullvektor vor, so sind sie linear
abhéngig. Denn ist z.B. v; = 0, so ist 1lv; + Z?:z Ov; = 0 eine nichttrivia-
le Darstellung von 0. Man kann auch zeigen, dass vy, ..., v, linear abhéngig

sind, wenn zwei proportionale Vektoren vorkommen oder wenn ein Vektor eine
Linearkombination der iibrigen ist.

5. Im Vektorraum R[X]| der Polynome iiber R sind 1 + X und 1 — X linear un-
abhéngig (nach Beispiel 2). Ebenso sind die Monome mg = 1, m; = X, my =
X2 ...,mp = X" (k€N linear unabhiingig. Denn die Linearkombination

k
Za'iXi:a0+a1X+a2X2+”'+aka: (a0aa17a27"'7ak‘7070"">
1=0

ist nach Definition genau dann das Nullpolynom (0,0,...), wenn alle a; = 0
sind.

6. Die Menge der Monome {X" | i € Ny} im Vektorraum K[X] der Polynome ist
linear unabhéngig.

Das folgende Kriterium ist manchmal niitzlich.

Satz 6.9 Die Vektoren vy, ... v, (k> 1) eines Vektorraums V' sind genau dann li-
near abhéngig, wenn es einen Vektor unter ihnen gibt, der sich als Linearkombination
der iibrigen darstellen lésst.
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BEWEIS:

,=" Seien vy, ..., v, linear abhéngig und sei Zle A;v; = 0 eine nichttriviale Dar-
stellung von 0. Wenn etwa \; # 0 ist, dann ist v; = Zfzz(—)\fl)\j)vj eine
Linearkombination der iibrigen Vektoren.

,<=“ Sei etwa vy = Z?:z (;v; eine Linearkombination von vy, vs, ..., v;. Dann ist
lvg — Z?:z piv; = 0 wegen 1 # 0 eine nichttriviale Darstellung von 0, und
vy, ...,V sind linear abhéngig. |

Die folgende Abbildung verdeutlicht die Aussage von Satz [6.9]

z=x+2y
Y Y
/ > T , L
x, y linear unabhéangig x, Yy, z linear abhangig

Hier ist x 4+ 2y — 2z = 0, also lasst sich z durch x und y darstellen. Aber x und y sind
linear unabhéngig.

Wir beweisen einige weitere Sétze, die wir immer wieder brauchen werden.

Satz 6.10 Sind vy, ...,V Vks1,--.,0, (n > k) Vektoren eines Vektorraums V', und
sind vy, ...,v, linear abhédngig, dann sind auch vy, ..., v, linear abhingig.

BEWEIS: Ist Zle a;v; = 0 eine nichttriviale Darstellung von 0, dann auch

k n
ZOQUZ' + Z O’Ui =0.
=1

i=k+1
|

Ein entsprechender Satz fiir n < k gilt nicht.

Fiir linear unabhéngige Vektoren gilt:

Satz 6.11 Sind vy,...,v, linear unabhédngige Vektoren eines Vektorraums V', dann

sind auch vy, ..., v, linear unabhéngig fiir jedes m < k.
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BEwEIs: Wiren vy, ...,v, (m < k) linear abhingig, dann wiren auch vy, ..., vy
nach dem letzten Satz linear abhéngig im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Auch hier gilt ein entsprechender Satz mit m > k nicht.

Wir denken uns nun & beliebige (linear abhéingige oder linear unabhéngige) Vektoren
vy,...,0 € V gegeben und betrachten k + 1 Vektoren wy, ..., wgy1, die sich als
Linearkombinationen der v; darstellen lassen. Fiir sie gilt folgender

Satz 6.12 k + 1 Linearkombinationen von k Vektoren eines Vektorraums V' sind
stets linear abhingig.

Bewers: (Mit vollstandiger Induktion)

INDUKTIONS-VERANKERUNG: Fiir £ = 1 seien w; = \jvy, ws = Agv; zwei Li-
nearkombinationen von vy. Ist Ay = Ay = 0, so sind w; = 0 = wy linear abhéngig.
Sind A1, Ag nicht beide Null, so ist Aow; — Ajwy = A A\jv1 — A A\gv1 = 0 eine nichttri-
viale Darstellung des Nullvektors.

INDUKTIONS-SCHRITT: Die Aussage gelte bereits fiir £ Linearkombinationen von
k — 1 Vektoren. Wir betrachten k& Vektoren vy, ..., v, und wollen zeigen, dass k + 1
beliebige Linearkombinationen

Wy = anVp + -+ 01 g-1Vk-1 + A1k
Wi = QU1+ -+ A g—1Vk—1 T QpkVk
Wkl = Qga1, 101+ 0+ Qra1, g—1Vk—1 + Gy, £Vk
der k Vektoren vy,...,v; auch linear abhéngig sind. Ohne Einschrénkung kénnen

wir dabei annehmen, dass die w; alle von Null verschieden sind (wieso?).

1. FALL: Die Koeffzienten ay, ..., agr, g1 x vor vg sind alle Null. In diesem Fall
sind die k£ Vektoren ws,--- ,w, Linearkombinationen von vq,...,v,_; und somit
nach Induktionsannahme linear abhéingig. Nach Satz sind dann auch die k£ + 1
Vektoren wy, - -+, wg, wii1 linear abhéingig.

2. FALL: Die aqg, . .., gk, a1 sind nicht alle Null; ohne Beschréinkung der Allge-
meinheit sei a1 x # 0. Dann sind die k£ Vektoren

o -1
21 = w1 — akJrL L1k WE41
o -1
Rk = Wk — Opq OkkWk+1
Linearkombinationen der £ — 1 Vektoren vy, ..., vx_1 und nach Induktionsannahme

also linear abhéngig. Wieder nach Satz sind dann auch die k£ + 1 Vektoren
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21, , 2k, Wga linear abhéngig, d.h. es gibt A1, ..., A\x11 € K, nicht alle Null und

2
Z Aizi + App1wigr = 0.

i=1
Dabei muss sogar mindestens eines der \; fiir ein 1 < ¢ < k von Null verschieden

sein. Ware nédmlich \; = 0 fir alle 1 < i < k, so auch A4y (da wyyy # 0): ein
Widerspruch. Setzen wir jetzt die z; ein, so erhalten wir

k k
Z )\sz + ()\k+1 — Z —)xia,;il kaik)wkH =0.
=1

i=1

Nach obiger Zwischenbemerkung ist dabei mindestens eines der A; fiirein 1 <i < k
von Null verschieden und somit sind die k + 1 Vektoren wy, ..., wy, wgyq linear
abhéngig. |

6.4 Lineare Hiille einer Teilmenge

Was erhélt man, wenn man mit gegebenen Vektoren alle moglichen Linearkombina-
tionen bildet?

Definition 6.13 Sei V' ein K-Vektorraum und M C V eine beliebige Teilmenge.
Die lineare Hiille oder der Spann [M] von M ist fir M # () die Menge aller
Linearkombinationen von Vektoren aus M. Fiir M = () setzen wir [M] = {0}. Ist
M = {vy,...,v,}, so schreibt man auch [vy, ..., vx] statt [{vy, ..., vx}].

Beispiel 6.14

1. Die lineare Hiille der Vektoren v; = (1,2) und v, = (0,1) in R? ist der ge-
samte R?, da sich jeder beliebige Vektor als Linearkombination von v; und v,
darstellen ldsst. Es gilt ndmlich (1,0) = v; — 2v, und aus (1,0) und vy = (0, 1)
lasst sich jeder beliebige Vektor linear kombinieren: der Vektor (ai,as) ldsst
sich schreiben als a1 (vy — 2vy) + agve = ayvy + (az — 2a;)vs.

2. Die lineare Hiille [X° X1 X2 X?3] ist gerade die Menge der Polynome vom
Grad kleiner gleich 3. Die Menge aller Polynome K[X] ist gerade die lineare
Hiille aller Monome X°, X1, X2 .. ..

Definition 6.15 Sei V ein K-Vektorraum und vq,...,v, € V. Fiir diese erkliaren
wir folgende Elementar-Operationen:

(I) Ersetzen eines Vektors v; durch Av; mit A € K\{0}.
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(IT) Ersetzen eines Vektors v; durch v; +v; mit j € {1,...,m} und j # 1.

Bemerkung 6.16

1. Die lineare Hiille [vy,...,vx] bleibt bei Elementar-Operationen ungeéndert,
d.h. es gilt
[V1, . UV, Vg, O] = U1, U U ) = 0n, A, g, )
Wieso?

2. Eine Menge {vq,...,vx} von Vektoren bleibt linear unabhéngig (bzw. linear
abhéngig), wenn man Elementar-Operationen auf vy, ..., v ausfiihrt

3. Gegeben sei ein LGS mit m Zeilen, n Variablen und der erweiterten Matrix

@11 A12 a1y | by
a21 A2 Aoy, | bo
Am1 Qm2  * - Qmn bm
Interpretiert man die Zeilen der Matrix als Vektoren zi,...,2, € K", so

lassen sich die Elementar-Operationen eines LGS (siehe Definition inter-
pretieren als Elementar-Operationen auf den Zeilenvektoren der Matrix des
LGS. Wenn man den Gaufschen Algorithmus in ,,Matrixform® durchfiihrt,
fithrt man also geeignete Elementar-Operationen auf der Menge der Zeilen-
vektoren der Matrix aus.

4. Fiir die Teilmengen M C V eines Vektorraums V' und fiir ihre linearen Hiillen
gelten die folgenden Eigenschaften:

M c [M] (6.2)
M, C My — [Ml] - [MQ]

Bisher sind wir von einer Teilmenge M C V ausgegangen und haben die lineare
Hiille [M] gebildet. Nun suchen wir umgekehrt eine Menge M, fiir die [M] =V gilt.
Dies gilt sicher fiir M = V. Gibt es auch kleinere Mengen M mit dieser Eigenschaft?

Definition 6.17 Gegeben sei ein K-Vektorraum V. Eine Menge M C V' mit [M] =
V' heifit erzeugende Menge oder Erzeugendensystem von V. Eine erzeugende

Menge M von V' heiit minimal, wenn es keine echte Teilmenge M’ von M gibt,
fir die [M'] =V gilt.
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Beispiel 6.18 (Vgl. Beispiel 2 in [6.5). Die Menge M = {vi,v2,v3} mit v; =
(1,2), vy = (0,1), vz = (0,2) ist eine erzeugende Menge des R?, denn jedes v € R? ist
als Linearkombination von vy, v, v3 darstellbar. M ist nicht minimal, denn fiir die
echten Teilmengen M’ = {vq, va} und M"” = {vy, v3} gilt ebenfalls [M'] = [M"] =
R2. Die Mengen M’ und M” sind minimale erzeugende Mengen von R?2.

Mit minimalen erzeugenden Mengen werden wir uns im folgenden Kapitel nédher
beschéftigen, wenn wir den Begriff der Basis einfiihren.
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7 Basis und Dimension von Vektorriumen

7.1 Was ist eine Basis?

Definition 7.1 Eine Teilmenge B eines Vektorraumes V' heifit Basis von V', wenn
sie erzeugend und linear unabhéngig ist.

Fiir die Definition von ,linear unabhingig®“ (insbesondere auch fiir unendliche Men-
gen von Vektoren) siehe Definition [6.7]

Beispiel 7.2
1. Fiir den Standard-Vektorraum K" iiber dem Korper KK bilden die Vektoren

e = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)

en = (0,0,...,0,1)

eine Basis. B = {ey,...,e,} ist erzeugende Menge von K", denn fiir jedes

v=(vy,...,v,) € K" gilt
n
v = Zviei.
i=1

B ist auch linear unabhéngig. Denn

0=1(0,....00 =) Ne; < X\ =0Vi

i=1
Man nennt diese Basis auch die Standardbasis des K.
2. Eine weitere Basis des K" ist B = {b1,...,b,} mit
by = (1,0,0,0,...,0)

b, = (1,1,0,0,...,0)
by = (1,1,1,0,...,0)

by = (1,1,1,1,...,1).

B ist erzeugend, da man die Standardbasisvektoren ey, ..., e, alle durch die b;
linear kombinieren kann: es gilt e; = by, e = by — by, ..., e, = b, — b, _1; somit
kann man auch alle Vektoren in IK™ aus Vektoren in B linear kombinieren. B
ist auch linear unabhéngig (wieso?).
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3. Analog zum ersten Beispiel zeigt man, dass im Vektorraum K[X] aller Poly-
nome iiber K die Menge aller Monome B = {X"|i € Ny} eine Basis ist. Hier
ist also die Basis (abzdhlbar) unendlich.

4. Der Nullraum {0} hat die Basis B = (). Denn wir hatten definiert, dass die
leere Menge linear unabhéngig ist und dass [@] = {0}.

In den néchsten zwei Séatzen geben noch weitere Charakterisierungen einer Basis.

Satz 7.3 (Basis = erzeugend + minimal) Eine Teilmenge B eines K-Vektor-
raumes V' ist eine Basis genau dann, wenn B ein minimales Erzeugendensystem
ist.

BEWEIS: ,,=—“: Sei B eine Basis. Nach Definition ist B erzeugend und linear
unabhéangig. Wir miissen zeigen, dass B minimal ist. Annahme: B ist nicht minimal.
Dann gibt es eine echte Teilmenge B’ von B mit [B’] = V. Es gibt also einen Vektor
v#0mit v € B, v ¢ B, der sich wegen v € V = [B’] als Linearkombination

m
v = Z a;b,  mit gewissen b, € B’ und «; € K
i=1

darstellen lisst. Nach Satz sind dann v,b},...,b, linear abhingig. Damit ist
aber auch die Menge B linear abhéngig. Ein Widerspruch zur Voraussetzung.

,<=": Sei nun umgekehrt B ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir miissen
zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Auch hier argumentieren wir indirekt. Annah-
me: B ist linear abhingig. Nach Definition gibt es in B eine endliche Teilmenge
{b1,...,b,} von linear abhéngigen Vektoren. Nach Satz ist dann einer dieser
Vektoren, etwa by, eine Linearkombination der iibrigen. Jeder Vektor v € V = [B]|
lasst sich also bereits aus Vektoren aus B\{b;} linear kombinieren, d.h. es gilt
V = [B\{bx}]. Die Menge B ist also nicht minimal im Widerspruch zur Voraus-
setzung. |

Mit dhnlichen Argumenten beweist man:

Satz 7.4 (Basis = linear unabhingig + maximal) Eine Teilmenge B eines K-
Vektorraumes V' ist eine Basis genau dann, wenn B maximal linear unabhéngig
ist.

Fiir den Standard-Vektorraum K" und fiir den Raum K[X] der Polynome konnten
wir in Beispiel Basen angeben. Hat jeder Vektorraum eine Basis? Die Antwort ist
»jal“ (siehe Satz und die Idee ist einfach: Nach den vorhergehenden Sétzen muss
man ein Erzeugendensystem zu einer linear unabhéngigen Teilmenge verkleinern
oder eine linear unabhéngige Teilmenge zu einer Basis ergéinzen. Dass das geht,
besagt der
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Satz 7.5 (Basiserginzungssatz) Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum,
V # {0}. Weiter sei E C V ein endliches Erzeugendensystem von V und L C E eine
linear unabhéngige Menge, L # (). Dann gibt es eine Basis B von V mit L. C B C E.

BEWEIS: Ist L auch ein Erzeugendensystem, so ist B := L eine Basis nach Definition.
Andernfalls gibt es einen Vektor v € E, der nicht in der linearen Hiille von L
liegt. Wir ergidnzen dann L zu der ebenfalls linear unabhingigen Menge L' = L U
{v}, und verfahren analog mit L'. Da E endlich ist, muss L um hochstens endlich
viele Elemente ergénzt werden, um ein Erzeugendensystem und damit eine Basis zu
erhalten. ]

Folgerung 7.6 Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum und V' # {0}, so hat V eine
endliche Basis.

BEWEIS: Nach Voraussetzung gibt es in V' ein endliches Erzeugendensystem E und
einen Vektor E 2 v # 0. Die Teilmenge L := {v} C F ist dann linear unabhéingig.
Nach Satz existiert eine Basis B mit L C B C E. Da E endlich ist, ist auch B
endlich. ]

Bemerkung 7.7 (E nicht endlich) Der Basiserginzungssatz gilt auch, wenn E
nicht als endlich vorausgesetzt wird. Der Beweis dieses allgemeinen Falles ist aber
nicht elementar. Das Problem dabei ist grob gesagt, dass Vektorrdume ,sehr grof3*
sein konnen und dass eine Basis auch iiberabzéhlbar viele Elemente haben kann. Man
braucht deshalb das Auswahlaxiom (bzw. das ,, Lemma von Zorn“). Einzelheiten dazu
findet man z.B. in Abschnitt I11.6 des Buches [2] von Brieskorn.

Satz 7.8 (Eine Basis existiert immer) Jeder Vektorraum V hat eine Basis.

BEWEIs: Ist V' = {0}, so ist B = () eine Basis von V. Ist V' # {0}, so gibt es einen
Vektor v # 0 in V. Setze L := {v}, E := V. Nach Satz[7.5| und Bemerkung [7.7] gibt
es dann eine Basis B von V' (die v enthélt). |

Bemerkung 7.9 Die nach dem Basisergénzungssatz mogliche Ergénzung zu einer
Basis ist nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel lassen sich die linear unabhéngi-
gen Vektoren b; = (1,0,0,1), by = (0,1,0,0) des R* durch b3 = (0,0,1,0), by =
(0,0,0,1), aber auch durch b5 = (0,1,1,1), b, = (1,1,1,1) zu einer Basis des R*
erginzen. Der Beweis des Basisergidnzungssatzes liefert zwar kein praktisches Ver-
fahren zur Basisergénzung, er ist aber ein niitzliches theoretisches Hilfsmittel.



82 7 Basis und Dimension von Vektorraumen

7.2 Dimension

Wir betrachten nun die Anzahl der Basisvektoren genauer. In Beispiel haben
wir zwei Basen fiir den Standard-Vektorraum K" angegeben, die beide gleich viele
Elemente haben, ndmlich n. Kann man auch eine Basis von K" finden, die mehr
oder weniger Elemente hat? Dass dies nicht mdglich ist, zeigt ganz allgemein der
folgende

Satz 7.10 (Anzahl Basiselemente) Hat ein Vektorraum V eine endliche Basis
B mit n € N Elementen, so hat jede Basis B’ von V ebenfalls n Elemente.

BeEwers: Sei B = {by,...,b,} und sei B" = {b},...,b } eine weitere Basis von V.
Nach Satz kann dann B’ hochstens n Elemente haben, denn je n + 1 Elemente
von B’ wiren als Linearkombination der b; linear abhéngig im Widerspruch zur
linearen Unabhéangigkeit von B’. Also m < n. Entsprechend schlieit man, dass
umgekehrt B hochstens so viele Elemente wie B’ hat. Also n < m. Somit ist m =n
und hat B’ hat ebenfalls n Elemente. |

Definition 7.11 Ein Vektorraum mit einer endlichen Basis heiffit endlich dimen-
sional. Die fiir alle Basen von V iibereinstimmende Anzahl n € N der Elemente
heiffit Dimension von V. Wir schreiben dann dim V' = n. Ein Vektorraum, der keine
endliche Basis hat, heifit unendlich dimensional.

Beispiel 7.12 Nach Beispiel [7.2]ist dim K" = n und dim K[X] = co. Der Vektor-
raum aller Polynome vom Grad kleiner gleich g hat die Dimension g + 1.

Der néchste Satz ergénzt Satz [7.10]

Satz 7.13 Fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V' gilt:

a) n+ 1 Vektoren aus V sind immer linear abhéngig.

b) n linear unabhéngige Vektoren aus V' bilden immer eine Basis von V.

BEWEIS: a): Nach Voraussetzung gibt es eine Basis B = {by,...,b,} von V. Jeder
Vektor v € V' ist wegen [B] = V als Linearkombination der b; darstellbar. Nach Satz
sind daher je n + 1 Vektoren aus V' linear abhéngig.

b): Seien b}, ..., b, € V linear unabhéngig und sei v ein beliebiger Vektor aus V. Nach
a) sind die n+ 1 Vektoren b, ..., b, v linear abhingig, also gibt es eine nichttriviale

YY)

Darstellung des Nullvektors:

DA +w=0 (A A€K).

i=1
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Ist A = 0, so folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von b},... b/ auch \; = 0
fiir alle 4, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist A # 0, und v lésst sich als
Linearkombination der b darstellen:

Somit ist die linear unabhéngige Menge {0}, ..., } eine erzeugende Menge von V|
also eine Basis von V. ]

Nach dem letzten Satz bilden n linear unabhéngige Vektoren eines n-dimensionalen
Vektorraumes stets eine Basis. Hat man weniger als n, etwa p linear unabhéngige
Vektoren (0 < p < n), so lassen sich diese stets zu einer Basis von V' ergénzen nach
dem Basisergidnzungssatz |7.5]

7.3 Basisdarstellung und Basiswechsel

Definition 7.14 Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und B = {by,...,b,}
eine Basis von V. Nach der Definition einer Basis als linear unabhéngiges Erzeugen-
densystem hat jeder Vektor v € V' eine Basisdarstellung

=1

Satz 7.15 (Eindeutige Basisdarstellung) Sei B = {by,...,b,} eine Basis eines
n-dimensionalen K-Vektorraumes V. Dann ist die die Darstellung [7.1] eines Vektors
v € V beziiglich der Basis B eindeutig.

BeEwers: Wegen [by, ..., b,] = V ldsst sich jeder Vektor v € V" als Linearkombination
mit geeigneten Koeffizienten v; € K darstellen. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit
der Darstellung: Sind

n

v = ivibi und v = ngbi
i=1

i=1
zwei Basisdarstellungen von v, so folgt durch Subtraktion

n

=1

und daraus wegen der linearen Unabhéngigkeit der b;, dass v; = o} fiir alle i €
{1,2,...,n} gilt. Die Darstellung ist also eindeutig. [
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Definition 7.16 Sei B = {by,...,b,} eine Basis eines K-Vektorraums V und v €
V' ein beliebiger Vektor mit der eindeutigen Basisdarstellung v = " | v;b;. Die

Koeffizienten vy,...,v, € K heilen Komponenten von v in der Basis B. Der
Komponentenvektor von v beziiglich B ist das n-Tupel ©p(v) := (vy,...,v,) €
K™,

Bemerkung 7.17 Aus technischen Griinden werden wir die Komponentenvektoren
Op(v) = (v1,...,v,) € K" im Folgenden oft mit n x 1-Matrizen identifizieren, d.h.
die dquivalente Schreibweise

U1

@B<U) =

verwenden. Genauso werden wir auch beliebige Elemente von K" oft als n x 1-
Matrizen auffassen und sie Spaltenvektoren nennen.

Beispiel 7.18 (Verschiedene Basen) In R? seien die beiden Basen B = {b;, by}
und B = {by, by} mit

() n- (e

4 _
gegeben. Weiter sei v = ( ) Dann gilt v = 4b; + %bg = 2b; + by und somit

1
4 2
Op(v) = (l) und Op(v) = (1) .
3
an
2b
<. _
’ \u_. bs
b R
1, U
1y
: 3"
0 Vbl 4b17
b

Wie kommt man nun von der Darstellung eines beliebigen Vektors v bzgl. der , al-
ten“ Basis B zur Darstellung von v bzgl. der ,neuen“ Basis B? Um diese Frage zu
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beantworten, nutzen wir aus, dass die Vektoren b, und b, beziiglich der Basis B
darstellbar sind. Es ist

1-  1- -
bl - gbl + gbg, bz = 2b1 - Z)Q.

Wir kénnen dies in die Darstellung v = Aby + ubs, also Op(v) = (2) , einsetzen und

erhalten

1- 1- - 1 - 1 _
v=A(3b 4 3b2) +0(2b1 — b)) = (SA+20)b1 + (A = p)be,

IN+2u
also ©x5(v) = (3
B %)\ —

driicken:

). Dies kénnen wir durch folgende Matrixgleichung aus-

o5() = (1 %)) -0nt)

Der Basiswechsel von B nach B erfolgt also gerade durch die Matrix, deren Spalten
die Komponentenvektoren der ,alten“ Basisvektoren by, by beziiglich der ,neuen*
Basis B sind. Aus der Gleichung ist auch sofort ersichtlich, dass man den umgekehr-
ten Basiswechsel, also von der Darstellung ©5(v) zur Darstellung © g(v), mittels der
inversen Matrix erhélt.

Wir wollen nun die Problemstellung des letzten Beispiels auf den allgemeinen Fall
iibertragen. Dazu betrachten wir folgende Situation:

In einem n-dimensionalen Vektorraum V' (n > 0) seien zwei Basen B = {by,...,b,}
und B = {bi,...,b,} gegeben. Wir wollen eine Matrix A angeben, die den Uber-
gang von der ,alten* Basis B zur ,neuen“ Basis B beschreibt, d.h. die
Vektoren der Basis B durch die von B ausdriickt.

Dazu iiberlegen wir uns zunéchst:

Jedes b; lasst sich nach Satz eindeutig als Linearkombination der by, ..., b, mit
Koeffizienten aus K darstellen:

by = a1151+a2152+"‘+an15n
by = @by +anby+ -+ apby,

bn = alni_)l +a2nl_)2 + +annbn

In Summenschreibweise also

bi:Za]’il_)ja i=1...,n a; €K (7.2)
j=1
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Die Matrix
a1 aiz - Qin
A Q21 Q22 -+ Q2p c K<
Ap1 Gp2 " App

nennen wir Ubergangsmatrix des Basiswechsels von der ,alten“ Basis B nach der
,heuen“ Basis B. Die Eintréige aq;, as, . .., a,; in der i-ten Spalte von A sind die zur
Linearkombination von b; aus den by, ..., b, benotigten Koeffizienten.

Umgekehrt hat jedes l_)j eine eindeutige Basisdarstellung beziiglich B:

n

Bj:zcijbu J=1....n CijEIK (7'3)

i=1

mit der analog konstruierten, zum Basiswechsel von B nach B gehérigen Ubergangs-

matrix
Cir G2 - Cip
O C21 C22 "+ Con c K7
Cnl Cpn2 " Cpn
Wir sagen, dass die Basiswechsel zwischen der ,alten* Basis B = {b1,...,b,} und

der ,neuen“ Basis B = {by,...,b,} durch (7.2), (7.3) gegeben sind.

Satz 7.19 (Basiswechsel: Ubergangsmatrizen) Seien V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum und B, B zwei Basen von V. Dann ist die Ubergangsmatrix C' des Ba-
siswechsels von B nach B die Inverse der Ubergangsmatrix A des Basiswechsels von
B nach B, d.h. es gilt C = A~

BEWEIS: In 1) setzen wir die b; aus | ein (und &ndern den Summationsindex

iin k):
bi = Zaﬁ (Z ijbk> = Z <Z & Clji) bk
k=1

j=1 k=1 \j=1
Durch Vergleich der Koeffizienten links und rechts erhalten wir wegen der eindeuti-
gen Darstellbarkeit

- . [0 fir i#k
chjaji—éik —{ 1 fir 0=k . (74)

=1

Die hierdurch definierten d;; nennt man auch Kronecker-Symbole. Setzen wir
entsprechend b; aus (7.2 in ((7.3)) ein, so erhalten wir die zu ([7.4)) analoge Beziehung
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n

Z Q45 Cj = 6lk (75)

j=1
Unter Verwendung der Matrizenmultiplikation lassen sich die Bedingungen (7.4)),
1) an die Ubergangsmatrizen A und C' durch das Gleichungspaar

CA=F und AC=F
beschreiben. Es gilt also C' = AL |
Wie transformiert sich nun der Komponentenvektor ©z(v) von v € V' beziiglich B

in den Komponentenvektor ©5(v) beziiglich B? Das beantwortet der folgende

Satz 7.20 (Basiswechsel: Vektor-Komponenten) Sei V' ein n-dimensionaler IK-
Vektorraum und B, B Basen von V. Fiir einen gegebenen Vektor v € V seien © (v)
und ©5(v) die Komponentenvektoren beziiglich B bzw. B. Dann gilt in Matrix-
schreibweise (vgl. Bemerkung

O5(v) = A-O5(w) und Op(v)=A""-05().
Dabei ist A die Ubergangsmatrix des Basiswechsels von B nach B.

BEWEIS: Seien B = {b;,...,b,} und B = {by,...,b,}. Es sei Op(v) = (vy,...,v,)
und O5(v) = (71, ...,0,). Dann gilt nach Definition

n n
V= E ’Ujbj = E @Zbl
j=1 =1

Nach Definition der Ubergangsmatrix A (vgl. (7.2)) gilt dann auch
EOTES SO TIAES ol por 1
i=1 i=1 j=1 1 \i=1

Jj=

Wegen der eindeutigen Darstellbarkeit folgt nun durch Koeffizientenvergleich

@zZaﬂvi (]:1,,n)
i=1

Als Matrixgleichung geschrieben erhélt man also
U1 U1
Opv)=| + [=4-[ | =405
Un Un
Nach Satz ist A invertierbar. Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit

A~1 erhilt man

Op(v) = A7LO4(v).
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8 Untervektorriaume

8.1 Was ist ein Untervektorraum?

Teilmengen von Vektorrdumen, die selber wieder Vektorraume sind (mit derselben
Addition und skalaren Multiplikation wie im ,umgebenden“ Vektorraum) haben wir
schon in den Beispielen des letzten Abschnitts kennengelernt. Solche Teilmengen
nennt man Untervektorrdume. So ist z.B. die Losungsmenge eines homogenen LGS
mit n Variablen zq, ..., x, € K ein Untervektorraum von K". Ebenso ist die Menge
der Polynome K[X] ein Untervektorraum des Vektorraums K™ aller Folgen in K.

Definition 8.1 (UVR) Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V' heifit Unter-
vektorraum von V| wenn U beziiglich der in V' erklarten Addition und skalaren
Multiplikation ein K-Vektorraum ist.

Insbesondere ist (U, +) eine Untergruppe von (V,+). Deswegen ist der Nullvektor
als neutrales Element der Addition in U und V derselbe und auch das Inverse —u
eines Vektors v in U stimmt mit dem Inversen —u von w in V iberein.

Wegen 0 € U ist jeder Untervektorraum von V' eine nichtleere Teilmenge von V.
Weiter ist U ,,abgeschlossen® bzgl. der Addition, d.h. mit z,y € U ist auch x+y € U.
Ebenso ist U bzgl. der K-Multiplikation abgeschlossen, d.h. mit A € K und x € U
gilt auch \x € U.

Diese Eigenschaften geniigen nun bereits, um festzustellen, ob eine Teilmenge U C V'

ein Untervektorraum ist:

Hilfssatz 8.2 (UVR-Kriterium) Eine Teilmenge U eines K-Vektorraums V' ist
genau dann ein Untervektorraum von V', wenn die folgenden beiden Eigenschaften
gelten:

Ul U#0

U2 Ve,yeUund VA e K gilt: e +yeU AN AxeU.
BEwEIS:

»,=" Wenn U ein Untervektorraum von V' ist, so gelten nach der Vorbemerkung die
Eigenschaften U1l und U2.

<" Es sei jetzt U eine Teilmenge von V' mit den Eigenschaften Ul und U2. U ist
also bzgl. der Addition und K-Multiplikation abgeschlossen. Die in V' giiltigen
,Rechenregeln V2 gelten auch in U C V. Es bleibt zu zeigen, dass mit x auch
—x in U liegt und dass 0 in U liegt: Wegen U1 ist U # ). Also gibt es ein
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x € U, und nach U2 folgt 0z = 0 € U. Weiter ist fiir jedes = € U stets auch
(—Dx=—(lz) = -z €U. [

Beispiel 8.3

1. Jeder Vektorraum V' hat mindestens zwei Untervektorrdume: den ,, Nullraum*
{0} und V selbst.

2. Die Teilmenge U = {(z1,72,0) | 1,72 € R} des R? ist ein Untervektorraum.

3. Die Losungsmenge eines homogenen LGS mit n Variablen z4,...,x, € K ist
ein Untervektorraum von K™ (vgl. Beispiel 8 in Abschnitt . Man kann
sogar zeigen, dass jeder Untervektorraum U von K" die Losungsmenge eines
geeigneten homogenen LGS ist.

Hilfssatz 8.4 (Lineare Hiille = UVR) Fiir jede Teilmenge M eines Vektorraums
V' ist die lineare Hiille [M] ein Untervektorraum von V.

BEWEIs: Fiir M = () ist [M] der Nullraum, also ein Untervektorraum von V. Fiir
M #  ist [M] nach dem UVR-Kriterium ein Untervektorraum: zunéchst ist
[M] # 0, da M C [M] gilt. Sind weiter

k !
T = Z)\ivi und y = Z,ujv; mit A;, ¢; € K und Ui,v;- eM
i=1 j=1

Linearkombinationen aus [M], so sind auch

k 1 I
x+y:2)\ivi+2ujv; und ,ux:Z(M)\i)Ui fiir p € K

i=1 j=1 i=1
Linearkombinationen aus [M]. |

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir einige Moglichkeiten kennenlernen,
aus gegebenen Teilmengen oder Untervektorrdumen von V' neue Untervektorrdume
zu bilden.

8.2 Durchschnitt und Summe von UVR

Hilfssatz 8.5 (Durchschnitt von UVR) Es sei U eine nichtleere (endliche oder
unendliche) Menge von Untervektorrdumen eines Vektorraums V. Dann ist der
Durchschnitt

D= (U

Uel
ein Untervektorraum von V.
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BEWEIS: Wir benutzen das UVR-Kriterium 8.2t Da jedes U € U den Nullvektor
enthilt, ist D # (0. Es seien z, y € D und A € K. Dann gilt x,y € U fiir alle U € U.
Da jedes U ein UVR ist, gilt auch z +y € U und Az € U fir alle U € U, also
r+yeD und \xz € D. |

Satz 8.6 Es sei U die Menge aller Untervektorraume eines Vektorraums V', die eine
gegebene Menge M C V' enthalten. Dann gilt

(U =[M].

Ueu
D.h. die lineare Hiille [M] ist der ,kleinste“ UVR, der M enthélt.

BeEwEIs: Fiir die gegebene Menge M C V gilt M C [M], und nach Hilfssatz [3.4] ist
[M] ein Untervektorraum von V. Also ist [M] € U und damit [M] D (. U.

Andererseits ist jedes v € [M] eine Linearkombination von Vektoren aus M # )
(bzw. v = 0 fir M = (). Da M C U fiir alle Untervektorrdume U € U, liegt auch
jedes solche v in U und daher in (o, U. Also ist auch [M] C (e U |

Bemerkung 8.7 Die Vereinigung zweier Untervektorrdume Uy, U; eines Vektorrau-
mes V' ist im allgemeinen kein Untervektorraum. So ist die Menge M := [(1,0)] U
[(0,1)] € R? kein UVR, da z.B. der Vektor (2,1) =2-(1,0) + (0, 1) eine Linearkom-
bination der Vektoren (1,0), (0,1) € R? ist, aber nicht in M liegt.

Nach Satz ist aber die lineare Hiille [U; U Us] zweier Untervektorraume Uy, U,
ein Untervektorraum. Wir definieren daher allgemein

Definition 8.8 Die Summe der Untervektorrdume U;, Uy des K-Vektorraums V
ist der Untervektorraum Uy + Uy := [U; U Us].

Die Bezeichnung ,,Summe® ist dadurch gerechtfertigt, dass sich jeder Vektor aus
Uy + Uy als Summe u; + up mit uy € Uy und uy € Us schreiben lésst:

Satz 8.9 (Charakterisierung Summe) Die Summe U,+U, der Untervektorrdume
Ui, Us des K-Vektorraums V' ist die Menge aller Vektoren v = uy + us mit uy €
Ul, Uy € UQ.

BEWEIS: Es sei
W:{U€V|EluléUl,Huzengv:u1+u2}.

Wir zeigen, dass W = U; + U, gilt: Nach Hilfssatz ist W ein Untervektorraum
von V. AuBerdem gilt U; U U, C W, also nach Satz[8.6f Uy + U, = [U1 UU,) C W.

Andererseits ist jedes v € W eine Linearkombination von Vektoren aus U; U Us, also
W C [U 1 U UQ] [ ]



8.2 Durchschnitt und Summe von UVR 91

Definition 8.10 Die Summe U; + U, zweier Untervektorrdume Up, Us eines Vek-
torraums V' heifit direkte Summe U; & Us, wenn U; N U = {0}.

Fiir eine direkte Summe ist die Darstellung jedes Vektors aus U; + Uy als Summe
w = v1 + vy sogar eindeutig:

Satz 8.11 (Charakterisierung direkte Summe) Die Summe U, +U, der Unter-
vektorrdume Uy, U, eines Vektorraums V' ist genau dann direkt, wenn es zu jedem
xr € Uy + U, genau einen Vektor uy; € U; und genau einen Vektor us € Uy gibt mit
T = Ui + Uo.

BEWEIS:

,=" Die Summe U; 4+ U, sei direkt, und = € U; + U, habe zwei Darstellungen
r = uy + uy = uj + uh. Dann gilt uy — u] = vl —uy € Uy N Uy, und wegen
Uy NU; = {0} folgt uy = uf, us = uj.

,<=* Seiu € U NUy C Uy +Usy. Wir konnen dann schreiben u = uq +u mit uq € Uy
und uy € Us. Da auch gilt u = 0+ u = u + 0 folgt aus der Voraussetzung der
eindeutigen Darstellung, dass u; = uy = 0. Also ist u = u; + us = 0 und da u
beliebig war, folgt U; N Us = {0}. |

Man kann den Begriff der Summe von Untervektorrdumen eines Vektorraums V
auch auf mehr als zwei Untervektorraume ausdehnen:

Bemerkung 8.12 Es sei U eine Menge von Untervektorrdumen U; von V', also
U ={U; | i € J} mit einer beliebigen Indexmenge J # (). Unter der Summe der U;
versteht man den Untervektorraum

> U= [U U} (8.1)

Die Summe heifit direkt, wenn

U;n Y Uj={0} firallei€ J. (8.2)
je\{i}
Satz 8.13 (Komplement) Zu jedem Untervektorraum U, eines Vektorraums V

gibt es einen Komplementiarraum U,, d.h. einen Untervektorraum Us; von V' mit
V=U & U.

BEwEIs: Nach Satz gibt es fiir U; eine Basis B;, die wir nach dem Basi-
serganzungssatz durch eine Menge By zu einer Basis B = By U By von V' ergénzen
konnen. Wir setzen U, := [Bs]. Dann ist V' = U; + Us, denn jedes v € V' lisst sich als
Linearkombination von Vektoren aus B U B, darstellen. Auflerdem ist U;NUs; = {0},
denn B; U Bs ist linear unabhéngig. |
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Bemerkung 8.14 Man beachte, dass der Komplementédrraum zu einem gegebenen
Untervektorraum im Allgemeinen nicht eindeutig ist!

8.3 Dimensionssitze

Satz 8.15 Ist U ein Untervektorraum eines n-dimensionalen Vektorraums V', so ist
U endlichdimensional, und es gilt dim U < dim V. Das Gleichheitszeichen gilt genau
dann, wenn U = V.

Bewels: Fir U = {0} ist der Satz offensichtlich richtig. Es sei jetzt U # {0}.
Wegen U C V und nach Satz kann es in U hochstens n linear unabhéngige
Vektoren geben. Seien by, .. ., b, linear unabhéngige Vektoren in U, wobei 1 < p <n
die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in U ist. Fiir jedes v € U sind
dann by,...,bp, v fiir jedes v € U linear abhéngig, und wie im Beweis zu Satz
sieht man, dass v eine Linearkombination der b; ist. Der Untervektorraum U wird
also von den Vektoren by, ..., b, erzeugt. Da diese Vektoren linear unabhéngig sind,
bilden sie eine Basis von U, und es gilt dim U = p < n = dim V.

Fiir dim U = dim V, also p = n, ist nach Obigem [by,...,b,] = U. Nach Satz
ist aber auch [by,...,b,] =V, also folgt U = V. Umgekehrt gilt mit U = V natiirlich
auch dim U = dim V. |

Beispiel 8.16 Gegeben seien die Vektoren

1 2 3 —1

-1 —4 8
v=|—-1|,v=|1|,vs=1| 3 |, vwu=1]-5
-1 2 5 —6

—1 —2 -3 1

gegeben, und es sei U := [vy,v9,v3,v4] C R® die lineare Hiille.

e Wir wollen unter den Vektoren vy, ..., v, eine Basis von U C R® finden. Dazu
priifen wir zunéchst nach, ob die Vektoren vy, ..., v, linear unabhéingig sind.
Der Ansatz

)\11)1 + /\QUQ + )\31)3 + /\4’04 =0
fithrt auf ein lineares Gleichungssystem mit der zugehorigen Matrix

1 2 3 -1

2 -1 -4 8
-1 1 3 =5
-1 2 5 -6

-1 -2 -3 1
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Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir mit dem Gauf-Algorithmus

1 2 3 -1 -2 -

2 -1 -4 8 ﬂ

-1 1 3 —5 +

-1 2 5 —6 +

-1 -2 -3 1 —_—
12 30 j+
01 20 -2

~ 10 0 0 1

0000
0000

S O O Ol

o O O O =

S O Ol O

O Ol O O

Anhand der Normalform sehen wir, dass v, v und v4 linear unabhéngig sind,

weil das lineare Gleichungssystem

)\11)1 =+ /\2?}2 + )\41)4 =0

nur trivial 16sbar ist. Weiter folgt, dass v3 eine Linearkombination von v; und

vy ist, da das lineare Gleichungssystem

H1V1 + a2 = U3

losbar ist. Also gilt U = [v1, v9, v4] und {vy, va,v4} ist eine Basis von U.

e Wir wollen eine moglichst einfache Basis von U finden, indem wir die Vekto-

ren vy, .

und wenden wieder den Gauf3-Algorithmus an.

1 2 -1 -1 -1
2 -1 1 2 =2
3 -4 3 5 -3
-1 8 -5 -6 1

o O o =
S O = N
@]
@]
]
o O O =

S O =N

1
0
0
0

.., vy durch geeignete Linearkombinationen ersetzen. Zur praktischen

Durchfithrung schreiben wir die Vektoren vy, ..., v4 in die Zeilen einer Matrix
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Also ist
1 0 0
0 1 0
_ 1 3
U = 5 s -5 | 0
0 0 1
-1 0 0
——— —— N~
= =:ug =:ug

Die Vektoren ui, us, us bilden eine Basis von U, denn sie sind auch linear
unabhéngig: aus
/\1U1 + )\QUQ + )\3U3 =0

fOlgt namlich )\1 = )\2 = )\3 = 0.

Sind Uy, U, zwei Untervektorrdume eines Vektorraumes V', so gilt nach dem letzten

Satz R.13
0 <dim(U; NU,) <dimU; < dim(U; +Uy) < n

fiir © € {1,2}. Eine genauere Aussage liefert der folgende

Satz 8.17 (Dimensionssatz fiir UVR) Fiir zwei Untervektorrdume U, und U,
eines n-dimensionalen Vektorraumes V' gilt

dlIIl(Ul + UQ) = dim U1 + dim U2 — dlIIl(Ul N UQ)

BEWEIS: Ist U; der Nullraum, so lautet die Behauptung dim U, = 0+dim U; —0 und
ist also richtig. Wir kénnen im folgenden also dimU; = p > 0 und dimU; = ¢ > 0
annehmen.

Es sei d = dim(U; N Us) und
Bd = {bl,...,bd}

eine Basis von U; NUs. Fiir d = 0 ist By = (). Nach dem Basisergiinzungssatz kénnen
wir B, zu einer Basis

B = {b1,...,ba, by, b}

von U ergidnzen. Analog sei
" o_ 1/ 1/
B" = {by,...,ba, by, .., b}
eine Basis von Us. Wir wollen zeigen, dass

By ={b1,...,0a, b 1,0, V500,00, (s=p+q—d)

)’ Yp)
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eine Basis von U; + U, ist. Zunéchst ist By C Uy UUs, also [B,| C [U3 UUs| = Uy +Us.
Andererseits ist U; + Uy C [Bs]; denn jeder Vektor v € Uy + U lisst sich darstellen
in der Gestalt

vo= U1+U2 (U1€U1,U2€U2)

= Z)\b + Z )\’b’+Z)\b + Z b
i=d+1 i=d+1
d

= > i+ A)bi+ Z B, + Z N

i=1 i=d+1 i=d+1
sodass v € [Bs]. Damit ist [Bs] = Uy 4+ Uy und By ist erzeugende Menge von U; + Us.

Weiter ist B; linear unabhéingig, denn aus einer Vektorgleichung

Z)\b + Z b, + Z N =0 (8.3)

i=d+1 i=d+1
folgt

Z)\b + Z N, = Z b (8.4)

i=d+1 i=d+1
Dieser Vektor (8.4)) liegt, wie die linke Seite zeigt, in Uy, und wie die rechte Seite
zeigt, auch in Usy. Also liegt er in U; N Uy und lésst sich in der Gestalt

d
i=1

darstellen. Fiir d = 0 ist das der Nullvektor. Weil nach Satz jeder Vektor aus U,
eine eindeutige Basisdarstellung beziiglich B” hat, folgt durch Vergleich von (8.5

mit der rechten Seite von (8.4): ay =+ =g =0und \j,; =--- = A\ = 0. Wegen
der linearen Unabhéngigkeit von B’ folgt weiter aus (8.4): A\ = --- = Ay = 0 und
Mg = - = A, = 0. In (8.3) sind also alle Koeffizienten Null, und Bj ist linear
unabhéngig.

Als linear unabhiingige und erzeugende Menge von U; + U, ist B, nach Satz
Basis von U; + Us, und es ist

dim(Uy +Us) = s=p+q—d
= dimU; + dim Uy — dim(U; N Uy).
|

Folgerung 8.18 Fiir die direkte Summe von zwei UVR Uy und U, von V' gilt wegen
Uy NUy = {0} die Gleichung
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8.4 UVR in der Praxis: der Rang einer Matrix

Wir betrachten eine m x n-Matrix A € IK"*". Die Zeilen (bzw. Spalten) von A span-
nen einen Untervektorraum von K™ (bzw. IK™) auf. Beim Rechnen mit Matrizen wer-
den oft elementare Zeilenumformungen durchgefiihrt (z.B. beim Gauf-Algorithmus).
Wie wirken sich solche Transformationen auf den Zeilen- bzw. Spaltenraum aus? Um
dies zu kldren kommen wir nochmals auf das Beispiel zuriick. Das dort angege-
bene Verfahren soll nun allgemein dargestellt werden.

Sei

air - Qip
A= : . : c Kmxn
m1 - Gmn
Zu A kann man zwei Systeme von Vektoren aus K™ bzw. IK™ betrachten. Zunéchst
bilden die Spalten
ai Q1n
S1 = : sy Sp =
am1 Qmn
ein System von n Vektoren im K™. Sie spannen einen Untervektorraum
SR :=[s1,...,8,] CK™
auf.

Entsprechend bilden die Zeilen von A

z1= (a1, ,a10)s s 2Zm = (Qm1, Q)
ein System von m Vektoren im K". Sie spannen einen Untervektorraum
ZR:=[z1,...,2m) CK"
auf.
Fiir die Matrix A gilt somit
Z1
A= (1] [sn) =
Zm

Es sei nun A die beim Gauf-Algorithmus durch Anwendung von Zeilenumformungen
entstehende Endmatrix, also die Gaulsche Normalform von A, und es seien

S$1,...,8, bzw. Zi,...,Zn

die zugehorigen Spalten- bzw. Zeilenvektoren. Wir wollen iiberlegen, welcher Zusam-
menhang zwischen den Spaltenvektoren s; und §; (j = 1,...,n) bzw. den Zeilen-
vektoren z; und Z; (i = 1,...,m) besteht.
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Hilfssatz 8.19 Es ist
ZR=1[z1,..., 2]

und diejenigen Z;, die nicht 0 sind, bilden eine (besonders einfache) Basis von Z R.

BEWEIS: Da A durch endlich viele elementare Zeilenumformungen aus A entstanden
ist, sind die Vektoren Zzi, ..., Z, Linearkombinationen der urspriinglichen Vektoren
215y Zm. Also gilt [Z1,...,2,] C ZR.

Da umgekehrt jede angewendete Zeilenumformung wieder riickgangig gemacht wer-
den kann, entsteht auch A durch endlich viele Zeilenumformungen aus A. Somit
sind die Vektoren zi,..., 2, Linearkombinationen der Vektoren Zzi,...,Z, und es
gilt ZR C [Z1,...,%m]

Weiter erkennt man an der Gestalt der Normalform mit k& Stufen

0 0 1 * * 0 * * 0 PR 0 0 x
0 011 * * 0 * e 0 0 =
0 0 1 I 0 0 =
. . 0 0 =

A= 0 01 = * 0 x
0 01 =
0

0
unmittelbar, dass die ersten k Zeilen linear unabhéngig sind. Das sind aber genau
diejenigen z;, die von 0 verschieden sind. ]

Nicht ganz so einfach ist der Zusammenhang zwischen den alten und den neuen
Spaltenvektoren, denn im Allgemeinen ist der Untervektorraum [y, ..., §,] von SR
verschieden. Es gilt aber

Hilfssatz 8.20 Es ist
dim[$y,...,35,] = dim SR.

Diejenigen Vektoren s;,,...,s;,, deren Indizes ji,...,j; € {1,...,n} zu den Trep-
penstufen in A gehéren, die also beim Gauf-Algorithmus in Vektoren der Standard-
basis

Sjp = €1, .., S5, = €k

iibergehen, bilden eine Basis von SR.

BEwEISs: Wir betrachten die linearen Gleichungssysteme Ay = 0 bzw. fly =0,
y=(Y1,-..,yn) € K", die wir in der Form

Y151+ -+ YnSn =0 bzw. 151+ ...+ ypS, =0
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schreiben. Sie haben dieselbe Losungsmenge. Aus der Gestalt von A ergibt sich, dass
die y; mit j & {J1,..., i} beliebig gewihlt werden kénnen. Damit ist jeder Vektor
. und ebenso jeder Vektor
§; mit j & {j1,...,jx} Linearkombination von §;,,...,35;,. Also gilt

s; mit j & {J1,...,Jx} Linearkombination von s;,...,s;

SR:[Sjl,...,Sjk] bzw. [51""7871]:[§j17"'7§jk]7

und die Vektoren 5;, = ey,...,5; = e, sind linear unabhéngig.

Wir zeigen jetzt, dass auch die Vektoren s; ,...,s; linear unabhingig sind. Ist
YjrSjy + ...+ ;.85 =0, so ist

vy =(0,...,0, y;i; ,0,...,0,95,,0,...,..., v, ,0,...,0)
~~ S~
Jj1-te Stelle Jr-te Stelle

eine Losung von Ay = 0, also auch von Ay = 0 (da beide LGS die gleiche Losungs-
menge haben!). Aus Ay* = 0 folgt aber sofort y;, = ... = y;, = 0. Die Vektoren
Sj1s- .., bilden also eine Basis von SR.

Insgesamt haben wir damit gezeigt:

|
Fazit: Es seien m Vektoren x4, ..., x,, € K" gegeben und es soll der Untervektor-
raum [xq,...,ZT,;,] C K" untersucht werden. Ist man an einer Basis von [z, ..., 2]

in ,, Treppenform* interessiert, so wende man den Gauf-Algorithmus auf die Matrix

T
LT
mit den Zeilen x4, ..., x,, an.
Ist man daran interessiert, welche der Vektoren x4, . .., x,, eine Basis von [z, ..., z,]

bilden, so muss man den GauB-Algorithmus auf die Matrix

mit den Spalten x4, ..., x, anwenden. Zur Bestimmung der Dimension von z1, ..., x,,
konnen beide Verfahren benutzt werden.

Es sei nun wieder eine Matrix A € K™*" gegeben mit den Spalten sq,...,s, in K™
und den Zeilen z1, ..., z, in K"

Definition 8.21 Die Zahl dim|sy,...,s,] heifit der Spaltenrang von A, die Zahl
dim[z1, ..., z;,] heiBt der Zeilenrang von A.
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Satz 8.22 (Rang) Der Zeilenrang und der Spaltenrang einer Matrix A € IK™*™
sind gleich.

Wir nennen diese Zahl dann einfach den Rang von A und schreiben Rang A oder
Rg A.

BeEwEIS: Nach Hilfssatz ist der Zeilenrang von A gleich der Anzahl k der Stufen
in der Normalform von A. Nach Hilfssatz ist auch der Spaltenrang gleich k. W

Folgerung 8.23 Fiir alle A € K™ gilt: Rg A=RgA".

Bemerkung 8.24 Im Kapitel iiber lineare Abbildungen werden wir noch folgende
Charakterisierung von invertierbaren Matrizen sehen: Fir alle A € IK"*" gilt: A ist
genau dann reguldr (d.h. invertierbar), wenn Rg A =n.

Bemerkung 8.25 Zur Bestimmung des (Zeilen- oder Spalten-)Ranges einer Matrix
A kann man nach Satz [8.22] sowohl Zeilen- wie Spaltenoperationen verwenden. Jede
Matrix vom Rang r > 0 lésst sich dann in die Gestalt

1 0 0
0
C = . ol9 " (8.6)
0 0 1
0 0
—

iiberfithren, wobei C fiir » = 0 die Nullmatrix ist.

Man beachte, dass demgegeniiber beim Gaufischen Algorithmus nur Zeilenoperatio-
nen erlaubt sind!

8.5 Faktorriaume

Hilfssatz 8.26 Sei V ein IK-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann
ist

x~y = r—yelU
eine Aquivalenzrelation auf V.

BEWEIS:

Al (reflexiv): Fiir jedes z € V gilt 2 — 2 = 0 € U, da der Nullvektor in jedem
Untervektorraum enthalten ist; also nach der Definition von ~: x ~ .
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A2 (symmetrisch): Fiir z,y € V gelte 2 ~ y, d.h. 2 —y € U. Da U ein Untervektor-
raum ist, liegt auch —(x —y) =y — x in U; also y ~ z.

A3 (transitiv): Fiir ,y,2 € V gelte 2 ~ y und y ~ z, d.h. 2 —y und y — 2 liegen in
U. Da U ein Untervektorraum ist, liegt auch die Summe (z —y) + (y —2) =2 — 2
in U; also ¢ ~ z. |

Definition 8.27 Sei U ein UVR eines Vektorraumes V. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen von V beziiglich der durch U definierten Aquivalenzrelation ~ heift
Faktorraum oder Quotientenraum und wird mit V/U bezeichnet.

Die Elemente Z € V/U haben die folgende Form:
t={r+u|luelU}=1ax+U.

Insbesondere ist 0 = U.

Die Bezeichnung Faktorraum wird gerechtfertigt durch folgenden Satz.

Satz 8.28 Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist
der Faktorraum V/U ein IK-Vektorraum mit der folgenden Addition und skalaren
Multiplikation

i+jg=1+y bw. A-F:=A-a firz,y€eV und ) € K.

BEWEIS: Die Addition ist wohldefiniert, da die Definition nicht von der Wahl der
Représentanten x von ¥ und y von g abhéngt: seien etwa x ~ 2’ und y ~ y'. Dann
gibt es nach Definition von ~ Vektoren uy,us € U mit £ — 2’ = u; und y — ¢ = us
und man erhélt

(z+y)—@+y)=@-2)+y—-y)=wmt+tuw el

da ja mit uy und uy auch u; +wuy in U liegt. Es gilt also (x+y) ~ (2/+v') und damit
Fij=iFty=a 4y =047
Die K-Multiplikation ist ebenfalls wohldefiniert: seien A € K und x,2’ € V mit
x ~ . Dann ist mit x — 2’ € U auch A- (x —2') = A-x — A -2’ € U und somit
A-x~ X2/ Also gilt -
ANZ=Aa=\a' =\ a.

Die Kommutativitét und Assoziativitat der Addition iibertragt sich von V auf V/U,
z.B. gilt

i+i=c+y=9yt+ta=9+7 (entsprechend fiir die Assoziativitét).

Neutrales Element ist 0 = {0 +u | u € U} = U und es gilt —% = (—2). Die
Vektorraum-Eigenschaften V2 iibertragen sich ebenfalls von V auf V/U. |
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Beispiel 8.29 In V = R? sei der Unterraum U = [(1,2)] gegeben. Dann ist die
Klasse T von = = (z1,12) € R? gegeben durch x + U = {(x1,22) + A(1,2) | X € R}
gegeben. Geometrisch kann man sich Z also als eine Gerade in der Ebene R? durch
den Punkt 2 = (z1,x2) mit Richtungsvektor (1,2) vorstellen.

Die Summe zweier Klassen #,§ in V/U ergibt die Klasse (z+y)+U, also die Gerade

mit Richtungsvektor (1,2) durch den Punkt 2+ y. Die Klasse Az mit A € R ist dann
gegeben durch die Gerade mit Richtungsvektor (1,2) durch den Punkt Az.

Bemerkung 8.30 Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und U ein Untervek-
torraum von V' mit Basis {b1,...,b4}, 0 < d < n. Weiter sei {by,...,bs,ba11,--.,bn}
eine Basis von V. Es gilt dann:

1. {bgs1,...,b,} ist eine Basis des Faktorraums V/U.

2. Es gilt der Dimensionssatz dim V/U = dimV — dim U.
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Teil IV

Lineare Abbildungen und
Matrizen

9 Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel untersuchen wir Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die der
Vektorraumstruktur besonders gut angepasst sind.

9.1 Definition und Beispiele

Definition 9.1 V und W seien K-Vektorrdume. Eine Abbildung ® : V' — W heifit
linear, wenn fiir alle z,y € V und alle A € K gilt

(L1)  @(z+y) = P(z) + D(y)
(L2) ®(\x) = \(x).

Hilfssatz 9.2 Bei einer linearen Abbildung ® : V' — W geht der Nullvektor 0y € V'
in den Nullvektor Oy, € W iiber.

BewEIs: Wegen (L2) folgt ®(0y) = ®(0-0y) =0-P(0y) = Oy . |

(L1) und (L2) lassen sich zu einer einzigen Linearititseigenschaft (L) zusammen-
fassen:

Hilfssatz 9.3 (linear) V und W seien K-Vektorrdume. Eine Abbildung ® : V' —
W ist genau dann linear, wenn fiir alle x,y € V und alle \, u € K gilt

(L) @Az + py) = A®(x) + pd(y).

wegen Hilfsatz 9.2, wenn wir y = 0 setzen. Umgekehrt folgt aus (L1) ®(A\x + py)

Beweis: (L1) folgt aus (L), wenn wir A = g = 1 setzen, und (L2) folgt aus (L)
O(Azr) + P(uy) und aus (L2) ¢(Az) + P(uy) = AP (x) + ud(y). |

Definition 9.4 Eine lineare Abbildung ist ,strukturerhaltend” und heifit deshalb
auch (Vektorraum-)Homomorphismus. Ein bijektiver Homomorphismus heift
(Vektorraum-)Isomorphismus. Gibt es solch einen Isomorphismus ® : V. — W,
so nennt man die Vektorrdume V, W isomorph und schreibt V = W,
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Ist V' = W, so nennt man eine lineare Abbildung ® : V' — V auch Selbstabbildung
oder Endomorphismus von V. Ein bijektiver Endomorphismus heiit Automor-
phismus.

Beispiele 9.5

1. Die Abbildung

| (w1, 22, 3) (w9, 21 + Xg, o + T3, T3)

ist linear und injektiv, aber nicht surjektiv.
2. Fiir beliebige IK-Vektorraume V, W ist die Nullabbildung

O:{V—>W

v — 0

linear. Dagegen ist die konstante Abbildung

(D:{V—>W

v W
fiir wy # 0 nicht linear.

3. Fiir einen KK-Vektorraum V' ist die Abbildung

V — V
P :
{v — AU

mit einem festen Parameter A\ € K linear und fiir A # 0 sogar ein Automor-
phismus von V', die Streckung um den Faktor A. Fiir A = 1 erhélt man die
Identitét (oder identische Abbildung) von V:

a4V Y
VUl v - idy(v) = v

Hingegen ist die Translation um einen Vektor vy # 0

(ID:{V_)V

v o= U+

nicht linear.
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9 Lineare Abbildungen

Ein besonders wichtiges Beispiel: Zu jeder Matrix A € K™*" gehort eine lineare
Abbildung ® : K" — K™,  — Az, wenn man x € K" als Spaltenvektor
auffasst. Es gilt ndmlich fiir alle x,y € K" und alle A € K:

Pz +y)=Alx+y) = Az + Ay = (z) + P(y)

und
O(Az) = A(\x) = Mx = \®(x).

Das ist auch der Grund dafiir, dass man Elemente von K" (also n-Tuppel
oder (1 x n)-Matrizen) manchmal mit Spaltenvektoren (also (n x 1)-Matrizen)
identifiziert: Auf diese Weise kann man eine Matrix A mit n Spalten von links

an ein Element v € K™ multiplizieren und den Vektor v so in den Vektor Av
abbilden.

. Insbesondere gehort zu jedem linearen Gleichungssystem (3.5)) eine lineare Ab-

bildung, da man die Matrix A € K™*" des LGS nach dem vierten Beispiel
als lineare Abbildung auffassen kann. Das LGS Ax = b ist also genau dann
16sbar, wenn b € K™ in der Bildmenge der zu A gehorigen linearen Abbildung
®: K" — K™, x+— Az liegt.

. Ist eine Matrix A € K™ invertierbar, so ist die zu A gehorige lineare Abbil-

dung @ : K* — K", z + Ax ein Isomorphismus. Die Abbildung ®~! : K" —
K", y — A~'y ist ndmlich die Umkehrabbildung von ® (und ® somit bijektiv).

Hat man in einem n-dimensionalen Vektorraum V zwei Basen B, B gegeben,
so ist die Transformation des Komponentenvektors © g(x) eines Vektors z € V
in den Komponentenvektor ©x(z) ein Isomorphismus von K™ nach K™ nach

Satz [7.201

Sei V' = K™o der Vektorraum der Folgen (ag,ay,as,...) in K. Dann ist der
sogenannte Shift-Operator

. e N N
O K™ — K™, (ag,a1,a9,as,...)— (a1, as,as,ayq,...)
eine lineare Abbildung.

Sei V' der Vektorraum aller differenzierbaren Funktionen f : R — R. Dann ist
die Ableitung von Funktionen

V-V, fef

eine lineare Abbildung, denn es gilt ja fiir alle differenzierbaren Funktionen
f,g iR — Rund alle A € R (f+g¢g) = f'+ ¢ und (A\f) = Af' (vgl
Analysis-Vorlesung).
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9.2 Erste Eigenschaften von linearen Abbildungen

Wir iiberlegen zuerst, dass eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen durch endlich viele Daten vollstandig bestimmt ist: Man kennt eine
lineare Abbildung ® : V' — W, wenn man die Bilder einer Basis von V kennt. V'
und W seien im Folgenden wieder gegebene Vektorrdume iiber demselben Korper.

Satz 9.6 (lineare Fortsetzung) Sei V ein K-Vektorraum und {vi,...,v,} eine
Basis von V. Weiter seien wy, . . . ,w, beliebig vorgegebene Vektoren eines IK-Vektor-
raumes W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ® : V' — W mit

O (v;) = wy, i=1,2,...,n. (%)

BeEwEIs: Um die Existenz einer solchen linearen Abbildung zu zeigen, benutzen wir
die eindeutige Basisdarstellung eines beliebigen Vektors x € V:

n
xr = E TiU;.
i=1

Die gesuchte Abbildung ® soll linear sein, d.h. es soll gelten

O(z) = @(Z acivl) = Z ;@ (v;).
i=1 i=1
Wir definieren also einfach

O(x) = z”: Tw;,
i=1

denn die Bilder der Basisvektoren sind ja festgelegt: ®(v;) = w;. Die so definierte
Abbildung ist linear und erfiillt ().

Wir beweisen jetzt die FEindeutigkeit von ®: Ist U eine weitere lineare Abbildung
mit der geforderten Eigenschaft (x), so gilt fir x € V

= Z z; U (v;) (Linearitét von W)

=1
= inwi (nach (%))
i=1
= P(x).
Da x beliebig ist, stimmen ® und V¥ {iberein. |

Wir untersuchen nun, wie sich linear abhéngige Vektoren bei einer linearen Abbil-
dung verhalten.
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Hilfssatz 9.7 Bei einer linearen Abbildung ® : V — W gehen linear abhéngige
Vektoren vy, . ..,v; € V in linear abhéngige Vektoren ®(vy), ..., ®(vy) € W iiber.

BEWEIS: Ist Zle a;v; = 0 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors, so folgt
daraus ®(3F | a;v;) = ®(0), also 31, ;®(v;) = 0 wegen der Linearitiit von ® und
nach Hilfssatz Da nicht alle a; Null sind, sind die ®(v;) linear abhingig. |
Dagegen kénnen linear unabhéngige Vektoren bei einer linearen Abbildung eventuell

auch in linear abhéngige Vektoren iibergehen. Das ist z.B. bei der Nullabbildung in
Beispiel 0.5] der Fall. Es gilt aber folgender

Hilfssatz 9.8 Bei einer injektiven linearen Abbildung ® : V' — W gehen linear un-
abhéngige Vektoren vy, ..., v, € V in linear unabhéngige Vektoren ®(vy), ..., ®(vy) €
W fiiber.

BEWEIS: Angenommen ®(v),...,®P(vg) sind linear abhingig. Dann gibt es eine
nichttriviale Darstellung S°F | a;®(v;) = 0 des Nullvektors in 1, woraus dann
@(Zle a;v;) = P(0) folgt. Wegen der Injektivitéit von @ ergibt sich daraus Zle a;v; =
0, also eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors in V. Das ist ein Widerspruch,
da die v; linear unabhéngig sind. |

9.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Auch in diesem Abschnitt sind V und W stets wieder Vektorrdume iiber demselben
Korper K.

9.3.1 Wann ist eine lineare Abbildung injektiv?

Sei @ : V' — W eine lineare Abbildung. Nach Definition ist ® injektiv, wenn fiir alle
z,y €V gilt
O(z)=d(y) =z =y.

Da & linear ist konnen wir diese Implikation auch schreiben als
Sz —y)=0(x)—P(y) =0= 22—y =0.
Diese Uberlegung motiviert die folgende

Definition 9.9 Sei ® : V' — W eine lineare Abbildung. Der Kern von ® ist die
Menge aller Vektoren von V', die durch ® auf den Nullvektor 0 € W abgebildet
werden, also

Kern® :={v e V | ®(v) = 0}.



9.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung 107

Hilfssatz 9.10 Der Kern einer linearen Abbildung ® : V' — W ist ein Untervek-
torraum von V.

BEWEIS: Seien z,y € Kern ® und A, p € K beliebig gewéhlt. Dann ist auch Az+puy €
Kern ®, denn ®(Az + py) = AP(z) + pP(y) = A0 + p0 = 0. Wegen ®(0) = 0
ist Kern ® nicht leer. Also ist Kern ® nach dem Untervektorraumkriterium [8.2] ein
Untervektorraum von V. |

Satz 9.11 (Kriterium fiir injektiv) Eine lineare Abbildung ® : V' — W ist ge-
nau dann injektiv, wenn Kern ® = {0} C V ist.

BEWEIS:

»,=" Sei ® injektiv und x € Kern ®. Aus ®(z) = 0 = ¢(0) folgt dann = = 0, d.h.
Kern ® = {0}.

,<=" Seijetzt Kern ® = {0}. Aus ®(z) = ¢(y) folgt P(z—y) = 0, also z—y € Kern @
und damit x = y. [ |

9.3.2 Wann ist eine lineare Abbildung surjektiv?

Diese Frage ist noch einfacher zu beantworten: Nach Definition ist ® surjektiv, wenn
die Bildmenge Bild® = &(V) C W gleich W ist. Wie der Kern ist auch die Bild-
menge ist ein UVR:

Hilfssatz 9.12 Ist ® : V — W eine lineare Abbildung, so ist die Bildmenge ® (V)
ein Untervektorraum des Zielraumes W'

BEWEIS: Wegen 0 = ®(0) € (V) (Hilfssatz[9.2)) ist (V') nicht leer. Wenn wy, wy €
® (V) Urbilder vy,v9 € V' haben, so gilt fir alle A € K

Wy + we = (D(’Ul) + @(Ug) = q)(l)l + Ug) € (I)(V),
/\U)l = /\(I)(Ul> = (I)()\Ul) € q)(V)

Also ist ®(V') nach Hilfssatz ein Untervektorraum von W. |

Wegen dieses Hilfssatzs nennen wir die Bildmenge Bild® = &(V') genauer auch
Bildraum von ®.

Mit einem analogen Argument folgt iibrigens auch, dass jeder Untervektorraum von
V in einen Untervektorraum von ® (V') iibergeht (eine lineare Abbildung soll ja auch
strukturerhaltend sein).
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9.3.3 Der Zusammenhang zwischen Kern und Bild

Wir fragen jetzt allgemeiner nach allen Vektoren aus V', die bei der linearen Abbil-
dung ® : V — W dasselbe Bild w € W haben, betrachten also die Menge aller
Urbilder

P w) ={x eV |d(x)=w}

Fiir w = 0 ist ®71(0) = Kern®, also ein Untervektorraum von V. Fiir w # 0 ist
&~ !(w) kein Untervektorraum wegen 0 ¢ &~ (w).

Firw e W, w ¢ ®(V) ist @ }(w) = . Wenn wir uns aber auf Vektoren w € ®(V)
beschrinken, sind die Mengen ®~!(w) nichtleer und disjunkt, und ihre Vereinigungs-
menge ist ganz V; sie bilden also die Klassen einer Aquivalenzklassen-Einteilung von
V. Diese Klasseneinteilung bzw. die zugehorige Aquivalenzrelation sind uns bereits
begegnet: die Klassen sind Elemente des Faktorraums V/U mit U = Kern ®. Es gilt
némlich

Hilfssatz 9.13 Sei ® : V — W eine lineare Abbildung.

(i) Zwei Vektoren z,y € V haben genau dann dasselbe Bild unter ®, wenn x — y €
Kern .

(ii) Die Menge aller Urbilder von w € Bild ® ist eine Nebenklasse im Faktorraum
V/Kern ®:

d'({w}) =z + Kern® fiir einx € V, fiir das gilt ®(z) = w.

BEWEIS: (i) Falls ®(z) = ®(y) so folgt aus der Linearitét

0=2>a(z) — 2(y) = Pz —y).
Es gilt also x — y € Kern ®. Diese Argumentation kann man umkehren.

(ii) Nach Hilfssatz ist Kern @ ein Untervektorraum; man kann also den Faktor-
raum V/Kern @ bilden. Ist z € ®~!(w) ein Urbild von w € ®(V), so ist z+Kern ® =
T € V/Kern® die Menge aller Urbilder von w, da sich die Elemente von ®~!(w)
nach (i) nur um einen Vektor in Kern ® unterscheiden. |

Beispiel 9.14 Wir betrachten die lineare Abbildung
$ R’ R, (CEl) . (—23:'1 + 21’2) .
T —X1 + T
Das Bild von ® ist die Gerade, die vom Vektor (2,1) aufgespannt wird. Der Kern
von ¢ ist die Gerade, die von (1, 1) aufgespannt wird,

Kern & = {\ G) | AeR}.
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Kern ®
Bild ®
a @ al......

/ /\Zb

» : 7 2a
?(2a,9) d1(2b,b) 5
b ’ e b

/

Wegen ®(—a,0) = (2a,a) ist das Urbild eines Elementes (2a,a) € Bild ® die affine

Gerade
ot (2;) = <_0a) + Kern ¢ = {(/\ ; a> ‘ A€ ]R}.

Die Urbilder verschiedener Elemente von Bild ® sind parallele Geraden.

Eine lineare Abbildung ® : V' — W ist im Allgemeinen weder injektiv noch sur-
jektiv. Wir werden als néchstes sehen, dass man ® stets als Verkettung & = Do
einer injektiven linearen Abbildung ® und einer surjektiven linearen Abbildung =
schreiben kann.

Definition 9.15 Sei ® : V. — W eine lineare Abbildung. Als kanonische Projek-
tion (zu ®) bezeichnet man die Abbildung

7:V —=V/Kern®, =z 7,
die jedem Vektor v seine Aquivalenzklasse in V/Kern @ zuordnet.

Bemerkung 9.16 Wegen der Wohldefiniertheit der Addition und IK-Multiplikation
im Faktorraum V/Kern ® ist 7 eine lineare Abbildung. 7 ist surjektiv, da jede Aqui-
valenzklasse a € V/Kern® mindestens einen Représentanten z hat, es gilt also
a = & = 7(x) fiir mindestens ein z € V.

Satz 9.17 (Homomorphiesatz) Essei ® : V — W eine lineare Abbildung. Dann
ist
¢:V/Kern® — W, 7~ &(x)

eine injektive lineare Abbildung und es gilt ® = ® o 7.

| &

V/Kern ¢
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BEWEIS: Zuniichst zeigen wir, dass die Abbildung ® wohldefiniert, d.h. unabhingig
von der Wahl der Représentanten, ist. Seien dazu x,y € V mit £ = g, d.h. es gilt
nach Definition des Faktorraumes (bzw. der zugrundeliegenden Aquivalenzrelation)
x ~y bzw. z —y € Kern ®. Daraus folgt mit Hilfssatz[9.13

0(7) = 2(z) = 2(y) = 2(y).

Zum Nachweis der Linearitit seien Z,7 € V/Kern ® und A € K beliebig vorgegeben.
Nach Definition der Addition im Faktorraum und weil ® linear ist, gilt

(& +7) = Bz +y) = Dz +y) = D(x) + O(y) = D) + ()
und
d(\F) = D(\z) = D(\x) = AD(z) = AD(%).

® ist auch injektiv: seien dazu 7, € V/Kern ® mit ® (%) = ®() vorgegeben. Nach
Definition von ® gilt dann ®(z) = ®(y) und somit nach Hilfssatz x—y € Kern @,
was gleichbedeutend ist mit x ~ y bzw. mit z = g.

Zum Nachweis von ® = ® o 7 sei z € V beliebig. Man erhilt

(D om)(z) =D(n(z)) = (&) = D(z).
u

Folgerung 9.18 (Isomorphiesatz) Ist & : V' — W eine surjektive lineare Abbil-
dung, so ist auch ® surjektiv und somit ein Isomorphismus von V//Kern ® nach W.
Insbesondere sind die Vektorrdume V/Kern ® und Bild ® isomorph.

9.3.4 Rang einer linearen Abbildung

Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Nach Hilfssatz ist die Bildmenge
®(V) = Bild ® einer linearen Abbildung ¢ : V' — W ein Untervektorraum von
W. Jedem UVR konnen wir eine Zahl zuordnen: seine Dimension. Wir kénnen also
definieren:

Definition 9.19 Der Rang einer linearen Abbildung ® : V' — W ist die Dimension
des Bildraumes von ®, also

Rang @ := dim &(V') = dim Bild .

Bemerkung 9.20 (Schranken fiir Rang) Als Untervektorraum von W hat Bild ®
hochstens die Dimension von W, das heifit

Rang ® < dim W.
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Es gilt aber auch
Rang & < dim V.

BEWEIS: Sei n := dim V. Annahme: Rang ® > n. Dann gibt es im Bild (V') minde-

stens n+1 linear unabhéngige Vektoren wy, . .., w,; mit Urbildern vy, ..., v, € V.
Die n + 1 Vektoren v; € V sind linear abhingig, also nach Hilfssatz auch ihre
Bildvektoren w;; ein Widerspruch. |

Neben den eben angegebenen Ungleichungen besteht noch eine wichtige Gleichung,
die den Rang von ® mit der Dimension von Kern ® in Beziehung setzt.

Satz 9.21 Fiir eine lineare Abbildung ® : V — W gilt

Rang ® = dim V' — dim Kern ®.

Anders ausgedriickt: Die Summe der Dimensionen von Kern und Bild von ® ist die
Dimension des Ausgangsraumes.

BEWEIS: Es sei n = dim V.

Fir n = 0, also V' = {0}, ist & die Nullabbildung und somit Rang & = 0 und
Kern & = V' = {0}. Also gilt die Behauptung. Auch im Fall dimKern® = n ist
® die Nullabbildung und somit Rang & = 0. Sei also im Folgenden n > 1 und
d = dim Kern ® < n.

1. Fall: Es sei d > 0. Wir wihlen eine Basis {vy, ..., v,} des Kerns. Da d < n kénnen
wir diese nach Satz [7.5] zu einer Basis {v1,...,v4,v451,...,0,} von V erginzen. Ist

w ein beliebiger Vektor aus (V') und x € V' ein Urbildvektor von w, so kénnen wir
schreiben
T =TV + ++ + TgVq + Tdg4+1Vd4+1 + " Tplp

und erhalten daraus
w=®(x) =0+ 4+ 0+ 2401P(Vay1) + - - + ,P(vy).

Die Vektoren ®(vg411), ..., P(v,) erzeugen also das Bild ®(V'). Wir wollen noch tiber-
legen, dass sie auch linear unabhéngig sind. Aus einer Vektorgleichung

ag1P(Var1) + -+ an®(vn) =0

folgt
q)<ad+lvd+1 + e+ anvn) =0,

also liegt agi1v441 + -+ - + apv, im Kern von @, d.h. es gilt

Agi1Vas1 + -+ v, = bivg + -+ -+ bgug  (mit b; € K)
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oder, dquivalent, byvy + - - + bgvg — @g1Vgr1 — -+ - — apv, = 0.
Da {v1,...,04,V441,--.,0,} eine Basis ist, folgt hieraus insbesondere a4 = -+ =
a, = 0.

Somit ist {®(vgs1), ..., P(v,)} nach Satz|7.4] eine Basis von ®(V'), und es gilt

Rang ® = dim (V) =n —d = dim V — dim Kern ®.

2. Fall: Sei jetzt d = dim Kern ® = 0. In diesem Fall wiahlt man im obigen Beweis
{v1,...,v,} als Basis von V und setzt jeweils d = 0 bzw. lasst die entsprechenden
v; weg. Der Beweis gilt dann sinngeméf auch in diesem Fall. |

Als Anwendung geben wir jetzt noch Charakterisierungen von injektiven, surjektiven
und bijektiven linearen Abbildungen.

Satz 9.22 (i) Eine lineare Abbildung ® : V. — W ist genau dann injektiv, wenn
Rang ® = dim V.

(ii) Eine lineare Abbildung ® : V' — W ist genau dann surjektiv, wenn Rang ® =
dim .

BeEwers: (i) Nach Satz ist ® genau dann injektiv, wenn Kern ® = {0}, also
dim Kern & = 0. Die Behauptung folgt also aus Satz |9.21}

(ii) Nach Satz gilt Rang ® = dim W genau dann, wenn ®(V) = W ist, also
wenn ¢ surjektiv ist. |

Satz 9.23 Zwei endlichdimensionale Vektorrdume V, W iiber K sind genau dann
isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben.

BEWEIS:

,= Sind V, W isomorph, so gibt es eine bijektive lineare Abbildung ® : V' — W,
und aus Satz folgt dim V' = Rang ® = dim .

»<=" Sei jetzt dimV = dimW = n. Firn = 0ist V. = W = {0}, der Satz also
trivial. Fiir n > 1 seien Basen {vy,...,v,} bzw. {wy,...,w,} von V bzw. W
gewihlt. Nach Satz gibt es genau eine lineare Abbildung ® : V' — W fiir
die ®(v;) = w;,i =1,...,n, gilt. Wegen w; € ®(V) ist Rang & = dim (V') =
dim W = n. Daraus folgt wieder mit Satz dass ® injektiv und surjektiv,
also ein Isomorphismus ist. |

Beispiel 9.24 Jeder K-Vektorraum V mit dim V' = n ist also zu K" isomorph. Wir
geben einen expliziten Isomorphismus an. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V.
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Die Abbildung
A1

Op:V — K" U:ZAivi'—) I
i=1 )\n
die jedem Vektor seinen Komponentenvektor beziiglich der Basis B (siehe Definition

7.16 ) zuordnet, ist linear, injektiv und surjektiv, also ein Vektorraum-Isomorphismus.
Ist E ={ey,...,e,} die Standardbasis von K", also

1 0 0

0 1 0
e = 0 , €9 = 0 sy, =11,

; : 0

0 0 1

so ist also ©p die eindeutige lineare Abbildung V' — K" mit Op(v;) = e; fiir

i=1,...,n (vgl. Satz[9.6).

Bemerkung 9.25 (a) ,Isomorph sein® ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller endlichdimensionalen K-Vektorraume. Eine Aquivalenzklasse besteht nach Satz
jeweils aus allen Vektorrdaumen mit gleicher Dimension n. Ein Représentant fiir
jede Klasse mit n > 1 ist der Standardraum K" (n =1,2,...).

(b) Es sei ® : V' — W eine lineare Abbildung und V' endlichdimensional. Dann ist
der Faktorraum V/Kern ® zum Bildraum ®(V') isomorph nach Folgerung [9.18, Aus
Satz und Satz folgt dann:

dim(V/Kern ®) = dim ®(V') = Rang ® = dim V' — dim Kern &.

9.4 Der Vektorraum Hom(V, W)

In diesem Abschnitt betrachten wir die Menge Hom(V, W) aller linearen Abbildun-
gen & : V — W fiir Vektorrdume V, W iiber K. Wir werden sehen, dass diese
Menge selbst wieder ein Vektorraum ist. Ein Spezialfall ist Hom(V, K), der soge-
nannte Dualraum von V.

Die Addition und K-Multiplikation in Hom(V, W) ist , punktweise“ definiert:

Definition 9.26 Es seien ®, ¥ € Hom(V, W) und A € K. Die Summef| von ® und
U ist die Abbildung

V — W

<1>+\If:{ v o (B4 T)(0) = D(v) + U(v).

2Man beachte die unterschiedliche Bedeutung des Zeichens + in ® + ¥ bzw. in ®(v) + ¥(v)
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Das A-fache| von @ ist die Abbildung

A U
M"{ v (AB)() = AD(v).

Es gilt dann

Hilfssatz 9.27 Es seien ®, VU lineare Abbildungen von V nach W. Dann sind auch
® + U und AP (fiir A € K) lineare Abbildungen von V nach W.

BeEweEis: Fiir alle u,v € V und «, § € K gilt nach obiger Definition und wegen der
Linearitdt von ® und W:

(® 4+ U)(au+bv) = P(au+ fv)+ V(au+ (v)
ad®(u) + P(v) + a¥(u) + S (v)
a(®(u) + ¥(u)) + B(2(v) + ¥(v))
= a(®+V)(u) + B(2 + V)(v).

Entsprechend gilt

(AD)(au + pv) = AP(au + [Bo)
AMa®(u) + 5P(v))
aA®(u) + AL (v)
= a(AD)(u) + B(AD)(v).

Satz 9.28 Hom(V, W) ist beziiglich der erkléirten Addition und K-Multiplikation
ein Vektorraum iiber K.

BeweEls: Dass (Hom(V, W), +) eine abelsche Gruppe ist und dass die Eigenschaf-
ten V2 gelten, verifiziert man durch direktes Nachrechnen. Neutrales Element in
(Hom(V, W), +) ist die Nullabbildung 0 : V' — W, v + 0. [

Wir nehmen jetzt an, dass V' und W endlichdimensional sind. Es zeigt sich, dass dann
auch der Vektorraum Hom(V, W) endlichdimensional ist und dass seine Dimension
in einfacher Weise mit den Dimensionen von V' und W zusammenhéngt.

Satz 9.29 Es seien V und W endlichdimensionale Vektorraume iiber IK. Dann ist
auch Hom(V, W) endlichdimensional, und es gilt

dim Hom(V, W) = dim V' - dim W.

3Man beachte wieder die unterschiedliche Bedeutung der skalaren Multiplikation in A® bzw. in
AP (v)
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BEWEIS: Sei dim V' = n, dim W = m. Fir n = 0 oder m = 0 ist Hom(V, W) =
{Null-Abb} also auch dim Hom(V,; W) = 0. Fiir n > 0 und m > 0 seien {vy,...,v,}
bzw. {wy,...,w,} Basen von V bzw. von W. Wir werden nun n - m geeignete
lineare Abbildungen von V nach W angeben und nachweisen, dass sie eine Basis
von Hom(V, W) bilden; damit ist dann dim Hom(V, W) = n - m gezeigt.

Wir definieren n - m lineare Abbildungen ®;; auf der Basis {vy,...,v,} durch
Dyj(vr) = djpw; (1<i<m, 1<jk<n)

und dann auf ganz V' durch lineare Fortsetzung nach Satz [9.6] ®;; bildet also den
Basisvektor v; auf w; ab, die iibrigen v;, (k # j) auf den Nullvektor 0. Wir zeigen
jetzt, dass die ®;; linear unabhéngig sind und Hom(V, W) erzeugen, also eine Basis
von Hom(V, W) bilden:

e Die @;; sind linear unabhéngig: Dazu sei

m

Z Z )\ijq)ij - O ()\m < K)

i=1 j=1
eine Darstellung der Nullabbildung O als Linearkombination der ®;;.

Einerseits ist dann

(Z Z Aij q)ij> (vk) = Z Z Aij®ij(vr)
i=1 j=1 i=1 j=1
= Z(Z AijOjk)w; = Z Aik Wi,
i=1 j=1 i=1
und andererseits

Also .
=1

Daraus folgt aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der w;, dass alle A\;, =0
sind (1 <i<m, 1<k<n).

e Die ®;; erzeugen Hom(V, W): Dazu sei ® € Hom(V, W) beliebig gewéhlt, und
®(vy,) sei als Linearkombination der w; dargestellt:
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Wir zeigen, dass dann ® mit der linearen Abbildung

V= Z Z @ Dy;

i=1 j=1
iibereinstimmt. Es ist namlich fir k=1,...,n
\If(’l}k) = <Z Z@ijq)i]) (Uk) = Z QLW; = (I)(Uk)
i=1 j=1 i=1
Hieraus folgt nach Satz[9.6] dass ® = W ist. |

9.4.1 Spezialfall W = K: der Dualraum eines Vektorraums

Wir kénnen den Skalar-Korper K als eindimensionalen Vektorraum K! {iber sich
selbst auffassen. Daraus ergibt sich eine wichtige Spezialisierung des Vektorraums
Hom(V,W): Wir setzen W = K! = K und erhalten den Vektorraum Hom(V,K)
aller linearen Abbildungen von V' in den Kérper K. Man nennt Hom(V,K) den
Dualraum V* von V. Seine Elemente, also die linearen Abbildungen ® : V' — K,
heiflen auch Linearformen auf V.

Wenn V' n-dimensional ist, so ist nach Satz wegen m = 1 auch V* n-dimensional
und somit nach Satz zu V' isomorph.

Fiir n > 1 sei {v1,...,v,} eine Basis von V. Als Basisvektor von W = K wihlen wir
w=w; =1 € K. Wie im Beweis von Satz konnen wir eine Basis {v],...,v}}
von V* durch

"U;(Uk) = (Sjk, j,k’: 1,...,n (91)

festlegen (v; bildet v; auf 1, die iibrigen vy mit k # j auf 0 ab). Diese Basis
{v},...,v}} heiBt die zur Basis {vy,...,v,} gehorige Dualbasis von V*.

Es seien nun z € V und ® € V* beliebig gewéahlt. Beziiglich der Basen {vy,...,v,}
und {vf, ..., v} haben sie die Darstellungen

= Zﬁkvk, ¢ = Zajv;. (9.2)
k=1 j=1
Aus und ergibt sich
o(z) = (Z Oéj");) (Z flﬂ%) = Z Z ;€07 (vr)
j=1

k=1 j=1 k=1

= Z e = a1y + anla + -+ + by (9.3)
k=1
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Der zuletzt gewonnene Ausdruck erklért die Bezeichnung Linearform fiir @ : V — K.

Aus (9.3]) und (9.1)) ergibt sich noch
P(v) = ay, vi(z) = ;. (9.4)

Bemerkung 9.30 Essei dim V' =n > 1. Der Dualraum V** := (V*)* von V* heifit
Bidualraum von V. Der Bidualraum ist isomorph zum urspriinglichen Vektorraum:

F: V-V zwF) mt Fl):V"—-K, &— &)

ist ein VR-Isomorphismus.

10 Darstellungen von linearen Abbildungen durch
Matrizen

10.1 Abbildungsmatrizen

Es seien V' ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler Vektorraum iiber dem-
selben Korper K. Weiter sei B = {by,...,b,} eine Basis von V und C' = {cy, ..., ¢}
eine Basis von W.

Einer linearen Abbildung ® : V — W ordnen wir dann in folgender Weise eine
Matrix A zu: Es sei

O(by) =Y apci, k=1....n axcK (10.1)
=1

die Basisdarstellung des Bildvektors ®(b;) beziiglich C. Damit ist zu ® und den
gewdhlten Basen B, (' eindeutig eine m x n-Matrix

aix - Aip

A=

Am1 = Qmn

definiert, die man als Abbildungsmatrix von ® beziiglich der (geordneten) Basen
B, C' bezeichnet. Die Konstruktionsvorschrift von A lautet also:

In der k-ten Spalte von A stehen die Komponenten von ®(by) beziglich
der Basis C' gemajf$ (10.1]).

Mit der Abbildungsmatrix A 148t sich die lineare Abbildung ® : V' — W folgender-
maflen in Komponenten beschreiben: Es ist mit (10.1]) zunéchst
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Setzt man dann

y =)= nic; (10.2)

und vergleicht mit der obigen Gleichung, so erhélt man
m:Zaikfk, z'zl,...,m
k=1

oder ausgeschrieben

m = ané + ae + -+ a1y

N2 = a21&1 + a0 + -+ - + a2,é,
(10.3)

m = amlfl + am2€2 + -+ amnfn-

Mit dem Komponentenvektor ©p(x) von x bzgl. B und dem Komponentenvektor
Oc(y) von y = ®(x) bzgl. C, also mit

&1 Uit
os)= | 7 |exr oomy=| ™ |exn
fn Nim

lasst sich einfacher in Matrizenschreibweise durch
Oc(y) = AOp(z) (10.4)
ausdriicken. Damit haben wir eine lineare Abbildung
P: K" - K™, =z~ Az (10.5)

gefunden, die man auch als die Darstellung von & mittels der Abbildungsma-
trix A bezeichnet. Die lineare Abbildung ® hat folgende Eigenschaft: Ist £ =
{e1,€9,...,e,} die Standardbasis von K", so ist ®(e;) = k-te Spalte von A (k =
1,2,...,n).

Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen ® : V' — W und ihren Dar-
stellungen beziiglich Basen von V und W wird im folgenden Hilfssatz prazisiert.
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Hilfssatz 10.1 (und Definition) In einem K-Vektorraum V' der Dimension n sei
eine geordnete Basis B und in einem IK-Vektorraum W der Dimension m sei eine
geordnete Basis C' gewahlt. Weiter sei

ME :Hom(V,W) — K™ " & A= M5(®),

die Abbildung die jedem Homomorphismus ® : V — W die Abbildungsmatrix
A € K™ hzgl. B,C gemié8 (10.1)) zuordnet. Dann ist ME bijektiv.

BEWETS: Aus den Definitionen ist klar, dass MZ eine Abbildung ist. Um zu sehen,
dass ME bijektiv ist, betrachten wir eine Matrix A € K™*™ und die zugehorige
lineare Abbildung geméf3 . Sind dann in V' bzw. in W geordnete Basen B
bzw. C' gewahlt, so gibt es genau eine lineare Abbildung ® : V' — W, die beziiglich
B, C die gegebene Matrix A als Abbildungsmatrix hat, denn ® ist durch die Werte
auf der Basis B vollstéindig bestimmt (vgl. Satz[9.6)). n
Wir wollen nun noch zeigen, dass die bijektive Abbildung MF in Hilfssatz linear
und damit ein Isomorphismus zwischen den IK-Vektorrdumen Hom(V, W) und K™*"
ist. Dazu seien ® und ¥ € Hom(V, W) zwei lineare Abbildungen und

A= (ap) = ME®), A= (ay) = ME(Y)
ihre Abbildungsmatrizen. Wie sehen dann die Abbildungsmatrizen
ME@+ V), MEN®)

der Summenabbildung ® + ¥ und des A\-fachen A\®, A € KK, aus? Nach der Konstruk-
tionsvorschrift fiir Abbildungsmatrizen gemafl (10.1]) ist

@(bk) = Zaikcl-, \I/(bk) = ELikCl', k= 1, Lo,
i=1 i=1
und daraus ergibt sich nach Definition [9.26

(@+0)(by) = ®by)+T(by) = Z(aik + ) ci,

AD)(be) = A(be) =Y (Naw)e, k=1,....n

i=1
Also ist die Abbildungsmatrix der Summen-Abbildung ® + ¥ die Summe der Ma-
trizen A + A, und die Abbildungsmatrix von AP ist das A-fache AA, d.h. es gilt

ME (@ + ) = MZ (@) + ME(W),
M (AP) = A M (®),

und ME ist linear. Mit Hilfsatz und den S#tzen und folgt also

(10.6)
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Satz 10.2 Die Abbildung ME : Hom(V,W) — K™ ist ein Vektorraum-Iso-
morphismus; insbesondere ist

dim K"™*" = dim Hom(V, W) = mn. (10.7)

Eine Basis des Vektorraums IK™*™ besteht z.B. aus den m - n Matrizen E;; € K™*"

der Form
Ej=1| -1 - |, i=1,....m, j=1,...,n, (10.8)

die am Kreuzungspunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte eine 1 und sonst Nullen
enthalten. Diese Basismatrizen sind die Bilder der im Beweis zu Satz vorge-
kommenen Basisvektoren ®;; von Hom(V, W) bei einem Isomorphismus der Form
ME.

10.1.1 Abbildungsmatrix einer Verkettung

Die Abbildungsmatrix einer Verkettung von linearen Abbildungen ist das Produkt
der einzelnen Abbildungsmatrizen. Genauer gilt:

Satz 10.3 Es seien Vi, Vs, V3 K-Vektorrdaume mit dimV; = [,dimV, = m und
dim V3 = n mit geordneten Basen Bi, By, Bs. Weiter seien ® : V; — V5 und
U : V5 — V3 lineare Abbildungen. Dann gilt

ME (W o ®) = ME2(V) - MpH(®).

BewEIs: Es seien By = {x1,...,x}, By = {y1,--,Ym},Bs = {z1,...,2,} und
A = (a;;) == M5 (®),B = (by;) = Mp*(¥) und C = (¢;;) = Mp (¥ o @) die
zugehorigen Abbildungsmatrizen. Dann gilt

m

(Vo ®)(x;) = U(P(x)) = WO ayys) = Y ay(y;) =

i=1 =1

Z az’j(z bkizk> = Z(Z bkiaij)zk-

i=1 = k=1 i=1

Also nach Definition der Abbildungsmatrix (beziiglich gegebener Basen): c¢x; =
Yo briay; oder C'= B - A, also gilt die Behauptung. |
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10.1.2 Abbildungsmatrix der inversen Abbildung

Satz 10.4 Esseien V, W n-dimensonale IK-Vektorrdume mit geordneten Basen B, C'.
FEine lineare Abbildung ® : V' — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn die
Abbildungsmatrix A := ME(®) invertierbar ist.

In diesem Fall gilt fiir die inverse Abbildung ®=*: W — V
Mg (27) = (Mg(®)™H = A"

BEWEIS: Ist ® ein Isomorphismus, so gilt ®~! o ® = idy und ® o = = idy,. Nach
Satz also

M(@7) - ME(®) = ME(idy) = E, und ME(®) - M§ (@) = MS(idw) = B

Also folgt M§(®71) = (ME(®))L.

Sei nun umgekehrt die Matrix MZ(®) invertierbar. Wir betrachten die lineare Abbil-
dung ¥ : W — V, die nach Satz zu (ME(®))~! gehort. Es gilt also (ME(®))~! =
ME (V) und wieder nach Satz folgt

E,=M§W) - ME(®) = MF(¥ o ®) und E, = ME(®) - M§ (V) = M (P o V).
Daraus folgt nochmals nach Satz [10.2]
Vod=idy und ¢ o ¥ = idy,

also U = &1, [ ]

10.1.3 Abbildungsmatrix der dualen Abbildung

Es seien V' und W endlich dimensionale K-Vektorrdume und & : V. — W ein
Homomorphismus. Die duale Abbildung ®* : W* — V* ordnet jeder Linearform
a € W* die Linearform awvo ® : V — K zu. Man rechnet leicht nach, dass ®*
ebenfalls eine lineare Abbildung ist, z.B. gilt fiir alle a, 5 € W* und alle v € V:

(@*(ar+ 5))(v) = (4 B)(B(v)) = a(®(v)) + H(P(v)) = (27 (c))(v) + (27(5))(v)-

Die Abbildung ® habe beziiglich zweier Basen B bzw. C' von V bzw. von W die
Abbildungsmatrix A := MEZ(®). Wie sieht dann die Abbildungsmatrix der dualen
Abbildung ®* beziiglich der dualen Basen C* bzw. B* von W* bzw. von V* aus?

Wir bezeichnen die gesuchte Abbildungsmatrix M§*(®*) mit A = (a;;); d.h. es gilt

n

O (ch) =) ayb;.

=1
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Daraus folgt einmal

E aljbl E aljélzfalj

Nach Definition von ®* ist andererseits

m m

D*(c;)(bi) = cj(P(b;)) = Z ay; ) Z ay; Z adj = aji.

=1 =1 =1

Somit haben wir gezeigt:

Satz 10.5 Beziiglich der dualen Basen wird die duale Abbildung durch die trans-
ponierte Matrix beschrieben:

A= A" oder genauer M5 (®*) = ME(®)".

10.1.4 Rang = Rang

Wir wollen den Zusammenhang zwischen einer linearen Abbildung ® : V' — W und
ihrer Darstellung ® : K™ — K™ bzgl. Basen B, C noch etwas genauer ansehen. Wir
haben die Isomorphismen

&1
O : V—-K" $:kabk’—> :
&n
m T
©c : W— K", y:ZmCiH
— "

(vergleiche Beispiel [0.24). Nach (10.5)), (10.4) und (10.2) ist dann
0c' (9(05(2)) = 05 (A05(x)) = O (Bc(y)) = y = (x)

tiir alle z € V. Somit gilt

Ol od 0Oy = D; (10.9)

d.h. folgendes Diagramm ist ,, kommutativ*

vV — W
o5 J l o
K* — K™
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Da ©p, O¢ bijektive Abbildungen sind, ergibt sich aus ((10.9) auch
b= Ocodo @]_31.
Wir verwenden ((10.9)) zum Beweis des folgenden Satzes:

Satz 10.6 Essei ® : V — W eine lineare Abbildung und A eine (beliebige) Abbil-
dungsmatrix von ®. Dann gilt

Rang ® = Rang A.

BEWEIS: Es sei n = dim V und m = dim . Weiter sei A = ME(®) die Abbildungs-
matrix von ® beziiglich Basen B von V und C' von W und ¢ : K" — K™;z — Ax
sei die Darstellung von @ bzgl. B, C.

Der Bildraum von & ist die lineare Hiille der Bilder der Standardbasis von K™ und
wir hatten gesehen, dass (iD(ek) gerade die k-te Spalte von A (fir k =1,2,...,n) ist.
Also ist der Bildraum von @ gleich dem Spaltenraum von A. Damit haben wir die
Gleichheit Rang ® = Rang A.

Weiter ist nach und wegen Op(V) = K"
(V) = (05" 0 ®00p)(V) = O (d(K")).
Da der Isomorphismus @51 die Dimension von @(]K”) nicht éndert, folgt
Rang ® = dim ®(V) = dim ®(K") = Rang .

Insgesamt ergibt sich somit die Behauptung: Rang ® = Rang d = Rang A. |

10.2 Basiswechsel fiir Homomorphismen

Ein Homomorphismus ® : V- — W habe beziiglich gegebener Basen B = {by,...,b,}
von V und C = {1, ..., ¢y} von W die Abbildungsmatrix A := Mg(@N). Wie lasst
sich die Abbildungsmatrix A := M g von ® beziiglich ,neuer” Basen B, C berech-
nen?

Dazu schreiben wir zunéchst die ,neuen® Basisvektoren b; € B als Linerarkombina-

n
bj = g $i30i,
i=1

fassen also die Koeffizienten von B beziiglich B in einer invertierbaren Matrix S =

tionen der ,alten*:

(sij)1<ij<n € GL,(K) zusammen (in der Sprechweise von Abschnitt 7.3 ist S die
Matrix des Basiswechsels von B nach B!).
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Genauso schreiben wir einen ,,alten“ Basisvektor ¢, € C' beziiglich der ,neuen® Basis

C als .
Cp = Z tikCy
=1

und erhalten entsprechend eine Matrix T = (t3)1<; j<m € GL,,(K) (in der Sprech-
weise von Abschnitt 7.3 ist 7" die Matrix des Basiswechsels von C' nach C'). Dann
ergibt sich fiir die Koeffizienten von ®(b;) beziiglich C' die folgende Gleichung:

n

(I)(ZJ) = Z Szjq)(bz) = Z Sij Z QAiCk
i=1 i=1 k=1

— Z Sij Z ki Z LG = Z(Z Z tikQkiSij ) Ci-

=1 k=1 =1 =1 k=1 i=1

Daraus lesen wir ab, dass die Abbildungsmatrix Avon @ beziiglich C und B gegeben
ist durch

A= MEZ(®) =TAS = TM5(®)S. (10.10)

Wir wollen die Gleichung [10.10/ noch in einer genaueren Form schreiben. Dazu be-
merken wir zunéchst, dass die Matrix S des Basiswechsels von B nach B gegeben
ist durch die Gleichungen

gj :Zsi]’bi, j: 1,...,n.
i=1

Da andererseits auch Zj = idv(gj) ist, konnen wir S auch als Darstellungsmatrix der
Identitdt von V schreiben: S = ME(idy). Analog gilt fiir die Matrix 7' des Basis-
wechsels von € nach C: T = Mg(idw). Damit ist Gleichung [10.10| also dquivalent
zu folgender Basiswechselformel

ME(®) = ME (idw) - ME (D) - M (idy ).
Die obige Formel [10.10] motiviert die folgende

Definition 10.7 Zwei Matrizen A,;l € K™ heiflen dquivalent, wenn es inver-
tierbare Matrizen S € K™*" und T' € K"™*™ gibt mit A = T'AS.

Satz 10.8 1. Die Aquivalenz von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge K™*™.

2. Durch elementare Zeilen- oder Spaltenumformungen geht eine Matrix A €
IK™*™ in eine dquivalente Matrix A’ iiber.
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3. Jede Matrix A € K™*" ist zu ihrer Gaufischen Normalform &quivalent.

4. Zwei Matrizen A, B € K™*" sind genau dann &dquivalent, wenn sie gleichen
Rang haben.

BEWEIS: Zu 1: Folgt leicht aus den Definitionen.
Zu 2: A ist die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung

O : K" — K" xr— Ax

beziiglich der Standardbasen. Elementare Zeilenumformungen entsprechen einem
Basiswechsel in K™, elementare Spaltenumformungen einem Basiswechsel in K™,

Zu 3: Dies folgt direkt aus 2.

Zu 4: Durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen kann jede Matrix A auf

A= ( % 8 ) (10.11)

mit » = Rang A gebracht werden (vgl. Bemerkung [8.25)). Nach 2. sind A und A’
aquivalent. Gilt also Rang A = Rang B, so sind auch A und B &quivalent. Gilt
umgekehrt B = T'AS mit reguldaren Matrizen S € K™*" und T € K™*™, so ist A
die Abbildungsmatrix von ® : K” — K™ x —— Ax, beziiglich der Standardbasen
in K" und K™ und B ist die Abbildungsmatrix von ® beziiglich der geordneten
Basen (Sey,...,Se,) in K" und (T 'ey,..., T e,) in K™. Damit folgt

die Form

Rang A = Rang ® = Rang B.

10.3 Basiswechsel fiir Endomorphismen

Wir betrachten eine lineare Selbstabbildung (also einen Endomorphismus) ® : W —
W und zwei Basen C, C von W. Weiter seien A := ME (®) bzw. A= Mg(q)) die
Abbildungsmatrizen des Endomorphismus ® beziiglich C' bzw. C. Ist T die Ma-
trix des Basiswechsels von C' nach C , so gilt nach den Ergebnissen des vorherigen
Abschnittes,

A=TAT™".

Definition 10.9 Zwei Matrizen A, A € K™ heifien dhnlich, wenn es eine inver-
tierbare Matrix T € K™ " gibt mit A = TAT L.
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,Ahnlichkeit* ist wie ,, Aquivalenz“ von Matrizen eine Aquivalenzrelation. Wir hatten
gesehen, dass jede Matrix A € K™*™ dquivalent ist zu einer Matrix

i Er 0,
A_<O o)’ (10.12)

es gibt also nur endlich viele Aquivalenzklassen mit sehr einfachen Reprisentanten.
Im Gegensatz dazu gibt es - wie wir sehen werden - im Allgemeinen unendlich
viele Aquivalenzklassen von dhnlichen Matrizen in IK™*". Ein Hauptproblem ist es,
moglichst einfache Reprisentanten dieser Klassen zu finden (vgl. z.B. das Kapitel
iiber die Jordansche Normalform).
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11 Nochmals lineare Gleichungssysteme

Wir beantworten hier nochmals die grundlegenden Fragen iiber lineare Gleichungs-
systeme: Existieren Losungen? Was ist die Struktur der Losungsmenge? Diesmal
aber vom Standpunkt der Theorie linearer Abbildungen aus. Ein konkretes Verfah-
ren zur systematischen Berechnung der Losungen eines LGS hatten wir mit dem
GauB-Algorithmus bereits in Abschnitt kennengelernt.

Gegeben sei das LGS

n
dagze=b  (i=1,...,m) (11.1)
k=1
mit m,n € N und a;, a; € K. Die beiden Matrizen
aixy Qa2 - QAip ayy a2 - Qi b
Q21 Q22 -+ Q2 Q21 Q22 -+ Q2 by
A= T A=\ - T (11.2)
Am1 Am2 - Amn Am1 Am2 - Amn bm

heiBen die zum LGS (11.1)) gehorige einfache bzw. erweiterte Matrix. Wir
konnen dann (11.1)) auch kurz schreiben als Az = b. Dies wiederum definiert ei-
ne lineare Abbildung @ : K" — K™, z — Az (vgl. 0.5)).

11.1 Wann ist ein LGS losbar?

Hilfssatz 11.1 (a) Das LGS Az = b ist genau dann lésbar, wenn fiir die lineare
Abbildung ® : K" — K™; x +— Ax gilt, dass b € &(K").

(b) Sind sy, ..., s, € K™ die Spaltenvektoren der Matrix A, so gilt
O(K™) = [s1, .,

BEWEIS: (a) Wenn es eine Losung x € K™ von (11.1)) gibt, so ist ®(x) = b € $(K").
Liegt umgekehrt b im Bildraum ®(IK"), so gibt es ein Urbild x € K™ mit ®(z) = b,
also eine Losung von (|11.1]).

(b) Mit Hilfe der Spaltenvektoren sy, ...,s, kann man das LGS ([L1.1) als Vektor-
gleichung
X181 + X289+« -+ + x,8, = b

und die zugehorige lineare Abbildung ® in der Form
T
= ®(x) = z151 + 2252 + -+ -+ T8,

Tn
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schreiben. Also folgt
O(K"™) C [s1,-.-,Sn).

Da fiir die Standard-Basis {ey,...,e,} von K" gilt
D(e;) = s; i=1,...,n,

liegen die s; im Bildraum ®(IK™). Also haben wir auch [s1,...,s,] C ®(K"). |
Wir erhalten jetzt den

Satz 11.2 (Losbarkeitskriterium) Das LGS Ax = b ist genau dann Idsbar, wenn
gilt Rang A = Rang (A | b).

BEWEIS: ,,=“: Nach Hilfsatz gilt
b€ [s1,...,8n;

also [s1,...,8,] = [s1,- .., Sn, b] und somit insbesondere

Rang A = dim[sy, ..., s,] = dim[sy, ..., s,, b] = Rang (A | b).
<= Aus
dim[sq,...,s,] = dim[sy, ..., s,, D]

folgt nach Satz [8.15] dass [s1,..., 8] = [S1,...,8n,b] und somit b € ®(K"), d.h.
Ax = b ist losbar. [

Ein Verfahren zur Bestimmung des (Zeilen-) oder (Spalten-)Ranges einer Matrix
haben wir in Abschnitt 8.4 vorgestellt.

Beispiel 11.3 Es sei K =R und a € R beliebig. Wir betrachten das LGS

r + Ty — 3rs + Ty = 1
21’1 + T9 + T3 — Ty = (11 3)
2%2 — 13%3 + Ty = —1 '
200 — w9 + 1lda3 — 224 = «

mit der zugehorigen einfachen bzw. erweiterten Matrix

1 1 -3 1]1
2 1 1 -1 0
0 2 —-13 1 |-1
2 -1 14 -2| «
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Durch Elementaroperationen fiir die Spaltenvektoren erhélt man

1 000 0
* 1 0 0 0
* « 1 0 0
* % % 0la—1

Dabei ist dort, wo der Wert eines Elements nicht nédher interessiert, das Zeichen
* gesetzt. Der Rang der einfachen Matrix (ohne die letzte Spalte) ist also 3. Die
erweiterte Matrix (mit 5 Spalten) hat fiir & = 1 ebenfalls den Rang 3, fiir & # 1 den
Rang 4.

Nach Satzist das LGS fiir « = 1 lésbar; eine Losung ist z. B.(1,—1,0, 1).
Fiir alle a # 1 ist dagegen unlosbar.

Bemerkung 11.4 Ein homogenes LGS ist nach Satz wegen b = 0 € ®(K")
stets losbar. Sie besitzen stets die triviale Losung 0 = (0,0, ...,0) € K™ Die Frage,

wann nichttriviale Losungen existieren, wird im néchsten Abschnitt beantwortet.
Dass inhomogene LGSe nicht immer losbar sind, zeigt das obige LGS (11.3)).

11.2 Struktur der Losungsmenge eines LGS

Voraussetzung: In diesem Abschnitt nehmen wir immer an, dass das LGS ({11.1])
16sbar ist.

Die Menge L aller Losungen von Ax = ®(x) = b ist dann
L={rcK"|®@x)=>b}=o"({b}).

Nach Hilfssatz [0.13] ist £ eine Restklasse von K™ modulo dem Kern von ®: Wenn
xo € L eine beliebig gewéhlte Losung von ist, so gilt also nach Hilfssatz m
fiir jedes x € L, dass x — g = v € Kern ®, und umgekehrt ist fiir jedes v € Kern ¢
der Vektor x = x¢ + v ein Element der Restklasse L. Damit haben wir gezeigt

Satz 11.5 Die Losungsmenge L eines losbaren LGS ist eine Restklasse modulo dem
Kern der zugehorigen linearen Abbildung ®. Genauer gilt: Ist xo € L eine beliebig
gewdhlte Losung von , so gilt fiir die Lésungsmenge

L={zeK"|Jve Kern®: z=uz1+ v} =29+ Kern ®.

Neben dem gegebenen LGS (|11.1)) betrachtet man oft auch das zu (m gehorige
homogene LGS

n

apze=0 (i=1,...,m) (11.4)

k=1

1l ist natiirlich mit 1) identisch, wenn 1) schon homogen ist.




130 11 Nochmals lineare Gleichungssysteme

Die zu (|11.4)) gehorige lineare Abbildung ® stimmt mit der zu (11.1]) iiberein. Das
homogene System ([11.4) hat die triviale Losung 0 € K™ und die Losungsmenge
Ly, von (11.4)) ist gerade der Kern von ®. Wir kénnen daher Satz auch so

formulieren:

Satz 11.6 Es seien L die Losungsmenge eines losbaren LGS , Ly, die Losungs-
menge des zugehorigen homogenen LGS und zy € L eine beliebig gewéhlte
Losung von (m) Dann gilt

L={xeK"|Fvel,: z=rxy+v}=mx+ L.

Man erhilt also alle Losungen eines LGS, wenn man zu einer beliebig gewéahlten
Losung xy alle Losungen des zugehorigen homogenen LGS addiert. Das kann man
kurz so schreiben:

LJZJIO—FL}L:IO—FKGI‘I] .
Aus Satz ergibt sich noch unmittelbar

Folgerung 11.7 FEin I6sbares LGS besitzt nur eine einzige Ldsung genau dann,
wenn das zugehorige homogene LGS nur die triviale Losung besitzt.

11.3 Homogene und inhomogene Gleichungssysteme

Ein homogenes LGS hat stets die triviale Losung zo = 0 € K".

Nichttriviale Losungen gibt es nach Satz genau dann, wenn Kern ® # {0}, oder
dquivalent, wenn dim Kern ® > 0. Wegen Rang ® = dim K" — dim Kern ¢ (Satz
9.21)) ist dies dquivalent zu Rang & < dim K" = n.

Ist d = dim Kern ® > 0 und {vy,...,v4} eine Basis von Kern ®, so lassen sich alle
Losungen des homogenen LGS als Elemente von Kern ® in der Gestalt

d
r=Y Nvi  (N€EK) (11.5)
=1

darstellen. Da noch Rang ® = Rang A gilt, wobei A die (einfache) Matrix des
gegebenen homogenen LGS ist, haben wir gezeigt

Satz 11.8 Ein homogenes LGS mit der Matrix A ist genau dann nichttrivial
Iésbar, wenn Rang A < n ist. Ist d = n — Rang A > 0, dann gibt es d linear
unabhédngige Losungen vy, ...,vq € K™ von , und die Losungsmenge L, von

(11.4) besteht aus allen Linearkombinationen der vy,...,vq4.
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Beispiel 11.9 Wir kommen auf das LGS ([11.3)) zuriick. Fiir das zugehorige homo-
gene LGS

ry + Ty — 3273 + Ty 0
2.7)1 + To + r3 — Ty = 0
11.6
21‘2 — ].31’3 + Ty = 0 ( )
2£C1 — Ty + 1433'3 — 2.1'4 0

ist, wie in Beispiel festgestellt, Rang A = 3. Wegen n = 4 ist also Rang A < n,
und ((11.6)) ist nichttrivial 16sbar. Eine Losung ist z.B. v = (—18,32,5,1) ", wie man
durch Einsetzen bestétigt. Wegen d = 4 — 3 = 1 ist £, der von v aufgespannte
eindimensionale Untervektorraum

—18
32
5 I
1

Ly = Kern ® = |

Hat man noch (etwa durch Probieren) fir das inhomogene LGS (11.3) mit o = 1
eine Losung zo = (1,—1,0,1)T gefunden, so ist dessen Losungsmenge £ nach Satz

[11.6l von der Form

—18

+ A 32 A e R}
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Teil V

Endomorphismen

12 Determinanten

Die Determinante ist:

e ein wichtiges Hilfsmittel, um Matrizen und lineare Selbstabbildungen zu un-
tersuchen (z.B. gilt: A ist reguliar <= det A # 0)

e cine ,Invariante“ eines Endomorphismus (da &hnliche Matrizen gleiche Deter-
minante haben)

12.1 Das Signum einer Permutation

Definition 12.1 Es sei 0 € S,, eine Permutation der Zahlen 1,2,... n mit Fehl-
standszahl F'(o) (vergleiche Abschnitt 5.2.1 fiir die Definitionen dieser Begriffe). Das
Signum von ¢ ist dann definiert durch

signo = (—1)F),

Satz 12.2 FEine Permutation o € S,, sei das Produkt von r Transpositionen. Dann
gilt: signo = (—1)".

Beweis: Nach Hilfssatz 5.19 (bzw. dessen Beweis) gilt fiir die Fehlstandszahl von
o: F(0) = 2z + r fiir eine ganze Zahl z € Z. Daraus folgt die Behauptung. |

Satz 12.3 Sind 0, € S,, und o5 € S,, zwei Permutationen der Zahlen 1,2,...,n, so
gilt:
sign (o7 0 09) = sign oy - sign 0.

BEWEIS: Nach Satz 5.17 konnen wir o; und oo als Produkt von Transpositionen
schreiben
o1=rloorl, oy=rlo- o,

Dann gilt 0009 =7/ 0---07{ 07/ 0---07]. Nach Satz ergibt sich daraus

sign (o1 0 09) = (=1)" = (=1)" - (=1)® = sign oy - sign 0.
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Folgerung 12.4 Es sei 0 € S,,. Dann gilt: sign (607!) = signo.
BEWEIS: Nach Satz [12.3] ist

signo -signo ! =sign (0 oo ) =signid = (1) = 1.

|
12.2 Definition der Determinantenfunktion
Definition 12.5 Eine Funktion D, die jedem geordneten n—Tupel (a4, ...,a,) von
Vektoren aus K™ einen Skalar D(ay,...,a,) € K zuordnet, heiBt (n-dimensionale)

Determinanten-Funktion, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:
D1 VAeK,Vie{l,2,....,n}: D(ay,..., a;,...,a,) = AD(ay,...,a;,...,a,),
D2 D(ay,...,a;+a},...,a,) = D(ay,...,a;,...,a,) + D(ay,...,a’,... a,)
D3 Falls a; = a; fur ¢ # j, so gilt D(ay,...,a;,...,a;,...,a,) =0.
D4 Fiir die Standardbasis ey, ..., e, von K" ist D(ey,...,e,) = 1.
Beispiel 12.6
en=1DAN=XekK
o n = 2: Fiir a; := (ay1,a12) und ay := (ag1, asy) € K? ist
D(ay, az) := a11022 — G120
eine Determinanten-Funktion.

Folgerung 12.7

(a) D ist multilinear, d.h. linear in jedem Argument: fiir a; = Y ;- Aby, @ =
1,...,n, gilt

D(al,...,Z/\kbk,...,an) = Z/\kD(al,...,bk,...,an).
k=1 k=1

D(al,...,ai+Z)\kak,...,an):D(al,...,ai,...,an).
k=1

ki
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(c) D ist schiefsymmetrisch:
D(ay,...,a;...,¢5,...,a,) = —D(ay,...a;,...,a;,...,a,)
(d) Ist o € S, eine Permutation, so gilt
D(as(1), - - - 0om)) = signo D(ay, ..., ay,).

BEWEIS: (a) folgt (mit Induktion nach m) direkt aus aus D1 und D2. (b) ergibt
sich aus (a) zusammen mit D3. (c): Wegen (b) gilt nacheinander:

D(ay,...,a;...,a5,...,a,) = D(ay,...,a;+a;,...,a5,...,a,)
= D(ar,...,a;+aj,...,a; — (a; + aj),...,a,)
= D(ar,...,a;i+aj+(—a;),...,—a;,...,a,)
= —D(ay,...,a5,...,0;,...,a4).
(d) folgt aus (c), Satz 5.17 und der Definition des Signums. |

Satz 12.8 Sind die Vektoren ay, . .., a, € K" linear abhédngig, so ist D(ay, .. .,a,) =
0.

BEWEIS: Sind a4, ..., a, linear abhéngig, so ist einer der Vektoren a; eine Linear-
kombination der anderen: .
a; = Z )\kak.
k=1

k#i

Eingesetzt in D ergibt mit Folgerung [12.7] (a):

n n
D(al,...,ai,...,an):D(al,...,ZAkak,...,an) :Z)\kD(al,...,ak,...,an) =0,
fiok fokt

denn jeder der Summanden ist Null wegen D3. |

12.3 Existenz und Eindeutigkeit der Determinantenfunkti-
on

Wir tiberlegen zuerst, dass eine Determinatenfunktion (wenn sie denn existiert) ein-
deutig sein muss. Der Beweis der Eindeutigkeit fiihrt dann auf eine explizite Formel.

Satz 12.9 (Eindeutigkeit) Fiir jedes n > 1 gibt es hochstens eine Determinanten-
Funktion von IK™.
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BEWEIS: Seien D und D zwei n-dimensionale Determinanten-Funktionen. Dann gilt
wegen D4 fiir die Standardbasis ey, ..., e, von K"

D(ey,...,e,) = Dl(ey,...,e,) = 1.
Weiter gilt wegen Folgerung (d) fiir eine Permutation o € S,:

D(es),---€0m)) = sign oDles,...,e,) =signo =
= signcrlN)(el, coyen) = lN)(eg(l), e €o(n))-

Es sei nun

n
ai:Zaijej (z:l,,n)
j=1

Da D multilinear ist, gilt:

n n
D((ll, Ce ,CLn> = Z CL1j1 Z a2j2 Ce Z anjnD(ejl, .. .,ejn) =

Jj1=1 Jo=1 Jn=1

n n
= Z PN Z A15, Q2455 - - - anjnD(ejl, ce 7€jn) = D(al, N ,an).

Jj1=1 Jn=1

Die vorletzte Gleichheit iiberlegt man sich wie folgt. Die Summanden, die zu Permu-

. 1 . n
tationen . .

Ji -+ Jn

keine Permutation ist, so gilt j; = j, fiir mindestens ein Paar i, k, ¢ # k. Wegen D3

) gehoren, stimmen nach Obigem {iberein. Wenn (71, ..., j,)

ist dann in diesen Fallen

D(ejl, e 7€jn) =0= D(@jl, e 76jn)'
|

Satz 12.10 (Existenz) Fiir jedes n > 1 existiert eine (und deshalb genau eine)
Determinantenfunktion. Sie ist gegeben durch die Formel von Leibniz

D(ay,...,a,) = Z SIgN 0 - A1g(1) ** * Ano(n)- (12.1)

JES’n

BEWEIS: Wir stellen fest, dass eine Determinantenfunktion, falls es iberhaupt eine
gibt, durch die Formel beschrieben wird. Dies folgt direkt aus dem Beweis des
Eindeutigkeitssatzes: Es gilt ja

1 ... n

sign (. )
D(ejm"'aejn): (]1 oo JIn
0 sonst.

) fiir Permutationen
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Man kann nun den Satz beweisen, indem man zeigt, dass (12.1)) die Eigenschaften
D1 bis D4 einer Determinantenfunktion besitzt.

Wir wihlen aber einen anderen Weg, der gleichzeitig eine weitere Formel zur Be-
rechnung der Determinantenfunktion liefert.

Fiir eine n x n-Matrix A = (a;;) definieren wir die (n — 1) x (n — 1)-Matrix A;;
als diejenige Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und j-te Spalte
weglésst:

all PRI 11‘] DY aln
Aij = 7T 77 tin
a/nl DY nj DY a/nn

Wir konstruieren jetzt eine Determinantenfunktion mittels vollstdndiger Induktion
nach n.

INDUKTIONS-VERANKERUNG: Fiirn = 1 und a € K! = K definieren wir
D(a) = a.
INDUKTIONS-SCHRITT: Sei jetzt n > 2.

Wir nehmen an, die n — 1-dimensionale Determinantenfunktion sei definiert. Wir
wollen D(ay,...,a,) definieren fiir a; € K". Dazu betrachten wir die Matrix A =
(a;j), deren Zeilen gerade die Vektoren ay,...,a, sind. Die Zeilen der Matrix A;;
sind dann Vektoren aus K"~!. Fiir diese ist nach Induktions-Annahme eine (n — 1)-
dimensionale Determinantenfunktion D definiert. Wir setzen D;; := D(A;;) und
definieren

D(al, e ,an) = (—1)1+1a11D11 + (—1)1+26L21D21 4+ ...+ (—1)1+”an1Dn1 (122)

Wir weisen nun die Eigenschaften D1 bis D4 fiir (12.2)) nach:

1 0 - 0

D4 D(ey,...,e,) =D 0 e — (_1)1+1D11 -1
I |
0o --- 0 1

D3 Es sei a; = a; mit ¢« < j. Falls  # ¢ und r # j ist, so hat A,; zwei gleiche
Zeilen. Also gilt nach Induktions-Voraussetzung D,; = 0. Somit ist

D(al, ey Qe Ay ,O,n) = (-1)1+i(1i1Dﬂ + (—1)1+jaj1Dj1.
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Weiter ist a;; = aj; und Aj; entsteht aus A;; durch j — i — 1 Vertauschungen
benachbarter Zeilen. Wegen der Schiefsymmetrie (Induktionsvoraussetzung)
ergibt sich

D(CLh e ,Cln) = (—1)1+iaﬂDi1 + (—1>1+jai1(<—1)jiiilDﬂ) =
= GilDil((—1)1+i + (-1)2jil) =0.

D1
D(ay, ..., Aaj, ... a,) =
= (=)' ay ADy1+(—=1)"2ag ADgy 4 - -+(=1)""Aayy Diy++ - -+ (=1)""a,n ADpy
=AD(ay,...,aq;,...,0a,).
D2 Sei A’ die Matrix mit den Zeilen ay,...,a;,...,a,, A” diejenige mit Zeilen
a,...,a’,...,a, und A diejenige mit Zeilen ay,...,a, +a’, ..., a,.
Wir setzen D := D(A’;) und D}, := D(AY). Dann gilt nach Induktions-
Voraussetzung

Djl = D;l + D;-ll fiir ] 7£ 7 und Dil = D;l = D;II

Damit erhalt man

n

D(ay,...,a.+al,...;a,) = Z(—1)1+jaj1Dj1:

Jj=1

= E (_1)1+jaj1(D;‘1 + D;/1) + <_1>1+i(a;1 + ag’l)Dil
j=1
i

= D(ay,...,a,,...,a,) + D(ay,...,a},... ay).

12.4 Die Determinante einer Matrix

Definition 12.11 Die Determinante einer quadratischen Matrix A € K™*"
ist definiert durch

det A := D(ay,...,a,),
wobei ay, ..., a, die Zeilen- Vektoren von A sind. Statt det A schreiben wir auch |A|

bzw.
aix -+ Qip

det A =

Ap1 Qpn
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Speziell gilt fiir die Einheitsmatrix £ wegen D4:

10 0
detp=|" o

Bemerkung 12.12 Im Existenzbeweis einer Determinantenfunktion haben wir die
1. Spalte der Matrix A ausgezeichnet. Wir hétten ebensogut von der k-ten Spal-
te ausgehen konnen. Der Nachweis der Eigenschaften D1, D2, D3 einer Determi-
nantenfunktion verlduft analog. Damit auch D4 gilt, muss das Vorzeichen richtig
gewahlt werden. Wir erhalten dann die Entwicklung nach der k-ten Spalte:

n

D(ay,...,a,) =Y (=1)"7ayDj. (12.3)

J=1

Wegen der Eindeutigkeit beschreiben die Formeln ((12.1)), (12.2) und (12.3)) dieselbe

Determinantenfunktion.
Beispiele 12.13

1. n = 3: Entwicklung nach der 1. Spalte:

aix aiz2 A3
d . G22 (23 a2 @13 a2 13
et | ag1 ao ax | =an — Qg + asy
a32 433 a3z Q33 Q22 23
a31 Aazz G33
2. Fiir eine Dreiecks-Matrix
11 Q12 A1n
0 agx Q2n,
A= '
. An—1n
0 0 Ann

gilt nach ((12.2)) und mit vollstandiger Induktion

0/22 a23 PR PR a2n
0 as --- a3,
detA:au det = ...= Q110922 " App-
An—1n
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3. Ein Beispiel zur Berechnung der Determinante einer Matrix durch elementare
Zeilenoperationen unter Beriicksichtigung der Eigenschaften D1, D2, D3 und
D4 der Determinantenfunktion:

3212 5\ |-2 6 4 24 10 j
21 6 4 | ]1-3 1/1\° 6 3 18 12

det =—(=] det
20 2 =3[ 1]-3 2\3 6 6 —9
22 7 4/ ]-3 6 6 21 12

6 3 18 12 -1 9-1 7-1
6 4 ]J

6 0

6 6

( 1
: <> 0 —15 6 ) |-2
RIORE N Al
= (=1) G)Q : é : % -30 - (—123)
= 41.

12.5 Rechnen mit Determinanten

Es sei AT die zu A transponierte Matrix, AT = (az)" = (ap).

Satz 12.14 Fiir eine (n x n)-Matrix A € K™ " gilt: det A = det A",
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BEWwWEIS:
det A = Z SIgN T A15(1) * ** Opo(n) = Z SIgN T Ug—100(1)0(1) * ** Go—Loo(n)o(n) =

ceSh geSn

= Z SIgN O Ag-1(1)1 ** * Ug—1(n)n = Z sign o ! Ug—-1(1)1 " * Qo1 (n)n =
UESn UESn

= Z sign (o™ 1) Ar=1(1)1 """ Qg1 (n)n =
o~leS,

= Z SIgN O Ap(1)1 * ** Qo(n)n = det(AT).
O'ESTL

Die dritte Gleichheit erhélt man durch Umordnen der Summanden, die vierte wegen
sign (07!) = sign o und die fiinfte bzw. sechste weil {o € S,} = {o7! € S, }.

Bemerkung 12.15 Aus den Zeilen von A werden beim Transponieren die Spalten
von A". Entwickelt man die Determinante von A" nach der i-ten Spalte gemif
(12.3)), so ergibt das die Entwicklung der Determinante von A nach der i-ten
Zeile:

det A= (=1)"*ayDy, (12.4)
k=1

Satz 12.16 (Determinanten-Multiplikationssatz) Fiir das Matrix-Produkt von
A, B € K™™ gilt:
det(A- B) = det A - det B.

BeEwEIS: Die Spalten von A seien ay,...,a,, A = (a1 | -+ | a,). Wir konnen das
Matrixprodukt AB dann in Spaltenform schreiben als

AB = (b11a1 +---+bn1an | ’ blnCL1 —l—+bnnan)

Also nach Folgerung (a), (d) und D3:

det(AB) = ibill"‘ibinnD(aiu"'aain)

i1=1 in=1

= Z ba(l)l te ba(n)nD(aa(l)a o 7aa(n))
O’ESn

= Z bo()1** * bo(myn signo D(ay, ..., ay)
gESy

= detA-det BT = det A - det B.
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Satz 12.17 Eine n X n-Matrix A € K"*" ist genau dann regulér, wenn det A # 0.
BEWEIS: ,,=*“: Ist A regulir, so existiert A=! mit AA~! = E,. Nach Satz [12.16] ist
det A-det A™' =det(A-A™') =det B, = 1,

also det A # 0.

,<="“:Ist det A # 0, so sind die Zeilen von A nach Satz 12.8 linear unabhéngig, also
Rang A = n, d.h. A ist regulér. |

Folgerung 12.18

1. Fiir eine regulidre Matrix A € GL(n,K) gilt

B 1
 det A

det(A™') = (det A)~*

2. Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante:

det(T1AT) = det A
BEWEIS:

1. Folgt aus der Formel im Beweis von Satz [12.17} det A - det(A™!) = 1.
2. det(T7'AT) =det(T7') -det A-det T = (det 7)™ - det T -det A =det A. W

Definition 12.19 Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ® : V — V ein
Endomorphismus. Weiter sei B eine Basis von V und A := ME(®) die zugehorige
Abbildungsmatrix von ®. Die Determinante des Endomorphismus & ist

det ® := det A.

Dieser Begriff ist wohldefiniert, das heif3t unabhéngig von der Wahl einer Basis: Falls
B eine weitere Basis von V ist mit Basiswechsel von B nach B, so gilt nach Abschnitt
10.3, dass A = MEE(CI)) = T7LAT fiir eine regulire Matrix 7. Also nach Folgerung
11.14 (2) det A = det(T1AT) = det A.

Satz 12.20 (Determinante und Inverse einer Matrix) Es sei A € K"*" eine
regulire Matrix und dj, := (—1)*" Dy;. Dann gilt

1
- detA(djk)'
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BEWEIS: Es ist
& & : det A (k=1)
Zaijdﬂe = Zaia‘(—l)kﬂDka‘ = { 0 (k#1)
j=1 j=1

Fiir k£ = i steht links ndmlich gerade die Entwicklung von A nach der i-ten Zeile.
Fiir k£ # 1 steht links die Entwicklung nach der k-ten Zeile der Determinante einer
Matrix, deren i-te und k-te Zeilen iibereinstimmen. |

12.5.1 Determinanten und lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem mit n Geichungen und n Unbestimm-

ten
Ax =0 (12.5)
ap; Qa2 Q1n Ty by
mit A= | @ 92 7 @ e |0 ek b= ¢ | e K
An1  Gn2 Ann Tn bn

Satz 12.21 FEin homogenes lineares Gleichungssystem Az = 0 (also mit n
Gleichungen und n Unbekannten) hat genau dann nur die triviale Losung, wenn
det A # 0.

BEWEIS: Nach Satz 11.8 ist Ax = 0 genau dann nur trivial 16sbar, wenn Rang A = n
ist. Nach Folgerung 8.23 also genau dann, wenn A1 existiert. Die Behauptung folgt
dann mit Satz 1217 [

Wir betrachten jetzt ein LGS mit det A # 0. Es gibt dann genau eine Losung x =
A7'b. Der folgende Satz liefert eine Formel fiir die Losung @ mittels Determinanten.
Fir £ =1,...,n setzen wir

a1 - A1 k-1 by a1 k+1 - Qip
Dk = det :
Qp1 *+ OQpk—1 bn Qpk+1 **° Apn

Satz 12.22 (Cramersche Regel) Ein LGS mit det A # 0 hat genau eine

Lésung © = (xy,...,x,) und es gilt

Dy,
Tk = 3 (k=1,...,n).

Dabei erhélt man die n-reihige Determinante Dy, indem man in det A die k-te Spalte
durch den Vektor b aus ersetzt.
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BEWEIS: Nach D1 und Folgerung (b) gilt

rpdet A = det(ay |-+ | ap—1 | Zpag | apgr |- | an)
n
= det(ar |- [ar | D wja; | apa |- | an)
j=1
= det(a1|-~-|ak_1|b‘ak+1|""an):Dk‘

Beispiel 12.23 Fiir das LGS {iber K = Q

T + Ty — r3 = 0
T + x3 = 1
21’1 — XT9 = 2
ist
1 1 -1
det A={1 0 1|{=4#0.
2 -1
Wir berechnen
0 1 -1 1 0 —1 1 10
Di=|1 0 1 =3, Dy=|11 1|1=-2, D3=|1 0 1]|=1
2 -1 0 2 2 2 -1 2
7 T 7
und erhalten den Loésungsvektor
3
1
= -1

=
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13 Eigenwerte und Eigenvektoren

Die einfachsten linearen Selbstabbildungen eines IK-Vektorraumes V' sind Streckun-
gen, also von der Form

Aidy -V =V, z— Xz (A € K).

Die Abbildungsmatrix beziiglich einer beliebigen Basis ist dann von der Form

A 0 --- 0
A 0 A
: .. .0
0 --- 0 \
Etwas allgemeiner sind Endomorphismen ® : V' — V. deren Abbildungsmatrix
beziiglich einer geeigneten Basis {v1,...,v,} Diagonalgestalt hat:
N O -0
A= 0 A
R 0
0 -~ 0 M\,

Insbesondere gilt also ®(v;) = \v; fiir alle i. Ein Ziel dieses Kapitels ist es, solche
Abbildungen zu verstehen.

13.1 Definitionen

Definition 13.1 Es seien V' ein K-Vektorraum und ® : V' — V ein Endomorphis-
mus. Der Skalar A € K heifit Eigenwert von ®, falls ein Vektor x € V mit x # 0
existiert, so dass

®(x) = Az oder, dquivalent, (® — Nidy)(xz) =0 (13.1)

gilt. Der Vektor = heifit Eigenvektor von ® zum Eigenwert \.

Die Menge aller Eigenvektoren von ® zu einem festen Eigenwert A bildet zusammen
mit dem Nullvektor einen Untervektorraum von V. Er heifit der zu A\ gehdrige Ei-
genraum von ¢ und wird mit E) bezeichnet. Die Menge aller Eigenwerte von &
heiffit Spektrum von .

Bemerkung 13.2 1. Wegen (|13.1)) gilt

Ey\ = Kern (¢ — Aidy).
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2. Es sei A € K™". Die Matrix A definiert dann die lineare Selbstabbildung
®:V — V,z— Axz. Wir konnen deshalb auch von Figenwerten, Eigenvektoren
und FEigenrdumen quadratischer Matrizen sprechen.

Sind Ay, A\s zwei verschiedene Eigenwerte der linearen Selbstabbildung ® von V', und
sind x1 (bzw. z3) zu Ay (bzw. zu \y) gehorige Eigenvektoren, so sind xy, 25 linear
unabhéingig. Andernfalls wire namlich xo = ax; fir ein a € K, und daraus folgt
wegen

CI)(IQ) = )\QZEQ,

O(zy) = P(axy) = alx; = Az,

dass (A1 — Ay)xe = 0 im Widerspruch zu Ay — Ay # 0 und x5 # 0.
FOLGERUNG: Ej, N Ey, = {0}.
Allgemeiner gilt

Satz 13.3 Hat ein Endomorphismus ® von V' r verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A,
so sind zugehoérige Eigenvektoren x4, ..., x, linear unabhingig.
BEweEis: Fiir alle ¢,k =1,...,r gilt

Wenden wir & — \; id auf

an, so folgt entsprechend

(I) )\ ld (Z ozkxk) Z()ék /\,1€ - JZ}C = 0

und in der Summe fillt der Summand mit z; weg. Wenden wir also auf nachein-
ander

S—Nid,..., & - X1 id, - A4 id,..., 2=\ id
an, so wird
aj(Aj = A) - (g = A) (N = Aj) - (N — M)z = 0,
und es folgt o; =0 fiir j = 1,...,7. Die 21, ..., 2, sind also linear unabhéngig. W

Folgerung 13.4 (a) Ein Endomorphismus ® eines n-dimensionalen K- Vektorraumes
hat hochstens n Eigenwerte. Jede Matrix A € IK"™*™ hat hochstens n Eigenwerte.

(b) Die Summe der Eigenrdume von ® ist direkt, und es gilt E\, & --- @ E,, C V.
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13.2 Berechnung der Eigenwerte: charakteristisches Poly-
nom

Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum, ® € Hom (V,V), A = ME(®) die Ab-
bildungsmatrix von ® beziiglich einer (geordneten) Basis B und zp = Opg(x) die
Koordinatendarstellung von = € V beziiglich derselben Basis B (siehe Abschnitt
10.1). Dann ist ®(x) = Az, A € K, dquivalent mit Axp = A\xp. Es geniigt daher,
Eigenwerte von Matrizen zu betrachten. Nun gilt:

A ist Eigenwert von A € IK"*"
<= Es existiert x € K",z # 0, mit Az = Az bzw. mit (A — AE,)z =0
<= (A — A\E,)z = 0 ist nichttrivial 1sbar

<= Rang (A — \E,) <n <= det(A— A\E,) =0

Nach Definition der Determinante erhalten wir fiir A = (a;)

det(A — \E,) Z sign o - (a1o(1) — Adio(1)) =+ * (Anom) — Ano(m))-

oc€ESh

Die Definition der Determinante einer Matrix A = (a;;) ist nicht nur sinnvoll fiir
Matrizen mit Eintrdgen a;; aus einem Korper K, sondern auch fiir Matrizen mit
Eintrdgen aus einem kommutativen Ring R mit Eins. Sind die Eintrége z.B. Poly-
nome a;; € K[X], so ist det A ebenfalls ein Polynom. Speziell kénnen wir also das
Polynom

pa =det(A— XE,) Z signo - (a10(1) — X616(1)) - (Anom) — X0nom))-

definieren. p4 heifit charakteristisches Polynom von A.

Wir ordnen nach Potenzen von X und erhalten
pa=ag+a X +aX*+ - +a,_ X"+ (=1)"X"
mit ag, aq,...,a, € K. Dabei ist speziell
=detA, ay—1=(—1)""an +an+- - +am) = (-1)""'Spur A4, a, = (-1)",

wobei die Spur von A, Spur A, definiert ist als die Summe der Diagonalelemente
von A.
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Einem formalen Polynom koénnen wir durch Einsetzen eine Polynom-Funktion zu-
ordnen:

p=ao+auX + - a, X" € K[X]— f,(t) =ap+ art + - --a,t" € Abb(K, K).

Definition 13.5 Ein Element o € K heifit Nullstelle von p € K[X], falls f,(a) =0
1st.

Bemerkung 13.6 Der Grundkoérper K ist hier wichtige: Auch wenn p nicht das
0-Polynom ist, kann die zugehérige Polynom-Funktion f,(¢) die Null-Funktion sein!

Beispiel: Sei p = X — X? € K[X] und somit f,(t) =t —t*> =t(1 — t) € Abb(K, K).
Falls K = R so hat f,(t) die zwei Nullstellen ¢; = 0 und ¢, = 1; fiir alle anderen ¢
ist f,(t) # 0. Falls K = Fy = {0,1} (der Kérper mit 2 Elementen), so ist f,(0) =0
und f,(1) =1, also f,(t) die Null-Funktion.

Zusammenfassend haben wir den

Satz 13.7 \ € K ist genau dann Eigenwert der Matrix A € IK™*", wenn A\ Nullstelle
des charakteristischen Polynoms p4 von A ist.
Ist \ Eigenwert von A, so ist der Eigenraum FE\ gleich dem Lésungsraum des homo-

genen linearen Gleichungssystems (A — AE,)x = 0.

Satz 13.8 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes komplexe Polynom mit grad >
1 hat mindestens eine Nullstelle.

Einen Beweis dieses Satzes findet man in [7].

Bemerkung 13.9 Ahnliche Matrizen besitzen das gleiche charakteristische Poly-
nom, also insbesondere das gleiche Spektrum.

BEWEIS: Aus A, B € K™ mit B = S"1AS und S € K™ regulir folgt

pp = det(B— XE,) =det(S'AS — XS'S) =det(S (A - XE,)S) =
= det S 'det(A— XE,)det S = det(A— XE,) = pa.

Damit kénnen wir auch das charakteristische Polynom eines Endomorphis-
mus & : V — V definieren als das charakteristische Polynom einer (beliebigen)
Abbildungsmatrix A von ®:

po = det(® — Xidy) = det(A — X E,).
Satz gilt dann entsprechend auch fiir Endomorphismen.
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Beispiel 13.10
11
1. Sei A= K =R.
Sei ( 01 ) , R

1-X

1
0 1_x ‘ = (1 — X)?, also ist A = 1 einziger Eigenwert

Es ist py = ‘

von A. Fiir den Eigenraum erhalten wir £} = [( (1) )]

— 0 1 9%2
2.Se1A—(_1 O)E]K )

-X

1
— X% 41,
1 X ‘ *

Dann ist py = ‘

An diesem Beispiel sehen wir, dass die Existenz von Eigenwerten von dem
zugrunde gelegten Korper abhéngt.

Fiir K = R existiert keine Nullstelle von py4, also auch kein Eigenwert von A.

Fiir K = C ergeben sich die Eigenwerte A\; =i und Ay = —i. Die zugehorigen

EA1:[< 1 )] und EM:[( _li)].

Fir K = Fy = {0,1} ist A = 1 einziger Eigenwert mit zugehorigem Eigenraum

Eigenrdume sind

0 -1 11

-1 1 -2 3

A= 2 -1 00
1 -1 10

Fiir das charakteristische Polynom ergibt sich:

-X -1 1 1
1 1-x -2 3] )
pa = X 1 _x 0 =(1+X)*(1-X)(2—-X).
1 -1 1 -X
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Also sind A\; = —1, Ay = 1 und A3 = 2 die Eigenwerte von A. Die zugehorigen
Eigenrdume sind

E)q: 2 3 —

O Rk~ O
3
>
I

— = = =
S|
>
|

_ = O =
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14 Diagonalisierbare Endomorphismen

Definition 14.1 Eine quadratische Matrix A € K™ heifit diagonalisierbar,
wenn sie zu einer Diagonalmatrix

A1 O 0
i 0 X
0 0 A\

dhnlich ist. Ein Endomorphismus ® heifit diagonalisierbar, wenn es eine Abbil-
dungsmatrix von ¢ gibt, die Diagonalgestalt hat.

Bemerkung 14.2 Da alle Abbildungsmatrizen eines Endomorphismus ® &hnlich
sind, ist im Falle der Diagonalisierbarkeit von ® jede Abbildungsmatrix von ® dia-
gonalisierbar und auflerdem zur gleichen Diagonalmatrix dhnlich.

Satz 14.3 (1. Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus)
Fiir einen Endomorphismus ® eines n-dimensionalen KK-Vektorraumes V' sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

® ist diagonalisierbar.

(a
(

)

b) In V gibt es eine Basis aus Eigenvektoren von ®.

(c) V ist die direkte Summe der Eigenrdume von ®.
)

(d) Die Summe der Dimensionen der Eigenrdume von ® ist n.

BeEwEIS: (a) = (b) Nach Definition der Diagnalisierbarkeit gibt es eine Basis
B ={vy,...,v,} von V| beziiglich der die Abbildungsmatrix von ¢ Diagonalgestalt

N O - 0

0 X :

o 0

0 -+ 0 X\,
(mit nicht notwedig verschiedenenen A, ..., A,) hat. Also gilt ®(v;) = A\v; fiir i =
1,...,n, d.h. die Basisvektoren v; sind Eigenvektoren von .
(b) = (c) Es seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte von ®. Dann ist nach

Satz die Summe der Eigenrdume von ® direkt, und es gilt £y, ©--- S E), C V.
Sei umgekehrt v ein beliebiger Vektor aus V. Beziiglich der Basis {vy,...,v,} aus
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Eigenvektoren von @ gilt dann die Darstellung v = ayvy +- - - + a,,v,. Fassen wir alle
Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert \; zusammen, so erhalten wir v = v+ - -+,
mit QNJiEE)\i,izl,...,kZ.

(c) = (d) ist klar.

(d) = (a) Es seien E,,,...,E,, die Eigenrdume von ® und dim E), = n; fur
t = 1,...,k. In jedem Eigenraum F),, wihlen wir eine Basis B;. Dann ist B :=
By U ---U By, nach Satz linear unabhéngig, und wegen ny + --- + n; = n ist
B sogar eine Basis von V. Beziiglich dieser Basis hat die Abbildungsmatrix von &
Diagonalgestalt. [ ]

Bemerkung 14.4 Satz gilt analog, wenn wir ® durch A € K"*™ und V' durch
K™ ersetzen.

Folgerung 14.5 Ein Endomorphismus ® eines n-dimensionalen K-Vektorraumes
(bzw. eine (n X n)-Matrix A) mit n verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar.

Die Frage nach der Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus bzw. einer quadrati-
schen Matrix ldsst sich auch mit Hilfe des charakteristischen Polynoms entscheiden.

Satz 14.6 (2. Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus)
Es seien V' ein n-dimensionaler IK-Vektorraum und ® : V' — V ein Endomorphismus.
Dann gilt:

® ist genau dann diagonalisierbar, wenn sein charakteristisches Polynom pg in der
Form
po = (—1)"(X =A™ - (X = Ap)"™ (%)
darstellbar ist mit r; € N und paarweise verschiedenen )\; € KK und wenn fiir i =
1,...,k gilt:
dim Bild (® — \;idy) =n —r;.

Bemerkung 14.7 (a) Es gilt:

dimBild (® — \;idy) =n — r; <= dim E), = dim Kern (® — \;idy) = ;.

(b) Besitzt ein Polynom p die Darstellung (x), so sagt man, dass p in Linearfa-
toren zerfillt. Die Zahl r; in der Darstellung (%) nennt man algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes \;. Die Dimension des Eigenraumes £, heifit
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes \;. Satz[14.6/kann man also kurz
auch so formulieren:

Ein Endomorphismus ® ist genau dann diagonalisierbar, wenn das charakte-
ristische Polynom pg in Linearfaktoren zerfdllt, und wenn fir alle Eigenwerte
die geometrische und die algebraische Vielfachheit gleich sind.
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BEWEIS: Es sei ® diagonalisierbar. Dann besitzt ® eine Abbildungsmatrix A der
Form

wobei die \; paarweise verschieden sind mit Vielfachheit (=Késtchengrofie) r;. Somit
gilt

det(A—XE,) =M —X)" - (N = X)) = (=1)"(X = A)™ - (X = X))
und dim Bild (® — )\;idy) = Rang (A — \E,) =

A — N

AL — N\
= Rang ) =n-r;.

e — A

e — N

Ist umgekehrt pe = (—1)"(X — A)™ -+ (X — A\p)™, so sind Aq,..., \; gerade die
Eigenwerte von ®. Wegen dim Bild (¢ — \;idy) = n — r; gilt dim B, = r; (vgl
Bemerkung und somit dim Ey, +---+dim E\, =7+ -+ 71, = grad ps = n.
Nach Satz ist daher der Endomorphismus ¢ diagonalisierbar. |

Wir setzten jetzt die Beispiele aus [13.10)] fort.

Beispiel 14.8 1. Wir betrachten die Matrix

_ 11 2X2
A_<O 1)€]R
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mit dem charakteristischen Polynom p4 = (1 — X)?. Wegen Rang (A — E») =
1 # 2 —2 =0 ist A nicht diagonalisierbar.

=(5)

ist iiber R nicht diagonalisierbar. Uber € gilt ps = (i — X)(—i — X), also
hat A zwei verschiedene Eigenwerte und ist iiber € diagonalisierbar. Uber
dem Korper Fy gilt ps = (X + 1)%. Also ist 1 einziger Eigenwert von A (mit
algebraischer Vielfachheit 2) und dim F; = 1. Somit ist A € F?*? nicht diago-
nalisierbar.

2. Die Matrix

3. Die reelle Matrix

0 -1 11

-1 1 -2 3

A 2 -1 00
1 -1 10

hat das charakteristische Polynom ps = (1 + X)*(1 — X)(2 — X) und die
Eigenwerte A\; = —1, Ay = 1 und A3 = 2 mit den (algebraischen) Vielfachheiten
r1 = 2,75 = 1 und r3 = 1. Wir wissen schon, dass dim F,, = 1 ist. Wegen
1 # r; ist also A nicht diagonalisierbar.

4. Gegeben sei die reelle Matrix

mit dem charakteristischen Polynom ps = (2 — X)?(7 — X). Wegen

)\1 = 2,T1:2, Ral’lg(A—/\lE>:1:3—2,
Ay = T,r; =1, Rang(A— MFE)=2=3—-1,

ist A diagonalisierbar.

Bemerkung 14.9 Ist A € K™*" diagonalisierbar und ist {vy,vs, ..., v,} eine Basis
von K" aus Eigenvektoren von A mit Av, = A\, fiir ¢« = 1,...,n, so gilt fiir die
reguldre Matrix S = (v | v2 | -+ - | v,) mit Spalten v;
N OO - 0
stas—| O A
. 0

0 -~ 0 \,
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BeEweIs: Die Matrix S beschreibt den Basiswechsel zwischen {vy,...,v,} und der
Standardbasis. Die obige Diagonalmatrix ist gerade die Abbildungsmatrix von x —
Az beziiglich der (neuen) Basis {vq, v, ..., v,}. |

Beispiel 14.10 Im Beispiel (4) sind die Eigenrdume gegeben durch

1 —2 1
E)\l = 0 ) 1 ) E)\Q = 2
1 0 0
Also ist
1 -2 1
S=10 1 2
1 00

eine solche Transformationsmatrix. Es gilt dann

STTAS =

S O N

0
2
0

N O O
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15 Trigonalisierbare Endomorphismen

Definition 15.1 Ein Endomorphismus ® : V' — V eines endlich dimensionalen K-
Vektorraumes V' heifit trigonalisierbar, wenn eine Basis von V existiert beziiglich
der ® durch eine (obere) Dreiecksmatrix dargestellt wird.

Satz 15.2 Ein Endomorphismus ® € Hom (V, V) ist genau dann trigonalisierbar,
wenn das charakteristische Polynom pg in Linearfaktoren zerféllt.

BeEwEIS: Die Abbildung ® werde beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Drei-
ecksmatrix

aj;p ai2 - Qip
0 axp - ag

A=
0 0 - an

dargestellt. Dann ist pg = (a1 —X) - - - (@ —X), d.h. das charakteristische Polynom
zerfallt in Linearfaktoren.

Zertillt umgekehrt das charakteristische Polynom von @ in Linearfaktoren, so be-
weisen wir mit Induktion nach n, dass ® trigonalisierbar ist. Fiir n = 1 ist nichts
zu beweisen. Es sei n > 2. Dann existiert nach Voraussetzung mindestens ein Ei-
genwert A; von ®. Es sei v; ein Eigenvektor zu A;. Ergénzen wir v; zu einer Basis

{v1,v9,...,v,} von V| so stellt sich & durch eine Matrix der Form
Al aip e a1
0 axp - a
A=10 azx - as
0 Qp2 -+ Qnp
dar. Wir betrachten nun die lineare Selbstabbildung ¥ : vy, vs, ..., v,] — [v2, Vs, ..., U],

die beziiglich der Basis {vs, ..., v,} durch die Matrix

Qg2 -+ Q2p

gz - A3p
A= | . .

Qp2 -+ App

gegeben ist. Ist py das charakteristische Polynom von V¥, so gilt ps = (A — X )py. Da
pe in Linearfaktoren zerfallt, gilt dies auch fiir py. Nach Induktionsvoraussetzung
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existiert in [vg, ..., v,| eine Basis {wy, ..., w,} beziiglich der ¥ durch eine Dreiecks-
matrix dargestellt wird. Beziiglich der Basis {v, ws, ..., w,} von V wird dann auch
® durch eine Dreiecksmatrix dargestellt. ]

Folgerung 15.3 Jeder Endomorphismus eines endlich dimensionalen C-Vektorraumes
ist trigonalisierbar.

BEWEIS: Dies ist eine direkte Folge des Fundamentalsatzes der Algebra [13.8] |

Beispiel 15.4 Die lineare Selbstabbildung ® : R®* — R? sei beziiglich der Stan-
dardbasis {e1, €2, e3} gegeben durch die Matrix

-2 1 3
21 -1
-7 2 7

Man erhélt dann pg = —(X — 2)3. Nach Satz ist ® trigonalisierbar, aber nach
Satz nicht diagonalisierbar, da die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes
2 nur 1 betrigt. Der Vektor v; := (1,1,1) ist Eigenvektor zum Eigenwert 2 und
{v1, €2, €3} ist eine Basis von R3. Beziiglich dieser Basis wird ® dargestellt durch die

Matrix
3

21
00 —4
01 4
0 —4
1 4

beschreibt in dem Unterraum |[es, e3] eine Selbstabbildung mit Eigenwert 2. Der

Die Matrix

Vektor vy := —2ey + €3 ist Eigenvektor zum Eigenwert 2. Wihlt man in R? die Basis
{v1, v, e3}, so stellt sich ® dar durch die Matrix

S O N
DN DN W

1
2
0

Damit ist ® triagonalisiert.
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16 Der Satz von Cayley-Hamilton

Wir prézisieren zunéchst, was unter dem Einsetzen eines Endomorphismus bzw.
einer quadratischen Matrix in ein Polynom zu verstehen ist.

Definition 16.1 Es sei V' ein K-Vektorraum, ¢ ein Endomorphismus von V' sowie
p=ag+a X +aX*+- - +a, X" € K[X]
ein Polynom. Dann sei p(®) der Endomorphismus
p(®) := agidy + a;® + ay®* + - - + a,®" € Hom (V, V),

wobei ®F = P oPo---0® (k Faktoren) gilt.
Analog gilt fiir A € K™

p(A) = aOEn+a1A+a2A2+--._|_anAn c H{nxn,
wobei A¥ = A-A--. A (k Faktoren) gilt.

Beispiel 16.2 Ist p = 3+ X + X5, ® ein Endomorphismus bzw. A eine quadratische
Matrix, so ist

p(®) =3idy + &+ ®° bzw. p(A) =3E, + A+ A°.

Bemerkung 16.3 Sei ® € Hom (V, V) ein fest gewdhlter Endomorphismus. Dann
ist die Abbildung

K[X] — Hom (V, V), p— p(®)
ein Homomorphismus sowohl beziiglich der Vektorraum- als auch der Ringstruktur,

der sogenannte Einsetzungshomomorphismus. Denn es gilt fiir alle p, ¢ € K[X]
und alle A € K

(p+q)(®) = p(®)+q(P),
(A-p)(@) = A p(@P),
(p-q)(®) = p(®)oq(®)=(q-p)(P).

Um die letzte Eigenschaft zu beweisen, geniigt es, diese auf der Basis {1, X, X?,...}
von K[X] nachzupriifen.

Wir wollen jetzt den Endomorphismus @ in ein spezielles Polynom, néamlich das
charakteristische Polynom von ®, einsetzen.
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Satz 16.4 (Cayley-Hamilton) E]Es seien V' ein n-dimensionaler IK-Vektorraum,
® ein Endomorphismus von V' und pg das charakteristische Polynom von ®. Dann
gilt po(P) =0 (=Nullabbildung).

BEWwEIS: Wir schreiben kurz p fiir das charakteristische Polynom pg. Es ist zu zeigen,
dass p(®)(x) = 0 fiir alle z € V gilt. Fiir 2 = 0 ist dies klar. Sei also z # 0 (fest).
Wir betrachten nun fiir jedes m € Ny die Vektoren

PY(z) = z, ®(x), ®*(2),..., 0" (7),

dabei haben wir ®° := idy gesetzt. Fiir m = 0 besteht diese Menge nur aus dem
Vektor x # 0 und ist somit linear unabhéngig. Fiir m > n ist sie linear abhéngig.
Also existiert ein kleinstes m € N, fiir das diese Vektoren linear abhéngig sind. Dann
ist

B = {z,®(z),®*(2),..., " Yz)}
linear unabhingig und B U {®"(z)} linear abhiingig. Es existieren also (von z
abhéngige) Skalare ag,ay,. .., a1 € K mit

P"(z) = apr + a1 ®(x) + -+ + a1 O™ (2).
Sei
g=ag+a X+ +a, X" - X" e K[X].

Dann ist ¢(®) € Hom (V, V), und es gilt ¢(®)(z) = 0. Beachten Sie, dass die a; und
damit auch das Polynom ¢ von x abhéngig ist.

Wir wollen jetzt zeigen, dass auch p(®) = 0 ist. Dazu betrachten wir den Untervek-
torraum U := [B]. Wegen

®(B) = d({z,..., 0" (2)}) = {®(2),...,d"(2)} C U

ist ®(U) € U, d.h. U ist invariant unter ® und ® := & |; ist ein Endomorphismus
von U. Beziiglich der (geordneten) Basis B hat ¢ die Abbildungsmatrix

0 0 ... 0 Qo
0 ... 0 ay

. . 0 Am—2

0 ... 0 1 amn,

Wir bestimmen das charakteristische Polynom pz von .

SArthur CAYLEY (1821-1895), William Rowan HAMILTON (1805-1865)
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- X 0 0 ao JJr
1 -X ... 0 ay ol dx
P =Pi— det(A_XEm) =10 1 <—T+
- X Ayp—92 + - X
0 0 1 am_l—X jX
0 0 ao—i-alX—l—---—l—am,le_l—Xm
1 . .
=10 : :
. 0 Am—2 —|—6Lm_1X —X2
0 ... 0 1 41— X

Entwicklung nach der 1. Zeile ergibt p; = (—1)"q.

Wir ergéinzen nun B zu einer Basis B von V. Der Endomorphismus ® hat beziiglich
B eine Abbildungsmatrix Ag der Form

Ag = A C
O D
mit geeigneten Matrizen C' und D. Fiir das charakteristische Polynom p von ¢ folgt

nach dem Késtchenmultplikationssatz fiir Determinanten (vgl. dazu die Ubungsauf-
gaben zu Determinanten)

p=pe=pp-pi=pp-(-1)"""-q,
wobei pp das charakteristische Polynom von D ist. Setzen wir
o= (=1)""pp,
so gilt p = 7 - ¢ und somit p(®) = r(P) o ¢(P). Daraus folgt
p(®)(x) = r(®)(q(®)(x)) = 0.
Da z € V beliebig war, gilt p(®) =0 (=Nullabbildung). |

Bemerkung 16.5 Satz gilt analog fiir quadratische Matrizen A € K™*", d.h.
es ist pa(A) = O (= Nullmatrix).

Folgerung 16.6 Sei A € K?*2. Dann gilt: A> — (Spur A)A + (det A) Ey = O.

BEWEIS: Das kann man durch explizites Nachrechnen zeigen. Oder man benutzt
den Satz von Cayley-Hamilton, denn das charakteristische Polynom fiir eine (2 x 2)-
Matrix A ist ps = X? — (Spur A) X + (det A) Es. [
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17 Die Jordansche Normalform

Allgemeine Voraussetzung in diesem Kapitel:

’ V' ist ein endlich-dimensionaler komplezer Vektorraum.‘

Ist @ ein Endomorphismus von V| so zerféllt das charakteristische Polynom von &
nach dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren:

P = (-1)”(}( — )\1)7’1 . (X _ )\k)rk-

Einige Ergebnisse dieses Kapitels gelten allgemeiner fiir Endomorphismen von K-
Vektorrdaumen, deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Wie wir
gesehen haben, sind solche Endomorphismen trigonalisierbar, d.h. es gibt eine Ab-
bildungsmatrix A € C™*" von ® der Form

A% * A O 0 0 =« *

A : . : _ 0 .. : n : . : . D+N.
: L s 0 : S
0 0 e\, 0 -~ 0 M\ 0 -« -+ 0

Dabei ist also D eine Diagonalmatrix (deren Eintriage gerade die Eigenwerte von &
sind) und N ist eine obere Dreicksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, genauer zu untersuchen, was man iiber die Matrix
N, also die Eintriage oberhalb der Diagonalen sagen kann. Dies fiihrt schliefilich auf
eine vollstindige Ubersicht (Klassifikation) aller komplexen Endomorphismen bzw.
aller komplexen n x n Matrizen durch Normalformen (vgl. Satz [17.12)).

Als Motivation fiir die folgenden allgemeinen Definitionen weisen wir noch auf eine

spezielle Eigenschaft von oberen Dreicksmatrizen mit Nullen auf der Diagonalen hin.
Fiir

0 =% *
N =
: *
0 0
ist
0 O * *
N2=N.N = <1, ., N"=0
: 0
0 0
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Definition 17.1 Ein Endomorphismus @ eines K-Vektorraumes (bzw. eine Matrix
A € K™") heifit nilpotent, falls ein k € N existiert, so dass ®* = 0 (bzw. AF = 0)
ist.

17.1 Verallgemeinerte Eigenrdume

Es seien V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus
von V. Fiir einen Eigenwert A € € von ® und k € N definieren wir

Ki = Kern (& — X id).

Dabei ist (® — X id)¥ fiir k € N die k-fache Verkettung (& — X id)o (® — X id)o---o
(® — X id) und (® — X id)° die identische Abbildung id = idy von V. Insbesondere
ist also Ky = {0}, und K; = E),, der Eigenraum zum Eigenwert \ von ®.

Hilfssatz 17.2 Flir die Kerne K, (k=0,1,2,...) zum Eigenwert \ gilt:
1. Alle Ky, sind ®-invariant, d.h. ®(K}) C K.
2 Esist Ko C Ky CKyC-o-.

BEWEIS:

1. Um zu zeigen, dass K} invariant ist unter ®, wihlen wir x € K}, beliebig aus.
Es gilt also (® — X id)*¥(x) = 0. Daraus folgt

(@ —Xid)((® — X id)*(2)) = (® — A id)*((® — X id)(z)) = 0.
Somit ist (®—\ id)(z) = ®(x)—\x € K. Dax € K ist, ergibt sich ®(z) € K.
2. Wenn z € K, fiir ein k € {0,1,2,...} ist, so gilt (® — X id)*(z) = 0 und damit

auch
(@ — X id)*(z) = (© — X id) ((® — Aid)*(z)) = 0.
Also haben wir x € Kj,1. Da x beliebig war, folgt Ky C Kjyyq. [ |

In Hilfssatz[17.2]ist Ko # K; weil K1 = E) # {0} = K. Es sei ¢ diejenige natiirliche
Zahl, fiir die zum ersten Mal K, = K, gilt. Eine solche Zahl muss es geben, denn
wéren alle K voneinander verschieden, so wére dim K,,.1 > n+ 1 > dim V, was
nicht moglich ist.

Hilfssatz 17.3 Falls fiir die Kerne Kj, zum Eigenwert A und 1 < q < n gilt
Ko C K1 C - C Ky =Ky,

S0 ist
K, = Kqj, g=123,....
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BEWEIS: (durch vollstindige Induktion nach j): Fiir j = 1 gilt die Behauptung
nach Voraussetzung. Es gelte also, dass K, = K41 = -+ = K4, fiir ein 7 > 1. Wir
beweisen K, ; = Kqyjq1:

Firz € Kq+j+1 gl].t

(@ — X id)™ 7 (2) = (@ — A id)™ (P — A id)(z)) = 0.
Also ist (® — X id)(x) € Kytj = Kyt j—1 und somit

(@ —Xid)"™(z) = (@ — X id)™H((® — X id)(z)) = 0.

Demnach ist x € K, ; und also K411 C K4 ;. Nach Hilfssatz ist andererseits
K,1j C Kqyj1- Damit haben wir K ; = Kqpj41. |

Aufgrund der Hilfssétze [17.2] und [17.3] kénnen wir nun die Begriffe “Eigenvektor”
und “Eigenraum” eines Endomorphismus ® von V' wie folgt verallgemeinern:

Definition 17.4 Ein Vektor v € V mit v # 0 heiit Hauptvektor (oder verallge-
meinerter Eigenvektor) von ® zum Eigenwert A\, wenn es eine Zahl k € N gibt
mit

(@ — X id)*(v) = 0.
Fiir ¢ € N wie in Hilfssatz heiBt K, = Kern (® — X id)? der zum Eigenwert

A gehorige Hauptraum (oder verallgemeinerte Eigenraum) H, von ®. Diese
Zahl ¢ heifit Index von H.

Die Menge der Hauptvektoren von ® zum Eigenwert A ist also gleich H,\{0} und
enthélt nach Hilfssatz insbesondere alle Eigenvektoren zum Eigenwert .

Um den zu einem Eigenwert A gehorigen Hauptraum H) von ® konkret zu bestim-
men, kann man Hilfssatz verwenden: Wegen ¢ < n =dimV ist
Hy =K, = Kern (¢ — X id)".

Wenn diese Methode bei grofiem n zu miihsam ist, so betrachtet man die Folge der
Kerne Ky, K1, Ks, ... und ermittelt die Zahl ¢, von der an die Folge konstant ist. Es
ist dann

H), = K,= Kern (& — \id)%

Beispiel 17.5 Fiir den Endomorphismus ® von €3, der beziiglich der kanonischen
Basis von C? die Abbildungsmatrix

1
B=120
0

[ I O
B =W
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hat, sollen die Hauptraume ermittelt werden. Man stellt zunéchst fest, dass ® die
beiden Eigenwerte Ay = 1 und A\ = 4 besitzt.

Um H; zu bestimmen, benutzen wir, dass H; = K3 = Kern (® —id)3. Es ist

3

02 3 0 18 39
(B-E¥=(031] =027 27|,
00 3 0 0 27
also H; = [by] mit by := (1,0,0).
Zur Bestimmung von H, berechnen wir
-3 2 3 9 —6 -7
B —4FE = 0 01], (B=4E*=0 0 0 |,
0 00 0 0 0
—27 18 21
(B—4E)? = 0 0 0
0 0 0

Seien by := (2,3,0) und b3 := (7,0,9). Dann erhalten wir fiir den Eigenwert Ay = 4

K, = Kern (¢ —41id) = [by]
Ky = Kern (® — 4 id)* = [bo, bs]
Ks; = Kern (® —4id)® = [by, bs]

Also ist ¢ = 2 und Hy = [be, b3).

17.2 Die Hauptraum-Zerlegung

Hilfssatz 17.6 Sei H) ein Hauptraum von ® mit dem Index q. Der Bildraum B), :=
Bild (® — Aid)? ist ein Vektorraum-Komplement von Hy = Kern (® — Aid)?, d.h. es
gilt

V = H\® B,.

Auferdem ist By invariant unter ®.

BEWEIS: (i) B, ist ®-invariant:
Ist x € By, so gibt es ein y € V mit z = (& — X id)?(y). Daraus folgt
(®—Xid)(z) = (P — A id)?((® — X id)(y)) € By.

Aus (¢ — A id)(z) = ®(z) — Ax € B, erhiilt man dann ®(x) € By, also ®(B,) C B,.
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Fiir x € Hy N B, gilt wegen = € H), einerseits (® — A id)?(z) = 0. Andererseits gibt
es wegen x € By ein y € V mit

= (® - X id)(y). (+)

Also folgt 0 = (& — X id)?(z) = (® — X id)*(y), d.h. y € H nach Hilfssatz[17.3, und

aus (*) erhélt man = = 0.

Fir By = {0}, ist (& — X id)? die Nullabbildung und H) = K, = V. Ist By # {0},
so kénnen wir eine Basis {vq,...,vs} von Hy und eine Basis {b1,...,b;} von B,
wéhlen. Die Menge {vy,..., v, b1,...,b} ist linear unabhéngig, denn sonst wire
H, N By # {0}. Der Untervektorraum H, + B, hat also die Dimension s +t. Weiter
gilt nach Satz[9.21] dass auch

dimV = dim Kern (¢ — X id)? + dim Bild (¢ — X id)? = s + t.
Also ist Hy + B, = V. |
Hilfssatz 17.7 Seien ® ein Endomorphismus von V und
po = (~1)"(X = M) (X = A (X = A

das charakteristische Polynom von ®. Weiter sei V' = H), @ B, wie in Hilfssatz[I7.6,
Dann gilt fiir die charakteristischen Polynome p; von ® | H,, bzw. q von ® | By,

pr=(—1)"(X —=XA)" und ¢ =(=1)""7"(X = X)?--- (X — \p)™.

BEWEIS: Da V direkte Summe von H)y, und B, ist, gilt ps = p; - ¢1. Es geniigt also
zu zeigen, dass \; der einzige Eigenwert von ¢ | m,, ist und dass die Eigenwerte von
o | By, alle von A\ verschieden sind.

Sei A ein Eigenwert von @ |p, , also ®(x) = Az fiir ein # # 0. Da x € H), haben
wir (fiir den Index s; von H)y,)

0= (®— \id)* (z) = (A — \)a,

also, da x # 0, A = \y.
Sei jetzt noch x € B), ein Eigenvektor zum Eigenwert \;. Da F), C H), folgt

x e E\NBy\, CH\, NBy = {O},

ein Widerspruch, da = # 0 als Eigenvektor. ]
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Satz 17.8 (Hauptraumzerlegung) Sei ® ein Endomorphismus eines komplexen
Vektorraums V' mit charakteristischem Polynom

P = (~1)"(X = A" (X A
Dann ist V' die direkte Summe der zugehorigen Hauptrdume von ®:
V=H, &H\,d D H,,.
AufBerdem gilt fiir 1 <1 <k, dass dim H), = r;.

BEWEIS: Wir beweisen den Satz mittels vollstdndiger Induktion {iber die Zahl k£ > 1
der verschiedenen Eigenwerte von . Nach Hilfssatz haben wir eine direkte
Zerlegung

V = H,, & B,,.
Nach Hilfsatz und Hilfssatz ist diese Zerlegung ®-invariant. Ist By, = {0},
so sind wir fertig. Anderfalls ist die Restriktion ®; := P| B,, ein Endomorphismus

von B,,. Nach Hilfssatz ist das charakteristische Polynom von &,
Pey = (=1)"H(X = Ag)™ - (X = )™

und wir konnen die Induktionsannahme auf ®; anwenden. Damit folgt die erste
Behauptung.

Das charakteristische Polynom von ®|p, ist gleich (—1)™ (X — A1)"™ nach Hilfssatz
Also ist dim Hy, = r; und mit Induktion folgt auch die zweite Behauptung des
Satzes. n

Bemerkung 17.9 Wihlt man in jedem Hauptraum H,, (i = 1,...,k) eine Basis
{b},...,b*} mit r; = dim H,,, so ist die Vereinigung dieser k Teilbasen eine Basis
von V. Beziiglich dieser geordneten Basis hat dann die Abbildungsmatrix von ® die
Gestalt

Ay, 0

Ay,
A= . . (17.1)

0 Ay

k

Die quadratischen (r; x r;)-Matrizen A, lings der Hauptdiagonalen sind die Abbil-
dungsmatrizen der Restriktionen ®| m,, beziiglich der gewéhlten Teilbasen.

In der Matrix A sind die Anzahl k£ der Blocke Ay, und die Anzahl r; der Zeilen bzw.
Spalten dieser Blocke durch @ eindeutig bestimmt (k = Anzahl der verschiedenen

Eigenwerte, r; = dim H,,); willkiirlich wéhlbar sind noch die Teilbasen der H), und
die Reihenfolge der Blocke.
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Beispiel 17.10 Wir fithren das Beispiel fort. Der dort betrachtete Endomor-
phismus von C? hatte die Hauptraume H; = [b], H; = [by, b3] mit

1 2 7
bl— 0 y bQ— 3 y 65: O
0 0 9

Mit dieser Basis {b1, by, b3} erhélt man
O(b) = by, ®(by) = 4by, ®(by) = 3by + 4by

und damit die Blockmatrix

1

00
A=10 4 3 |y k=2,r1=1ry=
0 4

17.3 Bestimmung der Jordanschen Normalform

Es sei wie bisher ® ein Endomorphismus eines n-dimensionalen C-Vektorraumes
V. Wir zeigen jetzt, wie man durch geeignete Wahl von Teilbasen in den einzelnen
Hauptraumen H,, eine besonders einfache Abbildungsmatrix findet, die sogenannte
Jordansche Normalform von ®.

Dazu greifen wir einen Eigenwert \; = A und den zugehorigen Hauptraum Hy, = H)
von @ heraus. Nach Definition ist der Hauptraum Hy = K, = Kern (® — A id)?. Die
Einschrénkung von (& — X\ id)?: V — V auf H, ist also die Nullabbildung, d.h. die
Abbildung

Q.= (CI)—/\ld) |H>\IH)\—>H>\

ist nilpotent.

Wir geben nun an, auf welche Gestalt sich die zugehorige Blockmatrix Ay := A,, fiir
eine geeignete Teilbasis bringen lasst. Wir werden zeigen, dass sich H) als direkte
Summe von gewissen Untervektorrdumen schreiben lasst:

Hy=K,=U, 1 ®U,s® & Up.

Fiir jedes U; konstruieren wir jeweils auch noch eine passende Basis.

1. SCHRITT: Konstruktion von U,_; und einer Basis fiir U,_;.

Nach Hilfssatz ist K,-1 € K, = Hy. Wir kénnen also einen Untervektorraum
U,—1 # {0} finden, so dass
Kq = Ug—-1 EB Kq,1 (172)
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gilt. Obwohl das Komplement U,_; nicht eindeutig bestimmt ist, ist die Dimension
51 :=dim U,_; > 1 eindeutig. Wir wihlen schliellich noch eine Basis von U,_;:

Y

?YS1
Fiir b7 gilt also Q2(b?"") = 0 und Q1 (5¢"") # 0.
2. SCHRITT: Konstruktion von U,_, und einer Basis fiir U, .
Fiir den Bildraum U := Q(U,_;) gilt

o« UC K, 1 = Kern Qa1

Fiir einen beliebigen Vektor v € U, ; gilt wegen v € K, auch Q7 1(Q(v)) =
Qi(v) =0, also Q(v) € K,_1.

e UNK, o =1{0} fiir ¢ > 2:

Jeder von 0 verschiedene Vektor v € U,_; liegt wegen ((17.2) nicht in K, i,
also ist

0 # Q7 (v) = QT(Q(v)),
d.h. jeder von 0 verschiedene Vektor aus U liegt nicht in K, »

Die Summe K, 5 +U ist also direkt, und wegen K, 9 C K, 1 haben wir K, _» aUC
K,

4—1- Mit einem passend gewihlten Komplement U ergibt sich dann
Kq,1 - Kq,Q EB U EB ﬁ
Wir definieren U, := U® ﬁ und erhalten schlieflich

Kq,1 - Uq,Q EB Kq,Q. (173)

Wir konstruieren jetzt eine Basis von U, 5. Nach Konstruktion ist U = Q(U,_1) C
U,—2. In U,_; haben wir die Basis {b{ ',...,b% '} gewihlt.

Wir zeigen jetzt, dass die s; Bildvektoren
Q)08

fiir ¢ > 2 linear unabhingig sind und damit eine Basis von U bilden. Sei also

0=a1 Q0 ")+ +a, Q0 Za]bq h.

Wir setzen v := 3 71 Oljb?_l € U,—1. Es gilt dann wegen Q(v) = 0 auch Q771 (v) = 0,
d.h. v € K, 1. Wegen (17.2)) ist also v = 0 und damit oy = --- = a5, = 0.
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Esist U o =U® U= QUy-r) @ U. Fiir U haben wir gerade eine Basis gefunden,

nimlich das Bild der Basis von U,_;. Wir wihlen noch eine Basis {b{ ... bZ 2}

von U und haben insgesamt

{ Q), ..., b5,

-2 _
B2 e

} eine Basis von U,_s.
D))

Insbesondere ist dim U,_y = s1 + s2; dabei setzen wir s = 0, falls U= {0} ist.

3. SCHRITT: Konstruktion von U,_3 und einer Basis fiir U,_s.
Analog zu ([17.2)) behandeln wir jetzt die Zerlegung (17.3)), also K,—1 = U,—2 ® K.

Wieder haben wir einen Bildraum Q(U,_2) C K,_2, den wir zu einem Komplement
Us—s von K, 3 in K, o ergénzen. Die weitere Konstruktion ist dann véllig analog
zum 2. Schritt. Wir erhalten dann eine Zerlegung

Kyo=U, 30K, s (17.4)
und auch .
Q0] ), (0T,
Qb ..., Q052), eine Basis von U,_3
b7 beB
NS

mit dim U,_3 = s1 + s3 + s3.
4. SCHRITT: Sei k > 3.

e Aus dem vorhergehenden Schritt hat man jeweils eine Zerlegung K, 11 =
Uq_k D Kq_k.

e Das Bild von U,_; unter (2 ist eine Teilmenge von K, ; und wird zu einem
Komplement U,_;_; von K, ;1 in K, erweitert.

e Die Basis von U,_; wird durch € auf eine linear unabhéngige Teilmenge von
U,—k—1 abgebildet und zu einer Basis von U,_;_; ergédnzt.

Im letzten SCHRITT haben wir
K, =Us® Koy = Uy ® {0} = Ub, (17.5)
und es ist
(O, )
QIT2(b72), ... QI (b2,
.. eine Basis von Uy
Q(by), ..., by ),

0 0 o
) )
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mit dim Uy = 81 + 59 4 -+ - + 5.

Fazit: Aus (17.2), (17.3), (17.4) und (17.5]) ergibt sich insgesamt die gesuchte direkte
Zerlegung von H)

Hy=K,=U, 1 ®Uys® & Up. (17.6)
Dabei gilt fiir # € Up\{0} gerade Q*(z) # 0 und Q*1(z) = 0. Durch Vereinigung

der einzelnen Teilbasen erhélt man eine Basis fiir H,, die aus
=51+ (s1+8)F -+ (s1F+sa+ - +85) =gs1+(g—1)sa+ -+ 54
Vektoren besteht. Dabei ist

1 <rxgq,s1<m 89,83,...,8¢ > 0.

Wir ersetzten jetzt die Abkiirzung €2 wieder durch ® — X id und schreiben alle
Basisvektoren in folgender Reihenfolge nochmals auf:

( (D — Xid) (BT, . o, (=X, )
(@ —Aid) (b ), S ey (@ =N, b
(@ —Aid)r2(b{7%), ..., (@—Xid)(b{?), i

(@ —Aid)72(be?), ..., (2 —Aid)(bE?), bE° (
Y,
0

\ Sq" )

(17.7)

Die Abbildungsmatrix des Endomorphismus (® — X id) ! i, Peziiglich dieser geordne-
ten Basis lautet dann:
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01 0
s1 q-Blocke
1
0 0
0
0 1 0
1
0 0
01 0
s2 (g-1)-Blocke
-1
0 0
01 0
-1
0 0
0 sq 1-Blocke

wobei hier s; Diagonalblocke der Grofie ¢ x g, sy Diagonalblocke der Grofle (¢ — 1) X
(¢g—1), ..., und s, Diagonalblécke der Grofie 1 x 1 vorkommen.
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Hieraus ergibt sich die gesuchte Abbildungsmatrix fiir ®|g, durch Addition von \E:

> =

> =

(17.8)

Definition 17.11 Die Matrix heif3t Jordan—BlockE] zum Eigenwert A. In
treten s; g-reihige Késtchen, sy (¢ — 1)-reihige Késtchen, ..., schlieflich s,
einreihige Késtchen auf. Dabei sind der Index ¢ sowie die Zahlen s, ..., s, durch ®
eindeutig festgelegt.

Die Abbildungsmatrix von ®, die man erhilt, wenn man in der Blockmatrix fiir
jeden Eigenwert Aq, ..., \; den entsprechenden Jordan-Block einsetzt, heiflt
Jordansche Normalform von ®. Die Basis zusammen mit den sich fiir die
anderen Eigenwerte ergebenden Basen heifit eine Jordan-Basis von V.

Zusammenfassend halten wir fest:

Satz 17.12 Essei ® ein Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber C und A\q, ..., Ay
seien die paarweise verschiedenen Figenwerte von ®. Dann gibt es eine Basis von
V', so dass die zughorige Abbildungsmatrix die Jordansche Normalform von @ ist.
Die Jordansche Normalform von ® ist bis auf die Reihenfolge der Blicke eindeutig
bestimmt.

Folgerung 17.13 (Jordansche Normalform einer komplexen Matrix) Jede
komplexe n x n-Matrix C' ist dhnlich zu einer (bis auf die Reihenfolge der Jordan-
Blécke) eindeutig bestimmten Matrix der Gestalt (17.1]), (17.8).

6Camille JORDAN (1838-1922)
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BEWEIS: Sei C' € C™" und @ : C" — C"; z — Cz. Fiir die Abbildung ® existiert
dann nach Satz eine Basis B beziiglich der die ® eine Dastellungsmatrix A
in Jordanscher Normalform hat. Beschreibt S die Matrix des Basiswechsels von der
Standardbasis von C™ nach B, so ist S~!CS = A. |

Folgerung [17.13| besagt, dass es in der zu C' € C"*" gehorigen Aquivalenzklasse [C]
beziiglich der Aquivalenzrelation “ihnlich” (vgl. Abschnitt D einen besonders

einfachen Reprisentanten gibt: die Jordansche Normalform.

Bemerkung 17.14 Die Jordansche Normalform J € C"*" eines Endomorphismus
bzw. einer Matrix ist gegeben durch die Matrizen ((17.1)) und ([17.8)). Etwas ungenauer
kann man das auch wie folgt formulieren. Es gibt eine eine Diagonalmatrix D € C™*"

und eine nilpotente Matrix N € C™*", so dass gilt

J=D+ N, (und auch noch DN = ND,).

17.3.1 Ein Beispiel

Es sei ® ein Endomorphismus von €, der beziiglich der kanonischen Basis von C°
durch die Abbildungsmatrix

0 -1 0 0 0
9 6 0 0 0
-5 —2 =96 —-88 =77
10 4 135 123 105
-5 =2 =27 —-24 -—18
0 O 0 0 0

Sy
I
wooo oo

gegeben ist. Gesucht ist die Jordansche Normalform von ¢ bzw. B.

1. Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von ®. Dazu berechnen wir das cha-
rakteristische Polynom p = det(B — X - E).
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-X -1 0 0 0 0
9 6-X 0 0 0 0
_|-5 -2 —-9%-X —88 — 77 0 +
PP= 110 4 135 123—-X 105 0 7
-5 =2 —27 —24 —18—X 0 |27 (-1
0 0 0 0 0 3-X
-X -1 0 0 0
9 6-X 0 0 0
= 3-X)-| 0 0 —69-X —64 —594+X
0 0 81 75—-X  69-2X
-5 =2 —27 —24 —18-X
+
(1)
.
(=1)
x —69—-X —64 —59+4+X
= (S—X)-‘ o 6_x 81 75—-X 69-2X
—27 —-24 —18-X
+
{ N
-5—-X —64 54X
= B3-X) (X?-6X+9)-| 6+X TH-X —6-X
-3 —24  6-X
~5-X —64 0
= B3-XP | 6+X T5-X 0
-3 —-24 3-X
.| -5—-X —64
= B 6ix mox
= 3—-X)*(X?—-70X —375+64X +384) = (3 - X)°

Damit gilt: A ist Eigenwert von & <= p(A\) =0 <= A =3

3 ist also der einzige Eigenwert von ®. Nach Satz gibt es demnach auch nur
einen Hauptraum H,, der dann mit C® iibereinstimmt, und in der Jordanschen
Blockmatrix (17.1)) tritt nur ein Jordan-Block As der Gestalt ((17.8]) auf.

2. Um Aj zu bestimmen, berechenen wir zunéchst den Index ¢ des Hauptraumes

;.
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Wir bilden
-3 -1 0 0 0 0
9 3 0 0 0 0
—5 -2 —99 -8 —77 0
B —3E =
10 4 135 120 105 0 |’
—5 -2 =27 —24 21 0
O 0 0 0 0 0
0 0 0000
0 0 0000
-3 =100 00
B —3E)* =
(B —3E) 6 2 0000 [’
-3 =100 00
0 0 0000
(B-3E)?=(B-3E)'=-..=0.

Die Folge der K wird also ab k& = 3 konstant, der Index von Hj ist somit
q=3.

3. Jetzt berechnen wir die Untervektorriume K, = Kern (®—3 id)*, k =1,2,3.
Wegen (B — 3E)? = O ist K3 = Hy = CS.
Aus (B — 3E)? liest man ab:

T

4]
ng{ 3 €@6|3x1+x2:0},

Ty

Ts

Te

also
-1 0 0 0 0
3 0 0 0 0
0 1 0 0 0
Kz_[o’o’l’o’()]

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

K, = FEj ist der Eigenraum zum Eigenwert A = 3 von ®. Mit Hilfe von
elementaren Zeilenumformungen wird B — 3F auf Stufenform gebracht, um
den Kern zu bestimmen.
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-2 =99 -8 =77 0

-5

-2 =271 =24 =21 0

-5

=77 0
—-49 0
o6

— 88
— 56

-2 =99
0 —63
72

-9

64

-1 00 00

-3

o O

o O

o O

o O

—™

98 70

0
0

0000

100000
01 00O0O

009870

000O0O0O0

000O0O0O0

00 0O0O0O

1o

-3 00000

000O0O0
1 0000
000O0O0
09 870
00 00O

0
0
0
0
0

Hieran liest man ab:
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4. Bei der Konstruktion einer Jordan-Basis gehen wir wie zu Beginn des Ab-

schnitts beschrieben vor. Ausgangspunkt ist die Kette verschachtelter
Untervektorrdaume
K, C Ky C K3 = H;s.

Der erste Schritt erfordert die Zerlegung des Hauptraums
Hy; =K;=U, ® K.

Wegen K3 = C° und dim K, = 5 hat U, die Dimension 1. Es ist also als Basis
ein Vektor aus C® zu bestimmen, der nicht in K5 liegt. Wir withlen

UQ =

] mit dem Basisvektor b} :=

o O O O+ O

o O O O~ O

Im zweiten Schritt wird eine Zerlegung von K, gesucht: Ky = U; & K;.
Dabei ist bekannt, dass (® — 3id)(b3) € K\ K gilt. Weil K, die Dimension 5
und K die Dimension 3 hat, muss U; zweidimensional sein. Als Basis von U;
benutzen wir - wie in der Konstruktion verlangt - (® — 3id)(b}) und wihlen
einen (dazu linear unabhéngigen) Vektor aus K3\ K;. Wir erhalten

-1 0 -1 0

3 0 3 0

o -2 0 : . |2 1|0
U, = 4 o ] Basisvektoren (®—3id)(bsy) = 4 und b; = 0
—2 1 —2 1

0 0 0 0

Im dritten und letzten Schritt ist eine Basis von K zu bestimmen, wobei
(& — 3id)(U,) C K, gilt. Zwei Basisvektoren sind nach Konstruktion durch
(® — 3id)?(b) und (® — 3id)(b}) bereits vorgegeben. Im dreidimensionalen
Untervektorraum K7 ist somit noch ein weiterer Basisvektor b} wihlbar.

-0 0 0

0 0 0

: -1 . -7 0

(@ — 3id)?*(by) = 5 | (® — 3id)(b;) = 105 und b = 0
-1 —21 0

0 0 1
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Fiir die Jordanbasis wéhlen wir die Reihenfolge dieser Vektoren wie folgt:
by := (® — 3id)?(bd), by := (® — 3id)(b}), b3 := bl
b6 = b(l)
Damit gilt
(® — 3id)(by) = (® — 3id)*(by) =0 d.h. ®(by) =3 b,
(® — 3id)(by) = (® — 3id)*(b}) = by d.h. ®(by) = by + 3 - by
(® — 3id)(bg) = (® — 3id)(b3) = by d.h. ®(b3) = by + 3 - bs
(® — 3id)(by) = (® — 3id)*(b;) =0 d.h. ®(by) =3 by
(® — 3id)(bs) = (® — 3id)(b7) = b4 d.h. ®(bs) = by + 3 - bs
(® — 3id)(bg) = (® — 3id)(b7) = d.h. ®(bg) = 3 - bg
Zusammenfassend haben wir die Abbildungsmatrix von ® bzgl. der Basis {by, ..., b}

in Jordanscher Normalform:

Bemerkung: Wihlt man eine Basis C' := {cy, ..

o O W

S W =
w = O

0

o W

w =

., ¢¢} durch

C1 = bg,CQ = b2,63 = 61,64 = b5C5 I:b4,C6 = b@,

so erhilt man AT als zughorige Abbildungsmatrix. Hier stehen die Einsen unterhalb
der Diagonale. Auch diese Form wird in der Literatur als Jordansche Normalform

bezeichnet.

Bemerkung: Ist die Berechnung einer Jordan-Basis nicht notwendig, so kann die

Jordansche Normalform auch iiber die Dimensionen der Kerne K}, bestimmt werden.

Mit den Bezeichnungen zu Beginn des Abschnitts gilt:

S1 :dlmU2 :dlmK3 —dlng =6—5=1

S1 + So :dlmU1 :dlmK2 —d1mK1 =2

$1+52—|—53:dimU0:dirnK1 =3

Diese Angaben legen die Jordansche Normalform fest.

q=3
s1 =1 1 Késtchen der Lénge 3
ss =1 1 Késtchen der Lange 2
s3 =1 1 Késtchen der Lange 1

Grofite Késtchenlédnge ist 3
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17.4 Weitere Eigenschaften der Jordanschen Normalform

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass zum bloflen Aufstellen der Jordanschen
Normalform die Berechnung einer Jordan-Basis nicht notig ist, sondern dass die
Kenntnis der Eigenwerte, der Indizes der Hauptraume und der Dimensionen s; aus-
reicht.

Wir wollen jetzt noch zwei (technische) Eigenschaften ableiten, die beim Aufstellen
der Jordanschen Normalform von ® hilfreich sein kénnen.

Wir setzen voraus, dass samtliche Eigenwerte von ® bekannt sind.

Satz 17.15 Die Anzahl der Késtchen in einem zum Eigenwert A; gehérigen Jordan-
block ist die Dimension des Eigenraums K{ = Kern (® — ); idy).

BEWEIS: Die Gesamtzahl der Késtchen zum Eigenwert A; ist nach (17.8) gegeben
durch s; + s9 + -+ + 5, = dim Kj. [ |

Die Anzahl der Késtchen zum Eigenwert \; stimmt also {iberein mit der Anzahl
derjenigen Spalten in der Jordanschen Normalform, in denen aufler O nur A; steht.

Weiter lisst sich die Anzahl o der (h x h)-Késtchen in einem Jordan-Block zum
Eigenwert \; direkt ausrechnen unter Verwendung der Ringe

77 = Rang (® — \; idy)", h=0,1,....
Es gilt ndmlich der

Satz 17.16 Die Anzahl 02 der (h x h)-Kiéstchen in einem zum Eigenwert \; gehéri-
gen Jordan-Block ist gegeben durch

o] =1_, — 21 + Tf;H, (17.9)
wobei j =1,2,...,k; h=1,2,...,¢,.
BewEIs: Wir wihlen einen Eigenwert A (der Index j wird unterdriickt) und erinnern

an die Jordan-Teilbasis (17.7) von Hy. Mit den dortigen Bezeichnungsweisen haben
wir:

(1) Kq—i = Uq—i—l D Kq—i—l; 1= 0, NN 1
(i) dmU,; = si+sa+---+s; j=1,...,¢
(iii) On = Sq—ht1; h=1,...,q.
Also gilt
o, @ s1+so+ -+ Sqepp1 — (S1+S2+ -+ Sq-p) @ Qim U,_1 — dim U,

—~

dim Kh — dim Kh—l - (dlm Kh+1 — dim Kh)
= —dim Kj_; 4+ 2 dim K, — dim Kj

= —(n—Tmh1)+2(n—71) = (0= Thi1) = Tho1 — 2Th + Thya
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Beispiel 17.17 In C° sei ein Endomorphismus gegeben durch die Matrix

21000
02000
B=|1220 2
210 2 2
1 200 2

Man rechnet nach: Der einzige Eigenwert von B ist A\ = 2. Wir konnen daher den
oberen Index j in (|17.9) weglassen. Wir berechnen die Rénge 75, und daraus die
Zahlen oy,:

Man findet

71 = Rang (B —2F) = Rang

T = =)
N = O
oo oo o
oo oo o
=3 CI CR R
I
w

7 = Rang (B —2FE)? = Rang

SN N OO
_ o O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O
Il
N

73 = Rang (B —2F)®> = Rang

oo oo o
oo o
oo oo o
oo oo o
oo o oo
I
\'H

7, = Rang (B — 2E)" = Rang O = 0 fiir h > 4. Damit ergeben sich insgesamt
5 — 7 = 2 Jordan-Késtchen (Satz [17.15) und 07 = 1,00 = 0,03 = 0,04 = 1,05 =0



180 17 Die Jordansche Normalform

fiir h > 5 (Satz|17.16]). Es gibt also ein 1-reihiges und ein 4-reihiges Jordan-Késtchen
zum Eigenwert 2. Wir erhalten somit

2 1
2 1
A= 2 1
0 2

als Jordansche Normalform von B.
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Teil VI

Vektorraume mit Skalarprodukt

18 Euklidische und unitire Vektorriume

Ziel dieses Kapitels ist es, in reellen und komplexen Vektorrdumen geometrische
Konzepte wie “Lénge”, “Winkel” oder “senkrecht” zu definieren. Dazu bendétigt
man als Zusatzstruktur ein sogenanntes Skalarprodukt.

18.1 Skalarprodukte

Die Vektorraume, die wir mit der Zusatzstruktur eines Skalarprodukts versehen wer-
den, sind hier stets reelle oder komplexe Vektorrdume. Bei der Definition des Ska-
larprodukts behandeln wir den reellen bzw. den komplexen Fall zunéchst getrennt.
Spéter ist es dann oft zweckméBig, beide Falle simultan zu betrachten.

18.1.1 Euklidische Vektorraume

Definition 18.1 Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung
F:VxV =R, (a,b) — F(a,b),

die in jedem Argument linear ist; d.h. fiir alle a, a;, as, b, by, by € V und alle Ay, \o, g, po €
R gilt:

F(Alal + )\QCLQ, b) = )\1F<CL1, b) + )\QF(CLQ, b),
F(a, by 4 poba) = paF(a,by) + paF(a,by).

Eine Bilinearform F' heifit symmetrisch, wenn gilt
Va,beV: F(a,b) = F(b,a).
Eine Bilinearform F auf V' heifit positiv definit, wenn gilt:

: Skalarprodukte(Forts.)Va € V : F(a,a) >0 und F(a,a) =0< a=0.

Ein Skalarprodukt auf (oder in) einem reellen Vektorraum V' ist eine positiv defi-
nite, symmetrische Bilinearform auf V. Ein Paar (V| F') bestehend aus einem reellen
Vektorraum und einem Skalarprodukt F' auf V' heifit euklidischer Vektorraum.
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Beispiel 18.2

1. Das Standard-Skalarprodukt in R". Im Vektorraum R" ist
F: R"xR"—R; ((ozl,...,ozn),(ﬁl,...,Bn))HZajﬁj
j=1
ein Skalarprodukt. Insbesondere gilt ja:

Z&i >0 firalle (a,...,a,) € R" und
k=1

n
g ozi:0<:>oz1:oz2:...:ozn:0.
k=1

2. In R3 ist durch
F((a1, a2, a3), (B1, B2, 83)) = a1B1 + 2008 — azfBs — azfBa + azf33
ein Skalarprodukt definiert. Dass F' positiv definit ist, folgt aus
F(a,a) = af + 203 — 203 + a3 = af + a3 + (az — az)?.
3. Die Abbildung
F: R*xR?—R; (o1, a2), (B, B2)) = 1 fa + a2

ist eine symmetrische Bilinearform. F' ist aber nicht positiv definit, denn es ist
F((0,1),(0,1)) = 0. D.h. F ist kein Skalarprodukt auf R?.

4. Es sei C(I) der reelle, unendlichdimensionale Vektorraum aller im Intervall
I = [a,b] C R stetigen reellen Funktionen. Dann ist

F: CI)xC()— R; (9,h) — /g(t)h(t) dt

ein Skalarprodukt auf C'(I). Denn nach den Grundregeln der Integralrechnung
ist F' bilinear und symmetrisch. F' ist auch positiv definit, denn fiir alle g €
C(I) ist F(g,g) > 0 und aus

Flg.9) = / () dt = 0
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folgt g(t) = 0 fiir alle ¢t € I. Ware namlich ¢(to) # 0 fiir ein ¢t € I, so gibe es
wegen der Stetigkeit von g ein Teilintervall I’ C I mit ¢y € I’, so dass g(t) # 0
fiir alle t € I, und es wére, entgegen der Voraussetzung,

mez/f@ﬁ>u

I/

18.1.2 Unitiare Vektorraume

Versucht man die Begriffe aus Abschnitt auf kompleze Vektorrdume zu iiber-
tragen, so gibt es eine Schwierigkeit: Bei der Definition von “positiv definit” haben
wir benutzt, dass R ein geordneter Korper ist. Das gilt fiir € nicht. Ein Ausweg
besteht darin, statt der “Symmetrie” die sogenannte “Hermite-Eigenschaft™[] zu ver-
langen. Diese basiert auf folgender Tatsache: Fiir eine komplexe Zahl z = z+iy € C
und ihre komplex Konjugierte z = x — iy ist

2 =zz = (x+iy)(z +iy) = (2 — y*) + 2iry € C  hingegen
2Z=(z+iy)(z—iy) =2 +9* € R.
Definition 18.3 Es sei V' ein komplezer Vektorraum. Eine Abbildung
F:VxV—-CC; (a,b) — F(a,b)

heifft hermitesche Form auf V', wenn fiir alle a,a;,a2,b € V und alle A\, Ay € C
gilt:

F()\lal + /\2@2, b) = /\1F((l1, b) + )\QF(G/Q, b)

F(b,a) = F(a,b). (Hermite-Eigenschaft)

Hilfssatz 18.4 (Elementare Eigenschaften einer hermiteschen Form) Sei F
eine hermitesche Form auf einem komplexen Vektorraum V. Fiir alle a,b;,by € V'
und alle pq, po € C gilt:

1. F(a, paby + poby) = 1iy F(a, by) + iz F(a, by),
2. F(a,a) € R, F(0,0)=0.

BEWEIS: Aus Definition [I8.3] ergibt sich

F(a, piby 4 poba) = F(piby + pigby, a) = i F(by, a) + paF(by, a)
= mF(bha) +EF(b27a) ZMF(G, bl) +EF(avb2)

"Charles HERMITE (1822-1901)




184 18 Euklidische und unitare Vektorraume

Weiter gilt mit der Hermite-Eigenschaft: F'(a,a) = F(a,a), d.h. F(a,a) ist reell.
Dass F'(0,0) = 0 ist folgt wie im reellen Fall aus der Linearitét im ersten Argument.
|

Definition 18.5 Eine hermitesche Form F' in einem komplexen Vektorraum V heifit
positiv definit, wenn gilt:

VaeV: F(a,a) >0 und F(a,a)=0<a=0

Ein Skalarprodukt in einem komplexen Vektorraum V ist eine positiv definite,
hermitesche Form F. Ein Paar (V, F) bestehend aus einem komplexen Vektorraum
und einem Skalarprodukt F' heifit unitidrer Vektorraum.

Beispiel 18.6 Das Standard-Skalarprodukt in C”. Die Abbildung
F:OxC' —>C (21,0020, (w1, wn) > 20y
k=1
ist ein Skalarprodukt im Vektorraum C". Insbesondere ist F' wegen

F((zla s 7ZTZ)7 (217' . ,Zn)) = szzk - Z |2’/k|2 >0
k=1

k=1

fir (z1,...,2,) # 0 positiv definit. Der Standard-Vektorraum C" versehen mit dem
Skalarprodukt F' ist also ein n-dimensionaler unitiarer Vektorraum.

NOTATION/SPRECHWEISE. Fiir ein Skalarprodukte /" in einem euklidischen
oder unitiaren Vektorraum V schreiben wir

(a,b) := F(a,b) (a,beV).

Viele Aussagen gelten sowohl fiir euklidische als auch fiir unitédre Vektorraume. In
solchen Fillen ist es deshalb zweckméfBig, einfach von Vektorraumen mit Skalar-
produkt zu sprechen.

18.2 Skalarprodukte und Matrizen

Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorraumen kann man (via
Wahl von Basen) durch Matrizen vollstandig beschreiben. Das gilt auch fiir Skalar-
produkte.
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18.2.1 Darstellungsmatrizen

Definition 18.7 Sei V' ein n—dimensionaler reeller bzw. komplexer Vektorraum und
(,) ein Skalarprodukt auf V. Wir wihlen eine geordnete Basis B = {b1,...,b,} von
V und setzen

Grj = (bg, bj) 1<k,j<n.

Die n x n-Matrix G := (gi;) € R™" bzw. C"*" heifit Matrix des Skalarproduk-
tes (,) beziiglich der Basis B.

Da <bj,bk> = <bk,b]> bzw. <bj,bk> = <bk,bj> gllt 9ik = Gkj bzw. gjk = g_kj Fiir die
Matrix eines Skalarprodukts gilt also

falls V euklidisch und |G =G| falls V unitér ist.

Sei jetzt V ein wnitdrer Vektorraum und B = {by,...,b,} eine Basis von V. Dann

haben wir fiir @ = ) a;b, und b= )" 5;b;
k=1 =1

<CL, b> = Z Z ak<bk> b]>5_J = Z Z Ak Gkj ﬂ_J
k=1 j=1 k=1 j=1
g1 g12 " Gin E
= (ag,...,qp) : Lo :
gn1 Gn2 - Gnn ﬂn
Mit den Komponentenvektoren
7 ﬁl
@B((l) - ) ®B<b> - )
Q, Bn

von a und b (vgl. Abschnitt kénnen wir also schreiben
(a,b) = Op(a)"'G Op(b);  a,beV, O¢(a), Oc(b) € C™
Ganz analog erhalten wir fiir einen euklidischen Vektorraum die Formel

{a,b) = Op(a)"G Op(b); a,beV, Op(a),0p(b) € R".

Da Skalarprodukte positiv definit sind, ergibt sich als Konsequenz dieser Formel fiir
die Matrix G von (, ):

Im euklidischen Fall gilt fiir alle z € R™, 2 # 0, ' Gx > 0, und im unitéiren Fall gilt
fir alle z € C", 2 # 0, 2' Gz > 0.
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Definition 18.8 Eine Matrix A € R™*" heifit symmetrisch, falls gilt
AT = A

Eine Matrix A € C™*" heifit hermitesch, falls gilt
A=A

Eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix A fiir die gilt "Gz > 0 fiir alle
r € Rz #0bzw. 2/ GZ > 0 fiir alle z € C", 2z # 0, heifit positiv definit.

Zusammenfassend haben wir

Satz 18.9 (Beschreibung aller Skalarprodukte) EsseiV ein euklidischer bzw.
unitdrer Vektorraum und B eine geordnete Basis von V. Dann ist F' genau dann ein
Skalarprodukt, wenn eine positiv definite, symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix
A e R™™ bzw. A € C™*" existiert mit

F(z,y) = Op(x)TAOp(y) bzw. F(z,y) =Op(x) ' AOp(y) (z,yeV). (%)

BEWEIS: Ist F' ein Skalarprodukt, so hat die Matrix von F' beziiglich B die behaup-
teten Eigenschaften. Ist umgekehrt eine positiv definite, symmetrische bzw. hermite-
sche Matrix A € R™*" bzw. A € C™*" gegeben, so wird durch (x) ein Skalarprodukt
auf V' definiert. |

Die Frage, wie man nachpriifen kann, ob eine symmetrische Matrix positiv definit
ist, werden wir spater beantworten. Wir werden zwei dafiir Kriterien angeben: Siehe

Satz und Satz

18.2.2 Basiswechsel

Wir wollen nun noch iiberlegen, wie sich die Matrix G eines Skalarproduktes F
sndert, wenn man die Basis B = {by, . .., by} durch eine andere Basis B = {by, ..., b, }
ersetzt. Sei dazu S = (s;;) € R™" bzw. S € C™™ die (regulédre) Matrix des Ba81s—
wechsels von B nach B, also

bl = 811b1 + 321b2 + -+ Snlbn

Bn = Slnbl + 32nb2 + -+ Snnbn

Dann gilt fiir die Komponenten gj;, der Darstellungsmatrix G von F bzgl. B

Jik = b], bk (Z Sp;bp, qukb ) = ZZSW Gpg Sqk; 1<,k <n.

p=1 ¢=1

Damit haben wir gezeigt
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Satz 18.10 Sei V' ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraumes mit Basen B und
B. Weiter sei S die Matrix des Basiswechsels von B nach B. Dann gelten fiir die
Matrizen des Skalarproduktes die Transformationsformeln

G = STGS, S € GL(n,R) (euklidischer Fall),
G = STGS, S € GL(n,C) (unitérer Fall).

Bemerkung 18.11 (Erinnerung) Fiir die Darstellungsmatrix A eines linearen
Endomorphismus ® gilt die Transformationsformel (sieche Abschnitt [10.3)

A=S57148 SeGL(nK).

18.3 Normen
18.3.1 Die Cauchy-Schwarz Ungleichung

Wir beginnen mit einer Ungleichung, die sowohl in euklidischen als auch unitéren
(endlich- oder unendlich-dimensionalen) Vektorrdumen gilt.

Satz 18.12 (Cauchy-Schwarz Ungleichung) [
In einem euklidischen oder unitédren Vektorraum (V,(,)) gilt fiir alle a,b € V

{a,0)* < (a, a)(b,b).
Gleichheit gilt genau dann, wenn a und b linear abhéngig sind.

BEwEIs:  Wir fiithren den Beweis fiir einen unitaren Vektorraum V durch. Der
Beweis im euklidischen Fall ist vollig analog, mit dem einzigen Unterschied, dass
“komplex-konjugieren” wegféllt.

Fiir b = 0 ist die Aussage richtig. Sei also b # 0. Fiir beliebige A € € gilt

0 < (a— Ab,a— \b) = {(a,a) — \b,a) — Xa,b) + AX(b, D).

TRICK: Wir setzen A := E‘Zé’; und erhalten:
(a,b){a,b)  (a,b){a,b)  (a,b){a,b)
0< — — b.b).
=ty By T oy

Somit gilt wegen (b,b) > 0

0< <a’7a><b= b> - <a7b>m = <CL, a><b7 b> - ‘<a7b>|2‘

8 Augustin CAUCHY (1789-1857), Hermann Amandus SCHWARZ (1843-1921)
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Gleichheit gilt genau dann, wenn b = 0 oder wenn (@ — A\b,a — A\b) = 0, d.h. wenn
a = Ab fiir ein gewisses A € C. Also gilt Gleichheit genau dann, wenn a und b linear
abhéngig sind. ]

Beispiel 18.13 1. Es seien aq,...,a, und (i, ..., 3, reelle Zahlen. Dann gilt

(Z ;) < (Z a?)(z 37).

BewEls: Wir setzen a := (o, ..., ), b:= (01,...,0,) € R" und verwenden
Cauchy-Schwarz fiir das Standard-Skalarprodukt in R™. |

2. Fiir stetige Funktionen f, g auf dem Interval [a, b] gilt

‘/abf (Dg(t)at]" < / - / gto)P

BEWEIS: Vergleiche Beispiel [18.2] |

Definition 18.14 Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine Norm auf V'
ist eine Funktion || || : V' — R, a + ||a|| mit folgenden Eigenschaften:

Fiir alle A € R (oder €) und : Skalarprodukte (Forts.) alle a,b € V' gilt:
(1) [[Aall = [M[la] (homogen)
(ii) ||a+ 0| < |la|| +]|b]] (Dreiecks-Ungleichung)

(iii) ||a|]| > 0 und ||a|]| =0 <= a =0 (definit).

Ein Paar (V.| ||) bestehend aus einem Vektorraum und einer Norm heifit normier-
ter Vektorraum.

Satz 18.15 Es sei (V,(,)) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Dann ist die
Funktion || || : V' — R definiert durch ||a|| = \/{a, a) eine Norm.

Euklidische und unitare Vektorraume sind also insbesondere auch normierte Vek-
torrdume. Die Umkehrung gilt nicht (vgl. Beispiel |18.18)).

BEWEIS: Wir weisen die drei Eigenschaften einer Norm nach.

(i) homogen:

IAall = V/{Aa, Aa) = \/AX{a, a) = V/IAP[la]] = [A] - [lall.
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(ii) Dreiecks-Ungleichung: Zunéchst gilt

la+b)> = {(a+ba+b)
= |lall® + (a, b) + (b, a) + ||b]|”

= al* + {a,b) + (a,b) + [[b]|*
= lall* +2 Re({a, b)) + [1Bl|*.

Weiter ist Re((a, b)) < |[{a, b)|: Setzen wir (a,b) = a +if; o, 8 € R, so gilt
Re({a,b)) = a < y/a? + ($? = |(a, b)|. Also folgt mit Cauchy-Schwarz:

la +001* < llall* +2[{a, b)| + 1" < llall* + 2llal[ 1Bl + [I61* = (la]l + [6]))*.

(iii) definit: Es ist ||la|*> = (a,a) > 0 und (a,a) = 0 <= a = 0. Zieht man die
Quadratwurzel, so folgt ||al| > 0 und |ja|| =0 <= a = 0. [

Beispiel 18.16 1. Die euklidische Norm: R” mit Standard-Skalarprodukt ergibt
lall = [[(cas - .- an) [ = y/ai + -+ ai.

2. Der Hilbertraum ¢? der quadratsummierbaren Folgen.
In Anlehnung an das vorige Beispiel sei jetzt V' die Menge aller reellen Folgen
a = (a;), a; € R mit der Zusatzbedingung, dass die Reihe i a? konvergiert.
Durch -

a+b = (a)+(6):= (o + 5y),
Aa = Ma) = (Ay), AeER

wird auf ¢2 eine Addition und eine skalare Multiplikation definiert, wodurch
(? zu einem reellen Vektorraum wird. Dass die Addition sinnvoll ist, ergibt
sich mit der Dreiecksungleichung in R™ (mit dem Standardskalarprodukt) und
Grenziibergang n — oo:

[(crs o am) + (Brs ooy Bl

< e @)+ 1(Bus . Bl

n n o0 o0
= Zozf—k Zﬁfg Za?+ Zﬁf<oo
i=1 i=1 i=1 i=1




190 18 Euklidische und unitare Vektorraume

o0

Die Reihe > (a; + 3;)? hat somit eine beschrinkte und monoton wachsende
i=1
Partialsummenfolge, ist also konvergent. Also ist mit a, b auch a + b in ¢2.

Um in £? ein Skalarprodukt einzufiihren, iiberlegen wir zuerst, dass fiir
a = (a;), b= (f;) € ¢* auch die Reihe Y o;3; konvergiert:

=1
Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung, angewandt auf R™ mit Standardska-
larprodukt, gilt ndmlich

(zw) =<Z|az-||@»|> A N N Dy P
=1 =1 =1 =1 =1 =1

Wir konnen also definieren
(a,b) = (), (B)) =
i=1

Man priift nach, dass dadurch ein Skalarprodukt auf ¢? definiert wird (d.h.

(,) ist bilinear, symmetrisch und positiv definit). Der euklidische Vektorraum
(€%, (,)) ist zudem “vollstéindig”, d.h. jede Cauchy—Folge konvergiert (vgl. Analysis-
Vorlesung); man spricht dann von einem Hilbert-Raum.

Wir haben gesehen, dass ein Vektorraum mit Skalarprodukt auch ein normierter
Vektorraum ist. Der folgende Satz liefert fiir reelle Vektorraume ein Kriterium fiir
die Umkehrung.

Satz 18.17 (Parallelogramm-Identitéit) (a) Sei (V,(,)) ein euklidischer oder
unitdrer Vektorraum mit zugehoriger Norm || ||. Dann gilt die Parallelogramm-
Identitit, d.h. fiir alle a,b € V ist

la + 01 + lla — bl[* = 2/al|* + 2(|b]|*.

(b) Ist umgekehrt || || eine Norm auf einem reellen Vektorraum V', die die Paral-
lelogramm-Identitét erfiillt, so existiert ein Skalarprodukt (,) auf V mit |a| =

V{a,a) fiir allea € V.
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Parallelogrammidentitét

BEWEIS: (a) Sei (V, (,)) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum. Dann haben wir
fiir alle a,b € V

(a+ba+b) +(a—ba—b) =
{a,a) + {(a,b) + (b,a) + (b,b) + (a,a) — (a,b) — (b,a) + (b, D)
= 2(a,a) + 2(b,b).

Mit der Definition der Norm erhélt man die Parallelogramm-Identitét.

(b) Gilt in einem normierten reellen Vektorraum die Parallelogramm-Identitét, so
definiert man fiir a,b € V

1
(a,0) := 5llla+0]” = llall® = [1BII"

Dass (,) symmetrisch und positiv definit ist, folgt direkt aus dieser Formel. Um
zu zeigen, dass (,) bilinear ist, benétigt man die Parallelogramm-Identitéit und ein
Stetigkeitsargument (siehe [10], Kapitel 9.2). |

Beispiel 18.18 Wir geben noch ein Beispiel einer Norm, die nicht von einem Skalar-
produkt induziert wird. Wir betrachten dazu R? versehen mit der Maximum-Norm,
d.h. fir (z,y) € R? setzen wir ||(x,y)| := max(|z], |y|). Fiir diese Norm gilt die
Parallelogramm-Identitét nicht: Fiir a = (1,0) und b = (0,1) ist

la bl = (LD =1, fla = b = [|(1, =1)|| = 1 also

la + 0] + fla — bl* = 2 # 4 = 2{|al|* + 2(1b]|*.
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-
N

\
/ v

Vektoren der Linge 1 fiir die Maximums-Norm bzw. die Standardnorm in R?

18.3.2 Metrische Riaume

Definition 18.19 Fiir eine beliebige Menge M heifit eine Funktion d : M x M — R
eine Metrik (oder Abstandsfunktion) , wenn d die folgenden drei Eigenschaften
erfiillt:

1. Vp,q € M:d(p,q) = d(g,p) (symmetrisch)
2. ¥p,q,r € M :d(p,r) <d(p,q) +d(q,r) (Dreiecks-Ungleichung)
3. ¥p,qg € M :d(p,q) >0und d(q,p) =0<= p=¢q (positiv).
Das Paar (M, d) heifit dann metrischer Raum.

Bemerkung 18.20 Jede Menge kann zu einem metrischen Raum gemacht werden.

Durch
0 falls p=gq,

1 sonst

d(p. q) == {
wird auf M die (nicht besonders interessante) diskrete Metrik definiert.

Hilfssatz 18.21 FEin normierter Vektorraum ist ein metrischer Raum.

BewEIs: Fiir z,y € V definieren wir d(z,y) := ||z —y|| > 0. Da eine Norm homogen
ist gilt
d(y,z) = lly — 2l = || = (¢ = )| = [z = yll = d(=,y).
Mit der Dreiecks-Ungleichung fiir die Norm folgt fiir z,y,z € V
d(x,z) = ||z = z[| = Iz —y) + (y = )| < llz =yl + [ly — 2] = d(=z,y) + d(y, 2).

SchlieBlich ist d positiv, denn aus d(x,y) = 0 folgt ||z — y|| = 0 also (weil die Norm
positiv ist) z = y. |
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Bemerkung 18.22 Nicht jede Metrik auf einem Vektorraum wird durch eine Norm
induziert. Ein Beispiel ist die diskrete Metrik (wieso?).

18.3.3 Winkel

Gegeben sei ein euklidischer Vektorraum (V/ (,)). Nach der Cauchy—Schwarz Unglei-
chung (|18.12) gilt fiir zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren a,b € V:

@bl _
[all - |b]
also )
< tab)
[all -l

Im Intervall [0,7] C R ist die Cosinus-Funktion cos streng monoton fallend und
bildet [0, 7] bijektiv auf das Intervall [—1, 1] ab. Damit kénnen wir definieren

Definition 18.23 Seien a # 0, b # 0 zwei Vektoren eines euklidischen Vektorrau-
mes (V, (,)). Die eindeutig bestimmte reelle Zahl w(a,b) € [0, 7] mit

(a,)
b)) = —— " .
cosw(a:0) = ol

heifit Winkel zwischen ¢ und b.

Diese Definitionsgleichung kann man auch so schreiben:

(a,b) = llal| - {|b]] - cos w(a, ).

Die Abbildung
w: V\{0} x V\{0} = R; (a,b) — w(a,b)

nennen wir Winkelfunktion.

Hilfssatz 18.24 (Eigenschaften der Winkelfunktion) Fiir alle a, b € V\{0}
und alle v, € R\{0} gilt
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1. w(a,b) = w(b,a)

w(a,b) fir af >0
7 —w(a,b) fir af <0

2. w(aa, pb) = {
3. w(a,b)=0 < b=Xa firein A>0
4. w(a,b)=7m < b= X a firein A <0.

BEwEIS: 1. folgt aus der Definitionsgleichung der Winkelfunktion wegen der Sym-
metrie des Skalarprodukts.

Weiter ist

{aa, 5b) af

cosw(aa, Bb) = = cosw(a,b).

~ Alaall - [Igo]l — Jas]

Fiir a8 > 0 ist der erste Teil von 2. sofort klar. Fiir a8 < 0 gilt

cosw(aa, fb) = — cosw(a,b) = cos(m — w(a,b)),

woraus der zweite Teil von 2. folgt.

3. und 4. ergeben sich so: Zunéchst sind a,b # 0 nach Cauchy—Schwarz genau dann
linear abhéngig, wenn |(a, b)| = ||al| - |b|| ist, und zwar ist

b=Xafir A >0 < (a,b) = |al -|b],
b=Xafir\<0 < (a,b)=—]al-]|b].

Weiter gilt nun nach nach der Definitionsgleichung der Winkelfunktion
(a,b) = [lal - o]l & cosw(a,b) =1 < w(ab)=0
und entsprechend

(a,b) = —||a]| - ||b]] < cosw(a,b)=—-1 < w(a,b)=m.

18.4 Orthogonalitdt und Orthonormalbasen

Der Winkel w(a, b) zwischen zwei Vektoren a # 0,b # 0 eines euklidischen Vektor-

raumes genau dann 7, wenn (a,b) = 0. Allgemein definieren wir
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Definition 18.25 Zwei Vektoren a,b eines euklidischen oder unitdren Vektorrau-
mes (V,(,)) heien orthogonal oder senkrecht, wenn (a,b) = 0. (Schreibweise
alb)

Bemerkung 18.26 In diese Definition ist nun auch der Nullvektor einbezogen. Es
ist (a,0) = 0 fiir alle a € V, d. h. 0 ist zu allen a € V' orthogonal. Andererseits ist 0
auch der einzige Vektor, der zu allen a € V' orthogonal ist. Denn aus (a,b) = 0 fiir
alle a € V folgt insbesondere (b,b) = 0, also b = 0 wegen der positiven Definitheit
des Skalarprodukts.

Satz 18.27 (Pythagoras) In einem euklidischen oder unitédren Vektorraum gilt

ald =laf*+[b]* = |la +b]*

In einem euklidischen Vektorraum gilt auch die Umkehrung:

lall* +1]1* = fla + b]I* = a L.

b a+b

A
|
|
|
|
|
]
a

BEWEIS: Die erste Aussage folgt aus
la+0b[* = (a+b,a+b) = (a,a) + (a,b) + (b,a) + (b,b) = ||a]|* + (a, b) + (b, a) + ||b]|*.
Im euklidischen Fall gilt
albs 0= (a,b)+ (ba)=2(a,b),
und damit die zweite Aussage des Satzes. |

Definition 18.28 FEine Teilmenge S # () eines euklidischen oder unitéiren Vek-
torraumes (V, (,)) heifit orthogonal, wenn je zwei verschiedene Elemente von S
orthogonal sind: Fiir a,b € S, a # b gilt a L b.

Eine orthogonale Menge S heifit orthonormiert, wenn ||a| = 1 ist fir alle a €
S. Eine orthonormierte Teilmenge von V', die zugleich eine Basis von V ist, heift
Orthonormalbasis (ONB).
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Beispiel 18.29 1. Die Standardbasis von R" ist eine Orthonormalbasis beziiglich
dem Standard-Skalarprodukt.

2. Im Vektorraum C|—mn, 7| der stetigen Funktionen auf dem Intervall [—m, 7] C
R versehen mit dem (euklidischen) Skalarprodukt (f,g) := ["_ f(t)g(t)dt ist

die Menge
S = {1,sint, cost, sin 2t, cos 2t, sin 3t, cos 3t, . . .}
orthogonal.
Bemerkung 18.30 {ay,...,a,} ist eine Orthonormalbasis von (V (,)) genau dann,
wenn

[0 fir i#
<a““]>_5”_{1 fiir i = j

Hilfssatz 18.31 1. Eine orthogonale Teilmenge S C V\{0} ist linear unabhéngig.

2. Eine orthogonale Teilmenge S C V\{0}, kann man durch Normieren zu einer
orthonormierten Teilmenge machen:

S* = {lla]|ta = II%H | a € S} ist orthonormiert.

3. Sei {ay,...,a,} eine ONB von (V,(,)). Dann gilt fiir allev € V

(v,ag)ay f=====-===-=--=-=; v = (v,a1)ar + (v, az)as
|
| |
|
as A |
|
|
|
|
|
|
|
P ——————— »!
a1 <U7 a1>a1
BEWEIS: 1. Sei {ay, ..., a,} eine endliche Teilmenge von S und ), A\;a; = 0. Dann
haben wir fiir alle k =1,...,r

0= Nai,ar) = Y Mifas, ax) = M{ax, ax).
=1

i=1

Da S € V\{0} ist a; # 0 und es folgt A\x, = 0.
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a b 1 1 0 fir a#b
V= (a,b) = i
el Tor” = Tal To1 % {1 fir b

3. Istv=>3""  Naj, sogilt fir k=1,...,n

U ak ZAGZ,% Z Guak Z)\5zk—>\k

Bemerkung 18.32 Die Darstellungsmatrix eines Skalarproduktes beziiglich einer

Orthonormalbasis B = {ej,e,...,e,} ist die Einheitsmatrix (also besonders ein-
fach):
9ij = (€i,€j) = b also G = (gij) = E.

Insbesondere gilt fiir Vektoren z,y € V mit x =Y " ze; und y = Y o yse;:

Yy

(r,y) = (x1,...,xn) - Ep - | ¢ Zx,yl— ) O5(y),

Yn

also

(r,y) = 27+ +z.7,, |z|*= Z |z;|* im unitéren Fall, und
(,y) = @i+ +2ya, [z|> =27 im euklidischen Fall.
=1

Der folgende Satz beschreibt, wie man aus einer gegebenen Basis eine Orthonormal-
basis konstruieren kann.

Satz 18.33 (Orthogonalisierungs-Verfahren von Gram—Schmidt) ﬂ
Sei V' Vektorraum mit Skalarprodukt (, ).

(a) Wenn {b1,bs,...,b;} eine linear unabhéngige Teilmenge von V ist, dann ist die
Teilmenge {a,as, ..., a;}, die rekursiv definiert ist durch
~ (b, a;)
ay :=by, apy1 = bpyq —ZM-% (firk=1,...,1—1),
- (aj,a;)

Jj=1

orthogonal.

9 Jorgen GRAM (1850-1916), Erhard SCHMIDT (1876-1959)
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(b) Die Menge {ﬁal, ce Ha_llual} ist orthonormiert.

(c) Fiir die linearen Hiillen gilt

[al,...,ai]:[bl,...,bi], Z:1,27,l

(d) Ist V endlich-dimensional, so besitzt V eine Orthonormalbasis.

BEWEIS: (b) folgt aus (a) durch normieren. (d) folgt aus (a), (b) und (c) angewandt
auf eine Basis von V.

Fiir (a) und (c) verwenden wir vollsténdige Induktion nach [ und konstruieren eine
explizite orthogonale Menge.

INDUKTIONS-VERANKERUNG: Sei [ = 1. Wir setzen a; := by. Dann ist a; (als
einzelner, von Null verschiedener Vektor) orthogonal und [a;] = [by].
INDUKTIONS-ANNAHME: Fiir beliebiges [ sei {ai,...,q;} orthogonal und fir die
lineare Hiille gelte [aq,...,q;] = [b1,...,b].

INDUKTIONS-SCHLUSS: Wir machen den Ansatz:

a4 = bl+1 + MNag + ...+ N ()\z < (D)

Da (a;11,a;) = 0 sein soll fiir j = 1,...,[, ergeben sich die | Bedingungen:
(bi+1, ;)
b )+ Xila;,a;) =0, also \; = ——————=.
(Di41, a;) + Aj{aj, a;) ; SO A (a;,a;)
Somit ist notwendigerweise
b Zk: <bl+17aj> <*)
Aj+1 = V41 — 7\ Gj.

Es ist a;11 # 0. Denn sonst wire nach (%) und der Induktions-Annahme b, €
lai,...,a;] = [b1,...,b]; ein Widerspruch dazu, dass die b; fir j = 1,...,0+1
(ebenfalls nach Induktions-Annahme) linear unabhéngig sind. Weiter ist nach Kon-
struktion a; 1y L a; fir j =1,...,1, also ist {a4,...,a;, @41} orthogonal.

Es bleibt noch die Aussage (c) iiber die lineare Hiille zu zeigen. Nach Konstruktion
und Induktions-Anahme haben wir zunéchst

[ar, .. ] C by, .. b

Wegen () ist b1 € [aq, . .., aj41], also folgt zusammen mit der Induktions-Annahme,
dass
[a’lv B 7a’l+1] = [bh s 7bl+1]'
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Damit ist der Satz bewiesen. |

Hier nochmals eine schematische Darstellung der einzelnen Schritte im Verfahren
von Gram-Schmidt:

(%

w w ]

~ ~ |

v v |

|

|

V'
w
v, w sind nicht - - - normiere v zu ¥ ---» bestimme (w, V) ---> W' =w — (w, V)V
orthogonal projiziere w auf normiere w’ zu W
die ©-Achse ONB: {0, w}

Beispiel 18.34 Sei V' der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < 3. Fiir
ein Polynom p = ag+ a1 X +as X2+ a3z X? € V bezeichne p(t) = ag+ a1t + ast® + ast?
die zugehorige Polynomfunktion, p(t) : R — R. Auf V ist durch

(pq) == / p(t)q(t)dt

ein Skalarprodukt definiert. Die Matrix dieses Skalarproduktes beziiglich der Basis
B={b =1,by=X,bs= X% by = X3} ist
1 1/2 1/3 1/4
1/2 1/3 1/4 1/5
1/3 1/4 1/5 1/6 ]
1/4 1/5 1/6 1/7

G = (9:5) =

denn man berechnet beispielsweise
(] —<X X >—_ /1t3 ’Sdt 1!7|1 1
44 I 7 0 7

Da G # Ej, ist B keine ONB. Wir bestimmen jetzt eine orthogonale Basis mittels
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung:

a; = b1 =1
<b2,a1> 1
=0 =X _Z=
= 2 <G1,CL1> 2
<b37a2> <b37a1> 2
=0 X2_ x4+ =
“ P laman) T (ag,an) "5
ay = b4 <b47 a3> <b4’ CL2> ag — <b4’ a1> a1 = X3 _ §X2 § 1
(as, a3> <6L2, as) (ay, ay) 2 5 20
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Durch normieren, erhélt man schliefflich eine ONB.

18.5 Orthogonal-Komplemente und Orthogonal-Projektionen

Ist V' ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum, so hat U im Allgemei-
nen viele Komplementérraume. Ist hingegen (V) (,)) ein euklidischer oder unitarer
Vektorraum, so gibt es ein “kanonisches” Komplement.

Definition 18.35 Die Menge Ut := {z € V | (z,u) = 0 Vu € U} heifit Orthogonal-
Komplement von U in V.

Gilt (x,u) = 0 fiir alle u € U, so schreiben wir kurz « L U.

Satz 18.36 Das Orthogonal-Komplement U+ eines Untervektorraumes U eines eu-
klidischen oder unitidren Vektorraumes V hat folgende Eigenschaften:

(a) U™ ist Untervektorraum von V,
(b) UNU* = {0},
(¢) Ist V endlich-dimensional, so gilt U & U+ =V .

BEWEIS:
(a) gilt nach dem Untervektorraum-Kriterium.

(b) Fiir x € UNU* gilt {(x,z) = 0. Da (,) positiv definit ist, folgt z = 0.

(c) Fiir die “Extremfille” U = {0} bzw. U = V ist {0} =V bzw. V+ = {0}, also
gilt (c¢). In den anderen Fillen wéhlen wir eine Orthonormalbasis {ej,...,ex}, 1 <
k < n, von U und ergénzen diese zu einer Orthonormalbasis {e, ..., €k, €xi1,. -, €n}
von V (das ist moglich nach dem Basis-Ergéinzungssatz und Gram-Schmidt). Wir
zeigen, dass Ut = [epi1,...,e,] gilt. Fiir jedes € [exi1,...,e,] ist # L U nach
Konstruktion, d.h. z € U+ und wir haben Ut D [egy1,...,e,]. Ist andererseits
x = Y aje; ein Vektor aus U™, so gilt & L U, also insbesondere o, = (z,e,) = 0
j=1
fir p = 1,..., k. Somit ist x € [egy1,...,€,]. Da x beliebig war haben wir auch
UL Clenst,---sen) |

Beispiel 18.37 1. Sei V =R?* und U := {(z,y,2) € R? | 22+ 3y + 42 = 0} eine
Ebene. Dann ist U+ = [(2,3,4)], denn

((a,b,c),(x,y,2)) =0< ax+ by + cz = 0.

2. Verallgemeinerung: Sei V = R" und U := {(21,...,2,) € R" | Y, a;z; = 0}
eine Hyperebene. Dann ist UL = [(ay, ..., a,)].
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3. Sei V= C[—1,1] der Vektorraum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [—1, 1] versehen mit dem Skalarprodukt (f, g) = f_ll f(t)g(t)dt.
U sei der Untervektorraum der geraden Funktionen:

U={geV]g(=t)=g(t) Vte[-1,1]}.

Das orthogonale Komplement von U ist dann der Untervektorraum der unge-
raden Funktionen:

Ut ={uecV]|u(-t)=—u(t) Vte[-1,1]}.

BEWEIS: Jedes f € V ldsst sich (eindeutig) schreiben als Summe einer geraden
Funktion f, und einer ungeraden Funktion f_:

F(8) = 5P+ F(0) + 5(70) = F(~1)) == Fut) + 1-(0).

Weiter gilt fiir g gerade und u ungerade
1 0 1
) = [ gutat= [ gouar+ [ gou
—1 -1 0

1 1
= [ st-out-nar+ [ gttty
0 . 10
= —/ g(t)u(t)dt +/ g(®)u(t)dt = 0.
0 0
[
Bemerkung 18.38 Falls dim V' = oo, so ist im Allgemeinen U @& U+ # V. Hier ist

ein Beispiel:

Es sei V' = (2 der Hilbertraum der quadrat-summierbaren Folgen reeller Zahlen (vgl.

Beispiel [18.16]). Weiter sei U C ¢? der Untervektorraum aller Polynome, d.h. aller
endlichen Folgen. Dann ist U C % und es ist UL = {0}. Denn ist etwa a = (a;);en €
V und a L U, so gilt insbesondere

(a,(0,...,0,1,0,...)y =a; =0 firi=1,2,...,
und damit ¢ = 0.

Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen oder unitdren Vektorraum V und einen
Untervektorraum U ist nach Satz [18.36| V = U @ U+. Jeder Vektor v € V hat also
eine eindeutige Darstellung (oder Zerlegung) v = u + u* mit u € U,ut € U*.
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Definition 18.39 Die Orthogonalprojektion von V auf U (in Richtung U+) ist
die Abbildung;:
m:V—oUCV, v=u+u"+—u.

Satz 18.40 (Eigenschaften der Orthogonalprojektion) Fiir die Orthogonalpro-
jektion my eines Vektorraumes V' auf einen Untervektorraum U gilt:

1. my ist linear und 7% = my o Ty = Ty
2. Bildmy = U, Kernmy = U+t
3. 7wy verkiirzt Abstdnde: Fiir alle v,w € V ist

d(my (v), mo(w)) = [|7v(v) = 7o (W)[| < flv = w|| = d(v, w).

BeEweEs: 1. folgt direkt aus der Definition bzw. durch Nachrechnen. 2. folgt aus
den Eigenschaften der direkten Summe und der Definition von 7. Zu 3.: Sei v =
u+ut € V. Zunichst folgt wegen (u,ut) = 0:

7o ()[* = llull® = (u, ) < (u,u) + (utut) = (u+utu+ut) = (v,0) = o]
Die Behauptung folgt jetzt aus der Linearitdt von . |

Bemerkung 18.41 (Formel fiir Orthogonalprojektion) Es sei U # {0} ein
echter Untervektorraum von V' mit Orthonormalbasis {ey, ..., e;}. Wir ergdnzen zu
einer Orthonormalbasis {e1, ..., ek, €xi1,. .., e, } von V;insbesondere ist {ex.1,...,€,}
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eine Orthonormalbasis von U+. Fiir einen beliebigen Vektor v € V haben wir
v = u+ut = Z?Zl ajej + Y ey mit a; = (v,e;)  (j = 1,...,n). Die

orthogonale Projektion 7y auf U 148t sich also auch schreiben als

k

mv(v) = Z(v, e;)€e;.

j=1

Beispiel 18.42 Sei VV = R, versehen mit dem Standardskalarprodukt. Weiter seien

U=

| sowie v =

O = O ==
O~ = O N
O R = OO
U W N =

Gesucht ist die Orthogonalprojektion von v auf U.
1. SCHRITT: Wir bestimmen eine ONB in U mit Gram-Schmidt:

1
1
v=|0], |wul=V3
1
0
2 1 1
0 1 1
vo=1]=10]=1] 11|, [vl=V3,
1 1 0
0 0 0
0 1 1 1
(1) ! (1) 1 _11 2 ? s = —
V3 = - = — = = — , V3|l = —
] 3l 3o 31 V3
0 0 0 0

Damit erhalten wir als ONB in U:

5l
w
O R O~

O = = O

1 —1
—1
1 1
oo =—1 1 | ,b3:=—
2 \/g 0 3 \/g
0
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2. SCHRITT: Es ist

3

1 )

TFU(U) - <U’ b1>b1 + <U7 b2>b2 + <U, b3>b3 = g 8
13

0

18.5.1 Abstand eines Vektors zu einem Untervektorraum

Wir beginnen mit einer allgemeinen Definition.

Definition 18.43 Seien (M, d) ein metrischer Raum und A, B C M zwei Teilmen-
gen. Der Abstand von A und B ist definiert durch

d(A, B) == inf{d(a,b) | a € A,b € B}.

Ist jetzt V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt, so ist V' ein normierter und damit
ein metrischer Raum mit Metrik d(v, w) = ||v — w||. Fiir v € V und einen Untervek-
torraum U wollen wir den Abstand von v und U bestimmen, also

d({v},U) =inf{|lv —u|| | v e U}.

Man beachte, dass die Menge der reellen Zahlen ||v —u|| mit v € U nach unten durch
0 beschrénkt ist; das Infimum existiert also (das gilt ganz allgemein, da eine Metrik
positiv ist).

Satz 18.44 (Kiirzester Abstand) Es seien V ein endlich-dimensionaler euklidi-
scher oder unitédrer Vektorraum und U ein Untervektorraum. Weiter sei V' zerlegt
als V = U @ U+. Dann gilt fiir v = u + u*+ € V die Gleichung:

d({v},U) = min{jv —w*[| | u* € U} = Ju[| = [[7y- (v)]].
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BeweEis: Fiir u* € U gilt nach dem Satz von Pythagoras
d(v,u*)? = [|(u — ") +ut [P = [lu—u'|® + fJut|? > ut]

Fiir u* = w gilt Gleichheit in dieser Ungleichung, d.h. das Infimum wird angenommen
und ist also ein Minimum. Damit folgt die Behauptung. |

18.5.2 Skalarprodukt und Dualraum

Es sei (V,(,)) ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Der Dualraum V* von V ist der
Vektorraum aller Linearformen auf V:

V*={®:V — K| ® linear} fiir K =R oder C.
Mittels des Skalarproduktes kann man spezielle Linearformen konstruieren:
Sei dazu a € V fest gewdhlt. Dann ist die Abbildung
Ao V=K Au(z) = (2,0)
eine Linearform auf V', also A, € V*, da das Skalarprodukt im 1. Argument linear
ist.

Bemerkung 18.45 Die geometrische Interpretation dieser Konstruktion wird durch
folgenden Spezialfall illustriert. Es sei e € V ein Einheitsvektor, d.h. |le|| = 1, und
U := le] ein 1-dimensionaler Untervektorraum von V. Weiter sei my : V' — U die
Orthogonalprojektion auf U. Dann gilt fiir alle x € V:

my(x) = (z,e)e und |[my(2)]| = [{z, e)].
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Ist V' endlich dimensional, so sind alle Linearformen von obiger Gestalt:

Satz 18.46 (Satz von Riesz) [V Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit
Skalarprodukt und A € V*. Dann existiert genau ein a € V', so dass fiir alle x € V
gilt

A(z) = (x,a).
BEWEIS:
Existenz: Essei {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis von V. Wir machen den Ansatz:
n n
a = > ageg. Dann gilt dann fiir alle z = > xre, € V:
k=1 k=1
n n n n
(@) = O wpen, Y re,) = > x5 = > Tkl
k=1 r=1 k=1 k=1

Andererseits haben wir

Ax) = A mrer) = Y ael(er).
k=1 k=1

Setzen wir also oy, := A(eg) fir k = 1,...,n, so erhalten wir A(z) = (z, a).

Eindeutigkeit: Aus (z,a;) = (x,aq) fiir alle z € V folgt (z,a; — ag) = 0 fiir alle
x € V. Also insbesondere ||a; — az|* = (a1 — az,a; — az) =0, d.h. a; = as. [ |

Folgerung 18.47 Ist V' ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum, so ist V*
isomorph zu V. Genauer gilt: Die Abbildung

OV -V a—A, mit A,:V —=R; Ay(x) = (z,a)

ist ein R-Vektorraum Isomorphismus. Ist {e, ..., e,} eine Orthonormalbasis von V,
so ist {Ae,, ..., A, } die zugehdrige Dualbasis in V* (siehe Abschnitt ).

BEWwEIS: Die Abbildung ® ist linear, da das Skalarprodukt auch im 2. Argument
linear ist (hier braucht man “euklidisch”). Die Abbildung & ist surjektiv nach dem
Satz von Riesz. Um zu zeigen, dass ® injektiv ist, zeigen wir, dass der Kern von ¢
nur aus dem Nullvektor besteht. Sei also ®(a) = A, = 0. Dann gilt (z,a) = 0 fiir
alle x € V, also a = 0. |

0Fyiedrich RiEsz (1880-1956)
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18.6 Orthogonale und unitire Matrizen

Gegeben sei ein Vektorraum V' mit Skalarprodukt, eine Orthonormalbasis B =
{e1,...,e,} von V und eine Matrix A = (a;;) € GL(n,C). Wir definieren eine
lineare Abbildung ®4 : V' — V durch

Dann ist {e; := ®4(e;) [ 1 < j < n} auch eine Basis von V' (wieso?).
Frage: Wann ist B’ = {¢}, ..., e} } auch wieder eine ONB?

Dazu rechnen wir

n n n n
o _ _
<6j7 ek;> = < E Q5 €y, § askes> = § a'rjask:(srs = E Qi Q.
r=1 s=1 r=1

r,s=1

Also ist B’ genau dann auch eine Orthonormalbasis, wenn gilt:

Fiir einen euklidischen Vektorraum V': Fiir einen unitaren Vektorraum V:
ZaTjark = 6]/€7 .]7]{: = 17"'7” Zarjaﬂc = 5]k7 j)k - 17"'7”
r=1 r=1

«— ATA=E,. — ATA=E,.

Definition 18.48 Eine reelle bzw. komplexe n x n- Matrix A heifit orthogonal
bzw. unitér, falls gilt

A"A=E, bzw. ATA=E,.

Wir halten fest

Hilfssatz 18.49 Sind B und B’ zwei Orthonormalbasen eines euklidischen (bzw.
unitdren) Vektorraumes V', so ist die Matrix des Basiswechsels orthogonal (bzw.
unitér). Ist umgekehrt B = {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis von V und A eine
orthogonale (bzw. unitdre) n x n-Matrix, so ist auch B’ := {®4(e1),...,Pale,)}
eine Orthonormalbasis von V.
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Satz 18.50 (Charakterisierung von orthogonalen Matrizen) Sei A € R™*".
Folgende Aussagen sind édquivalent:

(a) A ist eine orthogonale Matrix.
(b) A ist regulir und A=t = AT,

(c) Die Spaltenvektoren (bzw. die Zeilenvektoren) von A bilden eine Orthonor-
malbasis von R™ bzgl. des Standardskalarproduktes.

Analog gilt fiir unitdre Matrizen

Satz 18.51 (Charakterisierung von unitiren Matrizen) Sei A € C"*". Fol-
gende Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist eine unitidre Matrix,

—T

b) A ist regulir und A=™' = A ;
(b) g

(c¢) Die Spaltenvektoren (bzw. die Zeilenvektoren) von A bilden eine Orthonor-
malbasis von C™ bzgl. des Standardskalarprodukts.

BEWEIS: Aus (a), also ATA = E,, folgt (det A)? = 1. Also existiert A~! und man
erhilt (b). Dass (a) aus (b) folgt, ist klar. Die Aquivalenz von (a) und (c) sieht man
so ein: Sei B = {ey,...,e,} die Standard-Basis von R™ bzw. C™. Dann ist B eine
Orthonormalbasis beziiglich dem Standard-Skalarprodukt. Die Spalten von A sind
dann {Aey, ..., Ae,}. Die Behauptung folgt aus Hilfssatz und daraus, dass mit
A orthogonal (bzw. unitéir) auch AT orthogonal (bzw. unitér) ist (und umgekehrt).
|

Folgerung 18.52 (a) Flir eine orthogonale Matrix gilt: det A = £1.
(b) Fiir eine unitire Matrix gilt: |det A| = 1.
BEWEIS: Fiir eine orthogonale Matrix A gilt
l=detE, =det(ATA) =det A" - det A = (det A)2.
Fiir eine unitare Matrix A gilt

1 =detE, = det(ATA) = det A-det A = | det A2
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Bemerkung 18.53 Die Eigenschaft |det A] = 1 ist zwar eine notwendige, aber
keine hinreichende Bedingung dafiir, dass A eine orthogonale bzw. unitdre Matrix
ist. Ein Beispiel ist die Matrix
2 0
A= .
(5 1)

Satz 18.54 (Matrizen-Gruppen) Fiir jedesn € N bilden die orthogonalen (bzw.
unitiren) n x n-Matrizen beziiglich der Matrizen-Multiplikation eine Gruppe:

Die orthogonale Gruppe

O(n):={Ac€GL(n,R) | ATA=E,}
bzw. die unitidre Gruppe

Un) = {A € GL(n,C) | A A= E,.}
BEWEIS: Es ist £, € U(n) und mit A auch A~!:

AT A = (AA ) = (AA ) = (B,) " = E,.

Aus A, B € U(n) folgt auch A- B € U(n):

(AB)"AB=B'A' AB=B E,B=E,.

|

Bemerkung 18.55 Wir erinnern an die Definition der komplexen bzw. reellen spe-
ziellen linearen Gruppe:

SL(n,C) ={Ac C™" |det A=1}, SL(n,R)=SL(n,C)NGL(n,R).
Die Gruppe
SO(n) = O(n) N SL(n,R) bzw. SU(n) = U(n) N SL(n,C)
heifit spezielle orthogonale bzw. spezielle unitire Gruppe.
Beispiel 18.56 1. O(1)={re R |r* =1} = {£1}.

2.U(1)={zeC|zz=1}={e¥ e C| ¢ € [0,2n]}.
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3. O(2): Gegeben sei die orthogonale Matrix

A = ( ail a2 ) -
a1 Q22
Wegen a?, + a3, = 1 gibt es ein eindeutig bestimmtes w € [0, 27| mit

11 = COSW, @91 = Sinw.

2 2 _ 1 (i — 2 _ 2 2,0 02 2 2
Aus ai) + a3, =1 (1 =1,2) folgt a7y, = 1 — af; =sin“w, a3, = 1 — a3, = cos®w,
also

12 = €sinw, ag =mncosw mit e==x1, n==1.

Wegen aq1a12 + ag1a9 = 0 ist weiter (e4n)sinw-cosw = 0. Fiir sinw cosw # 0
ergibt sich also n = —

A = (C‘?Sw _Sm“) mit  det A = +1, (*)
S11 W COS W

A = (C(.)Sw Smw) mit det A" = —1. (%)
SInNw — COSwW

3

Ist sinw cosw = 0, nimmt also w einen Wert 0, 2, 7, =¢ an, so erhalten wir eine

Tl ane e
D)

die aber alle bereits in (x) bzw. (xx) fiir w = 0, §, 7, 5 vorkommen.

4. Es ist

Y lasecial 415 =1y

(07

sue) = ((

Wir fithren noch drei weitere Untergruppen von GL(n,R) ein. Es sei B(n) C
GL(n, R) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonalelementen;
A(n) € GL(n,R) bezeichne die (abelsche) Gruppe der Diagonalmatrizen mit posi-
tiven Diagonaleintrdgen und Determinante 1 und schlielich sei N(n) C GL(n,R)
die Gruppe der oberen Dreieckmatrizen mit Einsen auf der Diagonalen.

Satz 18.57 (Iwasawa—Zerlegung) []

Kenkichi IWASAWA (1917-1998)
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Es ist
GL(n,R) = O(n)B(n) und SL(n,R) =SO(n)A(n)N(n).

Genauer gilt: Jede Matrix A € GL(n,R) kann eindeutig geschrieben werden als
Produkt A =TB mit T € O(n) und B € B(n). Jede Matrix A € SL(n,R) kann
kann geschrieben werden als Produkt A = TDN wobei T' € SO(n), D € A(n) und
N € N(n).

BEWEIS: Sei A = (a;;) € GL(n,R), also eine regulire, reelle n x n-Matrix. Wir
betrachten R™ mit dem Standard-Skalarprodukt (,). Die Standardbasis ey, ..., e,
ist eine Orthonormalbasis beziiglich (, ).

Wir orthonormieren jetzt die Vektoren v; := Ae; fir i = 1,...,n (also die Spalten
von A) nach Gram-Schmidt und erhalten

wy = vy /||v1]], wa := (vg — Avy)/|Jvg — Avg|| mit A = <v2,v1>/||v1||2 USW.

Wir definieren eine Matrix S = (s;;) durch w; = 37 ;.o sijvi. Esist also S € B(n).
Insbesondere ist S regulir und S~ € B(n). Wir definieren weiter eine orthogonale
Matrix T' = (¢;;) € O(n) durch Te; = w; (1 < i <n). Es gilt dann

tq = (Teyej) = (wy,e5) = <Z Sitvi, €5) =
i<l
= Z si(Ae;, e;) = Z Sil Z%i(@m ej) = Z SilQji.-
i<l k

i<l i<l

Also T = AS oder, dquivalent, A = T'S™!. Die Eindeutigkeit zeigt man so: Wiire A =
T1S; = TyS, mit T; € O(n) und S; € B(n), so wire T, 'Ty = 5155 € O(n) NB(n).
Die Spalten einer oberen Dreiecksmatrix sind aber genau dann orthonormiert, wenn
diese Matrix diagonal ist. Da die Diagonaleintrage zudem positiv sind, kann diese
Matrix nur die Einheitsmatrix sein. Es folgt T} = T5 und S; = 5.

Ist A € SL(n,R), also det A = 1, so ist det T'det S™! = 1. Da S~ € B(n) folgt
det S7! = det T = 1 und wir haben 7' € SO(n). Die Matrix S~! kénnen wir noch
weiter zerlegen: S~' = DN mit D € A(n) und N € N(n). |
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19 Homomorphismen zwischen Vektorraumen mit
Skalarprodukt

In diesem Abschnitt betrachten wir lineare Abbildungen zwischen euklidischen bzw.
unitdren Vektorrdumen, also Vektorrdumen mit Skalarprodukt, die diesen Zusatz-
strukturen “angepasst” sind.

19.1 Adjungierte Abbildungen

Definition 19.1 Es seien (V, (,)y) und (W, (, )w) zwei Vektorraume mit Skalarpro-
dukt und ® : V — W eine lineare Abbildung. Eine lineare Abbildung ®*: W — V
heifit zu ® adjungierte lineare Abbildung., falls fiir alle x € V und alle y € W
gilt:

(@(x), y)w = (z, 2" (y))v.

NOTATION: Fiir eine Matrix A = (a;;) € C"™*" definieren wir

A* = (CLZ}) = ZT = (Eﬂ) e gnxm,

Satz 19.2 (Existenz und Matrixform von ®*) Es seien V,W zwei euklidische
bzw. zwei unitidre Vektorrdume. Dann gilt:

(a) IstV endlich-dimensional, so existiert zu jeder linearen Abbildung ® : V- — W
genau eine Adjungierte ®*: W — V.

(b) Es seien V und W beide endlich-dimensional. Weiter sei B = {ey, ..., e,} eine
Orthonormalbasis von V und C' = {cy,...,¢,} eine Orthonormalbasis von
W. Ist dann A die Abbildungsmatrix von ® : V. — W beziiglich B, C', so ist
A* die Abbildungsmatrix von ®* : W — V beziig]jch der Basen C, B. Also
A* = AT € R™™ im euklidischen Fall und A* = A € C™™ im unitéren Fall.

BEWEIS:

(a) Sei {eq, ..., e,} eine Orthonormalbasis von V. Zu der gegebenen linearen Abbil-
dung ® : V — W definieren wir die Abbildung ®*: W — V durch

n

(I)*(y) = Z<y> (I)(er»Wer-

r=1
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Die Abbildung ®* ist linear und es gilt fiir alle z € V, y € W

n

<I7q)*(y)>V = <Zxk€k7z<y7¢(er>>wer>v

r=1

= Zxk Z <y7 (I)<€r)>W <€k, 67«>V = Z«Tk<(b(ek) 7y>W

Die Eindeutigkeit gilt ganz allgemein. Man beweist sie so: Sind @7, &} zwei Ad-
jungierte von @, so gilt

VeeV und Yye W: (z,9](y)) = (x, P5(y)).

Daraus folgt wegen der Definitheit des Skalarproduktes ®;(y) = ®3(y) fiir alle y €
W, d.h. Ot = &3,

(b) Fiir die m x n—Abbildungsmatrix von ® beziiglich B, C

11 a2 - Qip m
ME(®) = A= : : : gilt d(ep) = Zaskcs, k=1,...,n.

=1
Am1 Qm2  * Qmn s

Nach (a) und wegen (c,, ¢;) = d,s haben wir fiir die Adjungierte ®*

n n n

O*(¢,) = Z<CT’ O (ep))er = Z(cr, Zaskcs>ek = aper, r=1,....m.
s=1

k=1 k=1 k=1

Also ergibt sich als Abbildungsmatrix von ®* beziiglich C, B
aj; Qo1 v Gma
ME(@)=|[ & | =4 = A

Q1n aQn amn

Im reellen Fall entfillt die komplexe Konjugation, so da§ ®* die Transponierte A"
als Abbildungsmatrix besitzt. |

Fiir unendlich-dimensionale Vektorraume mit Skalarprodukt hat nicht jede lineare
Abbildung eine Adjungierte.
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Beispiel 19.3 Essei W := (2, der Hilbert-Raum der quadrat-integrierbaren Folgen
(siche Beispiel und V := R[X] C ¢% sei der Untervektorraum der reellen Poly-
nome. Durch das von ¢? induzierte Skalarprodukt wird R[X] zu einem euklidischen
Vektorraum. Wir betrachten die lineare Abbildung

O:RIX] = a=ag+a X+ +a, X" — (g, 01,...,0,,0,...)

und nehmen an, daf die Adjungierte ®* : ¢* — R[X] existiert. Fiir y = (y;) €
C\R[X], a € R[X] und ®*(y) = (45, - .-, ¥;,0,...) € R[X] héitten wir dann:

> a = (@(0).9) = 0.0 (1) = > agu).

Setzen wir fiir a der Reihe nach die Monome X° = 1, X, X? usw. ein, so ergibt sich
y; =y fiir j = 0,...,q und y; = 0 fiir j > ¢ im Widerspruch dazu, dass y ¢ R[X].
Die Adjungierte zu ® existiert also nicht.

Bemerkung 19.4 (Formeln) Falls fiir die linearen Abbildungen ® : U — V und
U : V — W die Adjungierten ®* : V — U, U* : W — V existieren, so gelten
folgende Beziehungen:

(P+ V) = "4 U*
(A®)* = A" (A€ )
(Pod)* = P"oVU*

(p** — (q)*)* — (b
Kern ®* = (Bild®)*.

BEWEIS: Wir zeigen exemplarisch die letzte Gleichung:

w € Kern®* < ¢*(w) =0 < (P(v),w) = (v,P*(w)) =0 fir alle veV
& we (Bildo)*. u

19.2 Selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 19.5 Ein Endomorphismus ¢ : V' — V eines endlich-dimensionalen
Vektorraumes V' mit Skalarprodukt heifit selbstadjungiert, wenn * = ® ist, d.h.
wenn fiir alle z,y € V gilt

(®(2),y) = (z, B(y))-

Beispiel 19.6 1. Projektionen sind selbstadjungiert: Es sei V = U @ U~. Fiir
Vektoren v,w € V haben wir dann eindeutige Zerlegungen v = v; + v, und
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w = wy + wy mit vy, w; € U, v9, wy € UL, Ist 7y die Orthogonalprojektion auf
den Untervektorraum U, so gilt

(v (v), w) = (v, w) = (v, wi) = (v, wr) = v, 7 (W)).

2. Der Laplace-Operator. Wir betrachten den Vektorraum 8(R) aller unend-
lich oft differenzierbaren, reellwertigen Funktionen auf R mit “beschrinktem
Tréger”. Eine C*°-Funktion f ist also genau dann in §(R), wenn es ein end-
liches Intervall I; C R gibt, so dass f und alle Ableitungen von f auflerhalb
von I; gleich Null sind. Wir schreiben kurz f*)(00) = 0 = f*)(—00), k € N.
Mit dem Skalarprodukt

(f.g) = / T FWg®dt (f.g € S(R))

wird 8§(IR) zu einem (unendlich-dimensionalen) euklidischen Vektorraum.

Behauptung: Die 2. Ableitung (Laplace-Operator)
A:8(R) = 8R); f—=f"
ist selbstadjungiert.
Beweis: Fiir f, g € 8(R) folgt mit der Produktregel (f'g)’ = f"g+ f'¢' zundchst

/ roaa = ol - [ rogei=- [ rogoar

—f'q fq') + fg" folgt durch nochmalige Integration

. /_oo rg =~ + [ sagon= [ sogod = a0)

und damit die Behauptung.
Hilfssatz 19.7 (Matrix eines s.a. Endomorphismus) Ein Endomorphismus &
ist genau dann selbstadjungiert, wenn die Abbildungsmatrix A von ® beziiglich einer
Orthonormalbasis im euklidischen Fall symmetrisch (AT = A) und im unitéren Fall
. —~T .
hermitesch (A = A) ist.

BeEwEIs: Gilt ®* = @, so folgt die Behauptung einfach daraus, dass die Abbildungs-
matrix von ®* nach Satz [19.2] gleich A* ist. Ist umgekehrt B = {ey,...,e,} eine
Orthonormalbasis und im euklidischen Fall A = AT, so folgt
(D(es),e5) = (O anien, ) = aji = ayj = (e, B(ey)).
k=1
Die Behauptung, dass ® selbstadjungiert ist, folgt dann durch lineare Fortsetzung.
Der Beweis im unitdren Fall ist analog. |
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Satz 19.8 Es sei V' ein n—dimensionaler (reeller oder komplexer) Vektorraum mit
Skalarprodukt und ® : V' — V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann sind
alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms von ® reell. Das charakteristische
Polynom von ® zerfillt also in n Linearfaktoren:

po =X —=X) - (X =X\), NeER.

Insbesondere sind alle Eigenwerte eines selbstadjungierten Endomorphismus (bzw.
einer symmetrischen oder hermiteschen Matrix) reell.

BEWEIS: Unitdrer Fall: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist
pQZi(X—)\l)”'(X—/\n), )\26([3

Es geniigt also zu zeigen, dass alle Eigenwerte von ® reell sind. Sei also x € V ein
Eigenvektor von ® zum Eigenwert \. Dann gilt:

Mz, z) = Az, 2) = (®(x), 1) = (z, ®(2)) = (z, \z) = Xz, z),

also, da  # 0, haben wir A = A, d.h. A € R.

Fuklidischer Fall: Wir fithren den Beweis mittels “Komplexifizierung”. Wir wéahlen
eine Orthonormalbasis von V. Die zu ® gehorige Abbildungsmatrix beziiglich dieser
Basis ist reell und symmetrisch und definiert eine Abbildung

d:.C" - C", 2 Az

Da A als reelle, symmetrische Matrix auch komplex, hermitesch ist, ist ® nach
Hilfssatz selbstadjungiert beziiglich dem Standard-Skalarprodukt von C™. Nach
dem oben gezeigten unitéren Fall hat ® nur reelle Eigenwerte. Mit andern Worten:
Das charakteristische Polynom pg hat nur reelle Nullstellen. Nun ist aber py = pa =
P&, d.h. die Eigenwerte von ® stimmen mit den Eigenwerten von ® {iberein und sind
damit auch reell. [ ]

Satz 19.9 (Spektralsatz) Es sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt und ® : V' — V ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann ist ® dia-
gonalisierbar. Genauer: Es existiert eine Orthonormalbasis B von V', die aus Eigen-
vektoren von ® besteht und die Abbildungsmatrix von ® beziiglich dieser Orthonor-
malbasis hat Diagonalform

A1 0
ME(®) = - ;
0 An

wobei A1, ..., \, die n (reellen) Eigenwerte von ® sind.
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BEwEIS: Um die Existenz einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu beweisen,
benutzen wir vollstédndige Induktion nach n = dim V.

Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

Sei n > 2. Nach Satz zerféllt das charakteristische Polynom von @ in Linear-
faktoren:

po=E(X —=X) - (X =X\), N eR.

Es sei nun a; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; und ||a|| = 1. Wir setzen
W=t = {z € V| {a,z) = 0}.
Der Untervektorraum W ist ®-invariant, d.h. x € W = ®(z) € W, denn wir haben
(a1, ®(z)) = (P(a1), x) = (Mag, z) = A {ay,z) = 0.

Die Einschrankung & |y ist ein selbstadjungierter Endomorphismus von W und
dimW = dim[a;]* = n — 1. Nach Induktions-Voraussetzung existiert dann eine
Orthonormalbasis {as, . ..,a,} von W aus Eigenvektoren von @]y, (und somit auch
von ®). Damit ist B := {aj,as,...,a,} eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren

von ®. Dass die Diagonalelemente der Abbildungsmatrix (also die Eigenwerte von
®) reell sind, folgt aus Satz|19.8 |

Folgerung 19.10 (Spektralsatz fiir Matrizen) Ist A eine reelle, symmetrische
(bzw. komplexe, hermitesche) n x n—Matrix, so ist A diagonalisierbar. Genauer gilt:
Es gibt eine orthogonale (bzw. unitidre) n x n—Matrix S mit

A 0
S*AS = ST1AS = ,
0 An
wobei A1, ..., \, die n (reellen) Eigenwerte von A sind.

BEWEIS: Die Matrix A definiert einen selbstadjungerten Endomorphismus = — Ax
von R" bzw. C™ beziiglich dem Standard-Skalarprodukt. Die Behauptung folgt dann
aus Satz [19.9 |

Beispiel 19.11 Zu der symmetrischen Matrix

-1 0 1
-2 0
1 0 -1

wird eine orthogonale Matrix S gesucht, so dass S'AS eine Diagonalmatrix ist.
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Aus dem charakteristischen Polynom p = —(2 + X)2X von A ergeben sich die
Eigenwerte A\; = 0 und A\, = —2. Fiir die zugehorigen Eigenrdume E), und F),
erhalten wir:

T t
Ar=0z=|0],reR; (A+2E)x=0<z=| s |,s,t€eR
r —t
also
1 1 0
E)\lz[ 0 ] und E)\QI[ 0 R 1 ]
1 -1 0
Nun sind

1/v/2 1/v2 0
{{ 0 |} und { 0 1)
1/v2 —1/V2 0

Orthonormalbasen von E), bzw. E),. Also ist

1/vV2 1/v/2 0
0 0 1
1/vV2 —1/v2 0

eine orthogonale Matrix mit

0 0 0
STAS=10 -2 0
0 0 -2

Bemerkung 19.12 1. Aus dem Spektralsatz folgt, dass die Eigenvektoren eines
selbstadjungierten Endomorphismus zu verschiedenen (reellen) Eigenwerten
orthogonal sind. Das kann man auch direkt zeigen: Seien e; € Ej;,e; € Ey,
mit \; # A;, dann gilt

Aifeis e5) = (Nieiy e5) = (D(ei), e5) = (es, P(ej)) = Ajlei €5),
also (e;, e;) = 0.

2. Esseien Ay, ..., A, die r verschiedenen Eigenwerte eines selbstadjungierten En-
domorphismus ® : V — V und Ey,..., E, seien die zugehorigen Eigenrdume.
Dann gilt E; L Ej, (j # k) nach 1., und mit dem Spektralsatz erhalten wir die
orthogonale direkte Zerlegung von V:

e
j=1
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Bezeichnet 7g, die orthogonale Projektion von V' auf den Untervektorraum
Ej;

g Vo Vie=n+ + a1, ooy, J=1...,r
mit xp € By, k=1,...,r, so gilt fiir alle x € V

T

D(z) = Zq’(%’) = Z)\jxj = ZAjWEj(OC) = (Z )\J'?TEJ) (@),

und wir haben
b = )\17TE1 —|—"'—|—)\T7TET.

Diese Darstellung heifit Spektraldarstellung von ®. Schliellich gilt noch
TE, +"'+7TET = ldV

Die Matrix des Skalarproduktes eines euklidischen Vektorraumes ist (beziiglich ir-
gendeiner Basis) symmetrisch (siehe Abschnitt . Offen geblieben ist die Frage,
wann eine solche Matrix positiv definit ist. Als Anwendung des Spektralsatzes geben
wir dafiir ein (erstes) Kriterium an. Ein weiteres, praktischeres Kriterium beweisen

wir spater (siehe Satz[20.22)).

Satz 19.13 (Ein Kriterium fiir “positiv definit”) Eine reelle, symmetrische
Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind.

BEWEIS: Es sei A € R™" positiv definit, A ein Eigenwert und z € R" ein Eigen-
vektor von A. Dann gilt wegen x # 0

O<z'Ar=z"(Ox) = "z = \Na? +---27),
also ist A > 0.

Seien umgekehrt \q, ..., Ay die Eigenwerte von A und es gelte A\; > 0 fiir alle 1 <
t < k. Nach Folgerung ist A diagonalisierbar, d.h. wir haben insbesondere
R" = E\,®---®L),,. Fiir jeden Vektor z € R" gibt es also eine eindeutige Zerlegung
T =21+ -+ x, mit z; € Ey,. Damit erhalten wir

k k k k
v Ar = wl Awi+ Yl Any = MllwilP+ D Al @)
=1

i=1 i,j=1 i,j=1
i#] i#]

Da nach Bemerkung [19.12] Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal
sind, folgt

k
wlAr = Al
=1

Ist  # 0, muss mindestens einer der Vektoren x; auch ungleich Null sein. Da \; > 0
fir i = 1,..., k folgt dann insgesamt, dass ' Az > 0. [ |
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Beispiel 19.14 1. Gegeben sei die Matrix
1 0
0 3 0
-1 0 2

mit dem charakteristischen Polynom

p=—(X = 3)(X ~ S3+ VE)X — 53~ V).

Alle Eigenwerte sind positiv, also ist A positiv definit.

2. Die Matrix

S = O =
_ O = O
O = O =

S = O

1
mit dem charakteristischen Polynom p = X?(X — 2)? besitzt den Eigenwert 0,

ist also nicht positiv definit.

Folgerung 19.15 (“Wurzel” aus einer positiv definiten Matrix) Ist A € R™*"
eine positiv definite symmetrische Matrix, so existiert eine Matrix v A € R™™ mit

VA- VA=A

BEWEIS: Nach Satz [19.10] und Satz [19.13| existiert eine orthogonale Matrix S und
eine Diagonalmatrix D, so dass

A1 0
STTAS =D = :
0 An
mit A\; > 0 fiir alle i. Wir konnen also definieren

VA1 0
VD = und VA := SVDS™.
0 VA

Dann haben wir

VA -VA=SVDS'SVDS ' =SDS™! = A.
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19.3 Lineare Isometrien

Wir beginnen mit einer Definition fiir allgemeine metrische Raume.

Definition 19.16 Es seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Rdume. Eine Abbil-
dung f : X — Y heifit Isometrie, falls f Abstédnde erhélt, falls also fiir alle p,q € X
gilt

dy (f(p), f(q)) = dx(p, q)-

Wir betrachten jetzt wieder zwei Vektorrdaume V, W mit Skalarprodukt. Wir inter-
essieren uns hier fiir “lineare Isometrien”, also lineare Abbildungen zwischen V' und
W, die die Lange von Vektoren nicht éndern. Im wichtigen Spezialfall V' = W bilden
die linearen Isometrien von V' eine Untergruppe der Automorphismengruppe von V.

Definition 19.17 Es seien V, W entweder zwei euklidische oder zwei unitédre Vek-
torrdaume. Eine lineare Abbildung ® : V' — W heifit lineare Isometrie, wenn fiir
alle x € V gilt

1@ (2)lw = [lz]lv,

d.h. wenn ® die Léange jedes Vektors z € V invariant 1aft.

Bemerkung 19.18 1. Eine allgemeine Isometrie f und damit insbesondere eine
lineare Isometrie ® ist injektiv:

f(p) = f(a) = dx(p.q) = dv(f(p), f(@)) =0,
also wegen der Positivitdat einer Metrik p = q.

2. Ein Vektorraum mit Skalarprodukt ist ein normierter Raum und deshalb auch
ein metrischer Raum (siehe Abschnitt [18.3). Die Metrik ist gegeben durch

d(u,v) = |lu—v|| =/ {u—v,u—v).

Eine lineare Isometrie ist also auch eine Isometrie im allgemeinen Sinn (fiir die
durch die Skalarprodukte induzierten Metriken).

Beispiel 19.19 1. Drehungen. Wir vesehen R? mit dem Standard-Skalarprodukt
und betrachten Polarkoordinaten

R2S 2 — T\ _ (reosa
To rsin o

Dann haben wir (mit den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus)

Do) = cosw —sinw) (rcosa)  [rcos(a+w)
T \sinw  cosw rsina)  \rsin(a+w)/’
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Fiir die lineare Abbildung D, gilt

1D () |* = r*(cos®(a + w) + sin’(a + w)) = r* = |||,

also ist D,, eine lineare Isometrie von R2.
Geometrisch ist D,, eine Drehung (im Uhrzeigersinn) um den Ursprung von R? mit

dem Drehwinkel w.

Dw(€2) /’FQ_A-\\\
7 ~
s \\
/
// \ Dw(el)
/ \
/ \
[ \
I W !
| =
€
\ ll
\ )
\ /
\ /
\ /
\ /
N ’
N '
N 7
~ //

S_——-

Entsprechend ist D_, eine Drehung (im Gegen-Uhrzeigersinn) um den Ursprung
von R? mit dem Drehwinkel w. Es ist det D,, = det D_,, = 1. Als Spezialfille haben

wir fiir w = 0, 7:

10 -1 0
DO—(O 1) und DW—D_W—(O _1>,

also die Identitét und die Punktspiegelung am Ursprung (0, 0).
2. Verallgemeinerung: Sei A € R™ " eine orthogonale Matrix, also ATA = E,

dann ist die lineare Abbildung ® : R” — R", x — Az eine lineare Isometrie:

|Az|? = (Az) Az = 2" AT Az = 22 = ||z||%.

3. Translationen sind nicht-lineare Isometrien. Es sei V' ein Vektorraum mit Ska-

larprodukt. Fiir a € V ist
T,V =V, z— x+a.

die Translation um den Vektor a. Dann ist 7, (fiir a # 0) keine lineare Abbildung,

aber eine Isometrie im allgemeinen Sinn:
[z +a) = (y+a)ll = llz —yll = d(z,y).

d(Ta(x)v Ta(y)) -
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Satz 19.20 Esseien V,W zwei unitédre oder zwei euklidische Vektorrdume. Folgende
Aussagen fiir eine lineare Abbildung ® : V' — W sind édquivalent:

(a) ® ist eine lineare Isometrie.
(b) Yo,y €V gilt (®(x), 2(y))w = (z,y)v.
BEWwEIS: (b) = (a): Setzen wir y = z, so folgt aus (b)

2@}y = (@(x), ®(2)w = (,2)y = [z}, fir alle 2 € V.

(a) = (b):
1. FALL: V, W euklidische Vektorrdume.
Fiir z,y € V gilt || ®(z +y)||* = ||z + y||?, also

(P(x+y),e(x+y) = (v+y,r+y) = (2,2)+2x,y) + (y,v)
= (®(z), ®(2)) + 2(P (), 2(y)) + (P(x), P(x)).

Wegen (®(x), ®(x)) = (z,2), (B(y), ®(y)) = (y,y) folgt ((z), B(y)) = (z,y).

2.Fall: V. W unatdre Vektorrdume. Die gleiche Rechnung wie oben zeigt:

(@(x), @(y)) + (B(x), ®(y)) = (2,9) + (z,y).

Analog folgt aus ||®(z — iy)||* = ||z — iy]|?, dass

Durch Kombination ergibt sich (b) auch im unitéren Fall. |

Folgerung 19.21 Fine lineare Isometrie zwischen euklidischen Vektorrdumen ist
“winkeltreu”:

w(®(z), B(y)) = w(z,y).
BEeEwEIs: Fiir z,y # 0 ist

cosw(P(x), D(y)) = (@(my),@(y» __@y) = cosw(x,y). |

@) lewll el -yl

Wir erinnern daran, dass fiir eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen mit Skalarprodukt stets die Adjungierte existiert. Damit ergibt sich
folgende Charakterisierung von linearen Isometrien.
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Satz 19.22 (Lineare Isometrien und Adjungierte) (a) FEin Endomorphismus
® : V — V eines endlich-dimensionalen Vektorraums mit Skalarprodukt ist
genau dann eine lineare Isometrie, wenn gilt

CI)*O(I) - ldv

(b) Ein Endomorphismus ® eines unitiren (bzw. euklidischen) Vektorraums V' ist
genau dann eine lineare Isometrie, wenn fiir die Abbildungsmatrix A von ®
beziiglich einer Orthonormalbasis von V' gilt:

A"A=F,
d.h genau dann, wenn A unitéir (bzw. orthogonal) ist.
BEWEIS: (a) Ist & : V — V eine lineare Isometrie, so gilt nach Satz[19.20

(2, (2% 0 ®)(y)) = (B(z), D(y)) = (z,y)

fir alle z, y € V. Also gilt fir alley € V : (®* o ®)(y) = y und somit d* o d = idy.
Gilt umgekehrt ®* o & = idy, so folgt fiir alle x, y € V:

(z,9) = (z,(®" 0 ®)(y)) = (®(x), P(y)).
Nach Satz [19.201ist ® also eine lineare Isometrie.

(b) Die Abbildungsmatrix von ®* beziiglich einer Orthonormalbasis ist A*. Nach
(a) ist ® also genau dann eine lineare Isometrie, wenn

A*A=F
gilt, d.h wenn A" A = F im unitiren Fall bzw. ATA = F im euklidischen Fall. M

Folgerung 19.23 (a) Ein Endomorphismus ® eines n—dimensionalen Vektorrau-
mes V' mit Skalarprodukt ist genau dann eine lineare Isometrie von V, wenn ®* =
&1 gilt. Insbesondere ist ®* auch eine lineare Isometrie von V.

(b) Die linearen Isometrien eines n-dimensionalen euklidischen (bzw. unitédren) Vek-
torraumes V' bilden beziiglich der Verkettung von Abbildungen eine Gruppe.

BEWEIS: Da dim V = n < oo und weil ® als lineare Isometrie injektiv ist, ist ® auch
surjektiv. Es existiert also die inverse Abbildung ®~! : ¥V — V, und nach
gilt

P l'=idyod =30 (Pod ) ="

(b) Die Identitéit ist eine lineare Isometrie, nach Folgerung [19.23] (a) ist auch ®~!
eine Isometrie. SchlieBllich folgt etwa mittels Satz [19.22] dass auch die Verkettung
von zwei [sometrien wieder eine Isometrie ist. ]
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Beispiel 19.24 (Alle linearen Isometrien der euklidischen Ebene.) Wir
betrachten den euklidischen Vektorraum R? versehen mit dem Standardskalarpro-
dukt. Die Standardbasis B = {e; = (1,0),e5 = (0,1)} ist dann eine Orthonormal-
basis. Fiir eine lineare Isometrie ® ist die Abbildungsmatrix beziiglich B nach Satz
orthogonal. Also ME(®) € O(2). Die Gestalt dieser Matrizen haben wir in
Beispiel bestimmt. Fiir [0, 27| haben wir:

Mg(q)) _ (COSW —Slnw) oder Mg(@) _ (COSW S1n W )

sinw  cosw sinw —cosw

Umgekehrt ist durch diese Abbildungsmatrizen fiir beliebiges w eine Isometrie von

R? gegeben.
cosw Sinw _ [cosw — sin w 1 0
sinw —cosw/ \sinw cosw 0o —1/°

Es ist

Eine lineare Isometrie von R? (versehen mit dem Standard-Skalarprodukt) ist also
entweder eine Drehung D,,,w € [0, 27], oder das Produkt einer solchen Drehung mit
einer Spiegelung (an der z-Achse).

Beispiel 19.25 (Spiegelungen) Es sei (V) (,)) ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum mit Skalarprodukt und a € V' ein Einheitsvektor, also ||a|| = 1. Wir definieren

die Abbildung

0,V =V, 0,(v) :=v—2(v,a)a,

von V auf sich selbst. Da ein Skalarprodukt im ersten Argument linear ist, ist o,
linear. Weiter haben fiir alle v, w € V'

(0a(v),00(w)) =

~—

— 2(v,a)a,w — 2{w, a)a
w) — 2{w, a)(v,a) — 2{v,a)(
’w> - 2<a’7 w><vv CL> - 2<Uv a><
w),

4

<

) a/7w
a,w

v,

/\/@\/\/\

d.h. o, ist eine lineare Isometrie.
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<U7 CL>CL K-~~~ ~"""7%

oa (V)

Die wesentlichen Eigenschaften von o, sind:
2 _
® 0, = ldv.

e Fiir v L aist 0,(v) = v, d.h. auf [a]*, dem Orthogonalkomplement von a, ist
o, die Identitét.

e Sei v € V beliebig. Da V = [a] ® [a]* kénnen wir v eindeutig zerlegen: v =
Aa+w mit w € [a]-. Es ist dann o,(v) = —Aa+w, also 0, = —id |jg +id [(4r.
Die Abbildungsmatrix von ¢, beziiglich einer Orthonormalbasis der Form B :=
{a,by,...,b,} ist also

-1 0 O 0
0O 1 0 0
M]?(Ua) =
0
0 0 1

e Ist V' euklidisch und sind v,w € V zwei Vektoren gleicher Linge, so gibt es
ein a € V, fiir das die Spiegelung o, die Vektoren v und w vertauscht, d.h.
04(v) = w und o, (w) = v.
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Um diese letzte Eigenschaft einzusehen, setzen wir a := v — w/||v — w]|. Weil
v und w gleiche Lénge haben gilt v —w 1L v + w. Damit erhalten wir

o.(v) = aa(%(v +w) + %(U —w)) = %(v +w) — %(v —w) = w.

Die lineare Isometrie o, (a € V,||a|| = 1) heift Spiegelung von V' (an der Spiegel-
Hyperebene [a]1).

Satz 19.26 Jede lineare Isometrie ® eines n-dimensionalen euklidischen Vektorrau-
mes V' ist ein Produkt von héchstens n Spiegelungen:

® =0, 00,000,

BEWEIS: Sei {ey,es...,¢e,} eine Orthonormalbasis von V. Wir setzen
ay = (®(er) = e1)/[|[®(er) — e

Wie wir in Beispiel [19.25| gesehen haben, gilt dann o,, (®(e1)) = e;. Somit ist ¢, :=
04, © P eine lineare Isometrie von V' mit ®;(e1) = e;.

Sei jetzt ag := (P1(e2) — e3)/||P1(e2) — es]|. Dann ist

(0ay 0 1) (€2) = 00, (P1(e2)) = €0

Weiter ist as L e, denn ey 1 e; und ®q(ey) L ®y(ey) = e;. Damit haben wir auch
(0ay 0 P1)(€1) = 04y(€1) = €1.
Nach n solchen Schritten erhalten wir n Spiegelungen o,,,04,, - , 04, mit
(04, ©04, 0+ 00, 0D)(e;) = ¢

fir alle 1 <7 < n. Also ist (04, © 04, , 000, o P) die Identitéit von V und wir
haben

1 1 1 sy
=0, 00, 000, oidy =04 00,000,

Zum Schluss geben wir noch zwei notwendige (aber nicht hinreichende) Eigen-
schaften an, die lineare Isometrien eines endlich-dimensionalen Vektorraumes haben
miussen.

Satz 19.27 Es sei ® eine lineare Isometrie von V.
(a) Es gilt |det ®| = 1.
(b) Ist A € C ein Eigenwert von ®, so gilt |\| = 1.
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BEwEIS: (a) Nach (19.22)) ergibt sich det ®*det ® = 1, und wegen det ®* = det ¢
wird | det @[> = det P det & = 1.

(b) Ist A\ ein Eigenwert von &, so existiert ein Eigenvektor x von &, es gilt also

O(x) = Az, x # 0, und ((19.17)) ergibt direkt
0 <zl = [[®) | = [Alllll;
also |A| = 1 wegen ||z|| # 0. |

Fiir eine lineare Isometrie ® eines euklidischen Vektorraums gilt also det® = +1
und jeder vorhandene Eigenwert von ® ist +1 oder —1. Man beachte aber, dass es
lineare Isometrien etwa von R** (mit dem Standardskalarprodukt) ohne Eigenwerte
gibt. Ein Beispiel ist die Drehmatrix

(V2 Var)

deren charakteristisches Polynom p = X2 — v/2X + 1 keine reellen Nullstellen hat.

19.4 Normalformen von linearen Isometrien

Unser Ziel ist es, zu einer gegebenen linearen Isometrie eine Basis zu finden, so dass
die Abbildungsmatrix beziiglich dieser Basis eine “moglichst einfache” Form hat.

19.4.1 Lineare Isometrien von unitiren Vektorriumen

Satz 19.28 (Diagonalisierbarkeit) SeiV ein endlich-dimensionaler unitérer Vek-
torraum und ® : V' — V eine lineare Isometrie. Dann ist ® diagonalisierbar. Genau-
er: Es existiert eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von ® besteht.

BEWEIS: Wir argumentieren mit vollstédndiger Induktion nachn = dim V. Fiirn =1
ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siehe
13.8]) zerfallt das charakteristische Polynom von ® in Linearfaktoren:

Da \; Eigenwert ist, gilt nach Satz|19.27|dass |\;| =1 fir i =1,...,n.

Sei a; Eigenvektor zu \; und ||a;|| = 1; weiter sei W := [a;]*. Dann ist W invariant
unter ®: Fir z € W ist auch ®(z) € W, denn

0= (a1, z) = (®(a1), D(z)) = A (a1, D(z))

also, da |\| = 1, ®(z) € [a]t = W. ® induziert also eine lineare Isometrie
Oy : W — W. Da dimW = n — 1, existiert nach Induktions-Voraussetzung eine
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Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von @y (und damit auch von ®). Zusammen
mit a; erhédlt man die gewiinschte Orthonormalbasis von V. |

Bemerkung 19.29 Der Beweis zeigt, dass der Satz auch fiir eine lineare Isometrie
® eines euklidischen Vektorraumes gilt, falls das charakteristische Polynom von &
tiber R in Linearfaktoren zerféllt.

Folgerung 19.30 (Unitidre Normalform ist diagonal) Ist A eine unitéire nxn—
Matrix, so existiert eine unitare Matrix T mit

A1 0
T*AT - T I
0 An

dabei sind die \;, die Eigenwerte von A und es gilt |A\,| =1 (k=1,...,n).

BEWEIS: Sei C" versehen mit dem Standardskalarprodukt. Die Standardbasis B
ist eine Orthonormalbasis und wir fassen A als die Abbildungsmatrix einer linearen
[sometrie ® von C" beziiglich B auf. Nach dem obigen Satz existiert eine Orthonor-
malbasis C' aus Eigenvektoren von ®. D.h. die Abbildungsmatrix von ® beziiglich
C hat Diagonalgestalt

A1 0
D= ;
0 An
wobei \q, ..., \, alle Eigenwerte von ® sind. Mit der Transformationsmatrix 7" des
Basiswechsels von C nach B gilt dann D = T-'AT und da B, C' Orthonormalbasen
sind, ist T" unitér, also 771 = T*. |

Die Diagonalmatrix in Satz heiBt die (unitdre) Normalform der linearen
Isometrie ®. Sie ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte A\, durch & eindeutig
festgelegt. Damit ist auch eine Klassifikation der linearen Isometrien eines
unitiren Vektorraumes gegeben: Zur selben Klasse gehdren alle linearen Isometrien
mit derselben Normalform (einschliellich permutierter Diagonalelemente).

19.4.2 Lineare Isometrien von euklidischen Vektorriumen

Wir betrachten jetzt lineare Isometrien ® von euklidischen Vektorrdumen. Hier ist
die Situation wesentlich komplizierter, da das charakteristische Polynom von & im
Allgemeinen nicht in Linearfaktoren zerfallt.
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Satz 19.31 (euklidische Normalform: Dreh-Késtchen) Ist ® eine lineare Iso-
metrie eines n—dimensionalen euklidischen Vektorraumes V', so existiert eine Ortho-
normalbasis von V', beziiglich der die Abbildungsmatrix von ® die folgende Form
hat:

cosSw; — sinwy
sinw]; cosSwy

COSw, — Sinw,

sinw, cosw,

mit 0 <w; <7; j=1,...,r. Die Matrix () ist bis auf die Reihenfolge der Késtchen
durch ® eindeutig bestimmt und heifit die euklidische Normalform der linearen
Isometrie O.

Bemerkung 19.32 1. Der Késtchenform (x) entspricht eine Zerlegung des Vek-
torraumes V:
V=E oL oW, &---OW,

dabei sind E;, E_; die Eigenrdume zum Eigenwert 1, —1, (die auch fehlen
konnen) und die W; sind 2-dimensionale ®-invariante Untervektorraume (die
ebenfalls fehlen kénnen).

2. Eine lineare Isometrie eines euklidische Vektorraumes ist also durch die geo-
metrischen Vielfachheiten p und ¢ der Eigenwerte +1 und —1 und die » Winkel
w; charakterisiert (wobei p + ¢ + 2r = dim V' ist).

Der folgende Beweis liefert auch gleich ein praktisches Verfahren zur Aufstellung der
Normalform.
BEWEIS: Wir betrachten die Hilfsabbildung

U :=0+0" =0+

U ist selbstadjungiert, also existiert nach dem Spektralsatz in V eine Ortho-
normalbasis aus Eigenvektoren von V. Somit gilt

V=E®OLE DL\, ®---OE),
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mit \; # £2, und alle Eigenrdume von ¥ sind paarweise orthogonal. Dabei kommt
der Eigenraum FE5 zum FEigenwert 2 genau dann vor, wenn ® den Eigenwert 1 hat,
und F_5 kommt genau dann vor, wenn ¢ den Eigenwert —1 hat. Wir zeigen dies fiir
den ersten Fall (der zweite folgt analog):

Aus @(z) = z folgt ®'(z) = z und damit ¥(z) =
also (® + ®*)(z) = 2z, so haben wir 2(z,z) = (d(x
und somit (®(z) — x, ®(z) — ) = 0. Also gilt &(x) =

Alle Eigenrdume FE\ von V¥ sind ®-invariant, denn fiir x € E), folgt

2z. Ist umgekehrt ¥ (z) = 2z,
)

><(),>—<()>

U(P(z)=(2+ D 1) (P(x) =Po(®+ 0 (x) =d(V(z)) = P(Ax) = A\®(2),

also ®(x) € E,. Somit folgt ®(E,) C E\. Da ® eine lineare Isometrie ist, gilt sogar
O(Ey) = E).

Wir kénnen also alle Eigenrdume von ¥ getrennt betrachten und dort jeweils geeig-
nete Orthonormalbasen suchen.

1. FALL: A = £2. Wie wir gesehen haben, ist Ey(V) gerade der Eigenraum von &
zum Eigenwert 1 und F_5(¥) ist der Eigenraum von ® zum Eigenwert —1. In jedem
dieser Eigenrdume konnen wir beliebige Orthonormalbasen wéhlen.

2. FALL: A # £2. Wir behaupten, dass in diesem Fall dim E, gerade ist und dass
es | = %dim E) paarweise orthogonale, zweidimensionale, ®-invariante Untervek-
torrdume Uy, ..., U; gibt mit E\ =U, & --- & U,.

Beweis: Wire dim E) ungerade, so hétte das charakteristische (reelle) Polynom von
|, eine (reelle) Nullstelle. Diese wire Eigenwert von @, also £1, und somit gébe
es in I einen Eigenvektor von ¥ zum Eigenwert £2. Dies ist ein Widerspruch.

Sei nun z; € E), ||z1]| = 1 beliebig gew#hlt. Dann sind x; und ®(z;) linear un-
abhéngig, da sonst ®(z1) = +x; und somit ¥(z;) = £22, folgen wiirde. Der Unter-
vektorraum U; := [z1, ®(x1)] C E) ist also zweidimensional.

Uy ist ®-invariant: Aus @ o (& + &7 1) (z1) = ®(VU(xy)) = ®(A\xy) = \P(x;) folgt
niamlich ®%(z1) + 21 = A®(z1), also ®*(z1) € U;. Somit gilt ®(U;) C Uy und, weil @
lineare Isometrie ist, sogar ®(U;) = U;.

Ui ist ebenfalls ®-invariant: Seien x € Uit und y € U; beliebig gewihlt. Dann gilt
&~ (y) € Uy, und somit (®(z),y) = (z, *(y)) = (z, " (y)) = 0, also ®(x) € Ui".

Wegen ®(E)) = F, und ®(Uj") = Ui gilt daher auch ®(Uj- N Ey) = Ui N E,.

Ist Ui N Ey # {0}, so wihlen wir einen beliebigen normierten Vektor xo aus dieser
Menge und bilden den Untervektorraum Us := [z2, ®(z2)]. Dieser ist wieder zweidi-
mensional, ®-invariant und wegen Uy C UlL N E) orthogonal zu U;. Danach wéhlen
wir z3 aus (Uy ® Us)* N E), ||zs|| = 1, usw. Das Verfahren bricht nach | = 1 dim E),
Schritten ab, und wir erhalten eine Darstellung £y = U; @ Uy @ - - - ® U;. Damit ist
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die Beauptung des 2. Falles bewiesen.

In jedem dieser [ Unterrdume U = [z, ®(x)] C E, konstruieren wir schliefilich von
der Basis {z, ®(x)} ausgehend eine Orthonormalbasis {x,y} mit

)i O) = (@) )z
o) — (@), x|

Wir stellen den Vektor y noch in anderer Form dar: Zunéchst folgt aus U(z) = Az
die Gleichung (®(z),z) = 3(z,z) = 3. Ist w € (0,7) der Winkel zwischen z und
d(x), so gilt

22

cosw = -, sinw=14/1—— #0.

4

Daraus folgt
1

sin w

y=——(®(x) - cos(w)z)

und somit
O (z) = cos(w)x + sin(w)y.

Wegen ®%(z) = A\®(z) — x = 2 cos(w)P(x) — x gilt

Oy) = H5(P%(@) - cos(w)®())

sinw

= L (2cos(w)®(z) — x — cos(w)P(z))

sinw

= L (cos*(w)x + cos(w) sin(w)y — )

sinw

= —sin(w)z + cos(w)y.

Beziiglich dieser Basis gilt also

cosw —sinw
Asly = ( )

sinw cosw

und damit

cosw — sinw
sinw cosw

A<I>|E>\ =

Cosw —sinw

sinw cosw

mit [(\) = 3 dim E Késtchen.

Insgesamt erhalten wir so die gesuchte Normalform Ag. ]
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Bemerkung 19.33 1. In der Literatur wird manchmal auch eine andere Ma-
trix als Normalform bezeichnet. Sie unterscheidet sich von der obigen Form
dadurch, dass die Zweierkdstchen die transponierte Form

cosw Sinw

—sinw CcosSw

besitzen. Jede der Normalformen geht aus der anderen dadurch hervor, dass bei
jedem Zweierkéstchen jeweils die Reihenfolge der zugehérigen orthonormalen
Basisvektoren x,y vertauscht wird oder dass y durch —y ersetzt wird.

2. Ist A € R™™ orthogonal, so liefert das obige Beweisverfahren, angewandt auf
die symmetrische Hilfsmatrix B := A+ AT, eine orthogonale Matrix S € R"™*",
sodass ST AS obige Normalform besitzt.

Als Matrixversion von Satz [19.31] ergibt sich

Satz 19.34 Zu jeder orthogonalen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix S, so
daB

B=STAS
gilt, wobei B die Gestalt (x) in Satz|19.31| hat.

Diesen Satz kann man auffassen als eine Klassifikation der linearen Isometrien
eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes, wobei alle linearen Isometrien mit
derselben Normalform - einschliellich der verschiedenen Diagonalordnungen - zur
selben Klasse zéhlen.

Aus Satz [19.31] ergibt sich die folgende geometrische Beschreibung einer lineare Iso-
metrie & : V' — V. Es gibt eine Orthogonalzerlegung

V=U,oUy W1 @--- D Wy,

so dass

e |y, =idy, ist, also U; Fixunterraum ist,

e dass weiter ®|y, : © — —z gilt, ¢ also die Vektoren aus U, an Uj =U,0U;®
Wy @ --- @ W spiegelt,

e und so dass ®|y, fiir i = 1,...,k Drehungen in den zweidimensionalen Unter-
vektorrdumen W; darstellen.
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Ist die Dimensionen von V' speziell 2 oder 3, so haben wir:

n=2: Nach ([19.31)) treten 4 Klassen von linearen Isometrien auf. Diese lassen sich
durch die Normalformen

1 0 1 0 -1 0 Cosw —slnw
Bl_(O 1)’B2_<O —1)’33_< 0 —1)’34_<sinw cosw >

mit 0 < w < 7w beschreiben. Die entsprechenden linearen Isometrien sind der Reihe
nach die Identitét, eine (Geraden-)Spiegelung, die Spiegelung an 0 und eine Drehung
um 0 mit Drehwinkel w.

n=3: Ist det ® = 1, so gibt es einen Vektor v # 0, der Fixvektor ist. Im Orthogo-
nalraum [v]* ist ® eine Drehung. ® heiit dann Drehung des Vektorraums V' mit
der Drehachse [v] und der Drehebene [v]*.

Ist det® = —1, so gibt es ein v # 0 mit ®(v) = —v. Im Orthogonalraum [v
ist ® eine Drehung. ® ist dann Produkt einer Drehung um die Achse [v] mit einer
Spiegelung an der Drehebene [v]* und heifit deswegen Drehspiegelung von V.

]L

Beispiel 19.35 Die Matrix

9 4 8 1
1 _ _
A 4 9 -1
9%W2 -8 1 9 —4
-1 -8 4 9

c R4X4

ist orthogonal, denn es gilt AT A = E,. Wir wollen ihre euklidische Normalform A
bestimmen und betrachten hierzu zunéchst die symmetrische Matrix

80 0 O

1 o 18 0 0
A+ AT = — = V2E,.
+ 9v2 0 0 18 0 V2E,

0 0 0 18

A+ AT hat den 4-fachen Eigenwert A = v/2. Die Normalform A von A besteht daher
aus zwei Késtchen der Form

cosw —sinw
sin w COS W
mit cosw = %\/5 Daraus folgt w = 1 und sinw = % 2 sowie

1/v2 —1/v2 0 0
F_|vve vz oo 0
I 0 1/vV2 —1/V2
0 0 1/V2 1/V2
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Berechnung der orthogonalen Transformationsmatrix S:

Sei v Eigenvektor von A + AT zum Eigenwert \. Wegen E\, = R* konnen wir v
beliebig wihlen, etwa v = e;. Dann ist

9

1 —4
Ap = ——

v o3 | -8

—1

Orthogonalisieren ergibt

0
1 —4
= Vo = A — A —_
U1 €1, V2 U1 ( U1,01>U1 5 | =8
-1
also
0
Ug 11 -4
Vg i= —— = —
Y lml 9| -8
-1
Nun muf [v1, vo]* bestimmt werden:
I 0 O
s i) 1 -2
[v1,v2]7 = { | 2y =0, 429+ 8x3+ 24 =0} = | ’ ].
xT3 —1 1
T4 4 0

In [v1, v9]* bestimmen wir ebenfalls eine Orthonormalbasis: Wir wihlen einen (be-

liebigen) Vektor v3 € [v1, vo]® mit ||vs|| = 1, bilden Avs und orthogonalisieren:
0 0 0 0
1 1 11 7 111 1|11
= — N pr— A o — A 0 = — _—— [ —
wi=gs | e An s s =gt wt =g | s )
4 4 4 —4
also
0
Uy 1 11
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Damit erhalten wir

0 0 0
—4/9  1/3v2  11/9v2
—8/9 —1/3v2 —5/9V2
—~1/9  4/3v2 —4/9v2

S = (vi|ve|vslvy) =

o o O

Bemerkung 19.36 Eine Klasse von Endomorphismen, die lineare Isometrien und
selbstadjungierte lineare Abbildungen verallgemeinert sind die sogenannten norma-
len Selbstabbildungen. Ein Endomorphismus ® : V — V eines n-dimensionalen
euklidischen oder unitidren Vektorraumes V' heifit normal, wenn gilt

Dod" =P" 0.

Ubersetzt in die Matrizensprache haben wir die folgende Definition. Eine Matrix
A € C™™ bzw. R™™ heifit normal, falls gilt

AA* = A*A bzw. AAT = AT A.
Beispiele:

1. Selbstadjungierte Endomorphismen sind normal. Symmetrische bzw. hermite-
sche Matrizen sind normal.

2. Lineare Isometrien sind normale Endmorphismen. Orthogonale bzw. unitére
Matrizen sind normal.

3. Schiefsymmetrische bzw. schiefhermitesche Matrizen, AT = —A bzw. A* =

A = —A, sind normal.

Einige Eigenschaften, die wir fiir lineare Isometrien und selbstadjungierte Endomor-
phismen nachgewiesen haben, gelten allgemeiner auch fiir normale Endomorphismen.
Weitere Informationen findet man in der angegebenen Literatur.
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20 Bilinearformen

Spezielle Bilinearformen, die Skalarprodukte, haben wir in den vorhergehenden Kapi-
teln ausfiihrlich untersucht. In diesem Kapitel werden wir allgemeine Bilinearformen
noch etwas genauer ansehen. Im ganzen Kapitel ist V' ein reeller Vektorraum.

20.1 Bilinearformen und quadratische Formen

Definition 20.1 Es sei V' ein Vektorraum iiber den reellen Zahlen R. Eine (reelle)
Bilinearform ist eine Abbildung

BV XV =R (v,w) = Bo,w),

die linear in beiden Argumenten ist:

Fiir alle v, w, vy, v9, wi,we € V und alle Ay, Ao, pq, po € R gilt

BAvr + Mg, w) = A f(v1, w) + A (v2, w)
B(v, prwy + powa) = pa (v, wy) + pef(v, ws).

Eine Bilinearform [ heifit symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch), falls fiir alle
v,w eV gilt

Blw,v) = Blu,w)  (baw. Bw,v) = —B(v,w)).
Beispiel 20.2 1. Ein reelles Skalarprodukt ist eine symmetrische Bilinearform.
2. Die Bilinearform
B:R* x R? = R, B((21,22), (y1,92)) := 1191 — T2y2
ist symmetrisch, aber kein Skalarprodukt.
3. Die Bilinearform
B:R*xR*— R, B((z1,22), (y1,%2)) = 21y2 — T2t
ist schiefsymmetrisch.
4. Ist (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum und & ein Endomorphismus, so ist
Blo,w) = (v, ®(w))

eine Bilinearform. Falls ® selbstadjungiert ist, so ist § symmetrisch.
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Falls V' endlich-dimensional ist, so kénnen wir auch einer bilinearen Abbildung (3 eine
Matrix zuordnen. Wir wihlen dazu eine Basis {a1, ..., a,} von V. Fiirx = > | z;a;
und y = >, y;a; haben wir

Blz,y) = Z Z%yjﬁ(ai, a;) =: Z Zﬂﬁz‘yjaij- (20.1)

i=1 j=1 i=1 j=1
Definition 20.3 Die Matrix A = (a;;) = (8(ai,a;)) € R™™ heifit Matrix der
Bilinearform [ beziiglich der Basis {a1,...,a,} von V.

Beispiel 20.4 Die Matrix von obigem Beispiel 2 (bzw. 3) beziiglich der Standard-

basis von R? ist
1 0 0 1
(0 _1) (bzw. <_1 0) ).

Umgekehrt erhélt man zu jeder Matrix A = (a;;) € R™" eine Bilinearform [ auf
V' (mit Basis {a1,...,a,}), indem man [ durch (20.1) definiert. Die Matrix von [
beziigich der gegebenen Basis ist dann gerade A.

Bemerkung 20.5 1. Man kann zeigen: Die Menge aller Bilinearformen auf V' ist
ein R-Vektorraum, der isomorph ist zu R™*", dem Vektorraum aller (n x n)-
Matrizen.

2. Eine Bilinearform [ ist symmetrisch genau dann, wenn die Matrix von [
beziiglich einer (beliebigen) Basis symmetrisch ist

3. Noch allgemeiner als Bilinearformen sind Multilinearformen. Diese werden
beziiglich Basen nicht mehr durch Matrizen, sondern durch sogenannte “Ten-
soren” dargestellt (vgl. “Multilineare Algebra”).

Wir {iberlegen jetzt noch, wie sich die Matrizen von Bilinearformen bei Basiswechseln
verhalten (vergleiche dazu den entsprechenden Abschnitt iiber Skalarprodukte).

Sei also {by,...,b,} eine weitere Basis von V und S = (s;5) € GL(n,R) die Matrix
des Basiswechsels, also

n

bk:Zsikai, k=1,....,n.

i=1

Sei B = (B(bg, b)) € R™" die Matrix von 3 beziiglich {b1,...,b,}. Es gilt dann:

Blow.b) = BO_ smai, Y sja;) =
i=1 Jj=1

n n

n n
= Z Z sisi Blai, a;) = Z Z Sik@ijSjls

i=1 j=1 i=1 j=1
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d.h. wir erhalten (natiirlich) die gleiche Transformationsformel wie fiir Skalarpro-
dukte:
B=STAS.

Definition 20.6 Essei §:V x V — R eine Bilinearform. Die Funktion

Q:V—=R; Q) :=p(v,v)
heifit die zu 8 gehorige quadratische Form.

Beispiel 20.7 1. Ist die Bilinearform ein Skalarprodukt, 5 = (,), so ist die zu-

gehorige quadratische Form das Quadrat der Norm: Q(v) = (v, v) = |[v|*.

2. 3 sei die Bilinearform aus Beispiel [20.2] 3, also

B R* x R* — R, 5((5151,5132)7 (y1>3/2)) = TY2 — T2Y1-

Dann gilt fiir die zugehorige quadratische Form: Q(x) = 0 fiir alle x € R?.

Hilfssatz 20.8 (Zusammenhang Bilinearform/Quadratische Form) Essei[3 :
V xV — R eine Bilinearform und () : V — R die zugehdrige quadratische Form.
Durch

ov,w) = 5[Qw +w) - Q) ~ Q)] (vwe V)

wird eine symmetrische Bilinearform definiert, zu der ebenfalls die quadratische
Form @) gehort und fiir alle v,w € V gilt:

(v, w) = 5130, w) + Blw, )]

Ist insbesondere 8 symmetrisch, so gilt o« = (3. In diesem Fall kann man also ( aus
der quadratischen Form (durch “Polarisieren”) zuriickgewinnen.

BEwEIS: Es gilt:
Qv+w) = Blv+w,v+w)=PG(v,v)+ Bv,w)+ B(w,v) + B(w, w)
= Q) +Qw) + B(v,w) + B(w,v).

Also folgt mit der Definition von «, dass

a(o,w0) = 3[8(0,w) + Bw,0)

und « ist bilinear. Es bleibt zu zeigen, dass () auch zu « gehort:

afv,0) = 55(0,0) + B(v, )] = Bv,v) = Q).
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20.2 Bilinearformen in euklidischen Vektorraumen

Der reelle Vektorraum V' soll jetzt mit der Zusatzstruktur eines Skalarprodukts
versehen sein, d.h. wir betrachten einen euklidischen Vektorraum (V (,)).

Der folgende Satz ordnet einer (symmetrischen) Bilinearform einen (selbstadjungier-
ten) Endomorphismus zu.

Satz 20.9 Es sei ( eine Bilinearform auf dem endlich-dimensionalen euklidischen
Vektorraum (V, (,)). Dann gibt es eindeutig bestimmte Endomorphismen ® : V. — V
und ¥V : V. — V mit

B(o,w) = (0, ®(w)) = (V) w)  Vo,we V.
Weiter ist ® (und W) selbstadjungiert genau dann, wenn 3 symmetrisch ist.

BEWwWEIS: Es sei {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis von V. Weiter sei B = (b)) =
(B(vs,vy)) die Matrix von (3 beziiglich dieser Orthonormalbasis.

Existenz: Wir definieren ®, ¥ € Hom (V, V') durch:

O(vy) = ijkvj, k=1,...,n,
j=1
\IJ(UZ) = Zbijvju 1= 17...,71.
j=1
Dann gilt
(vi, @(vg)) = Z bjk(vi, vj) = Z bjdij = bir = B(vi, vr),
J=1 J=1

(W), o) = D bi(vg,oe) = ) bigdy = b = B(vi, v)-
j=1

j=1
Wegen der Bilinearitét von § und (,) folgt dann durch lineare Fortsetzung:

Bv,w) = (v, ®(w)) = (¥(v),w), Vo,weV.
Eindeutigkeit: Ist etwa ® ein weiterer Endomorphismus mit 8(v,w) = (v, ®(w)), so
gilt
(v, 2(w)) = (v, ®(w)) Yv,weV.

Also 0 = (v, ®(w) — ®(w)) fiir alle v, w € V. Daraus folgt wegen der Definitheit des
Skalarproduktes, dass ®(w) — ®(w) = 0 fir alle w € V, d.h. & = d.
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Analog zeigt man, dass auch ¥ eindeutig ist.

Symmetrie: Ist § symmetrisch, so gilt fiir alle v,w € V wegen der Symmetrie des
Skalarproduktes:

(v, @(w)) = B(v,w) = B(w,v) = (w, ®(v)) = (D(v), w),
d.h. ® ist selbstadjungiert.
Ist umgekehrt ® selbstadjungiert, so gilt fiir alle v,w € V:
B, w) = (v, 2(w)) = (®(v), w) = (w, ®(v)) = B(w,v),
d.h. (8 ist symmetrisch. |

Bemerkung 20.10 1. Ist in V eine beliebige Basis {ay, .. ., a,} gegeben, so wird
duch (a;,a;) := J;; ein Skalarprodukt definiert. Beziiglich diesem Skalarpro-
dukt ist die gegebene Basis eine Orthonormalbasis. Man erhélt also eine Va-
riante des obigen Satzes, indem man statt eines Skalarproduktes eine Basis
vorgibt.

2. Die linearen Abbildungen ® und ¥ sind vom gewihlten Skalarprodukt in V'
abhéangig. Die Eigenschaft “® selbstadjungiert < 3 symmetrisch” hingegen ist
vom gewihlten Skalarprodukt unabhéngig.

3. Aus dem Beweis folgt: Ist A die Matrix von (3 beziiglich einer Orthonormalba-
sis, so ist A (bzw. AT) die Matrix von ® (bzw. W) beziiglich dieser Basis.

Definition 20.11 Sei §:V x V :— R eine symmetrische Bilinearform. Der Null-
raum von [ ist
N:={veV|pvw) =0 YweV}.

Bemerkung 20.12 1. Der Nullraum ist ein Untervektorraum (wegen der Bili-
nearitiat von 3).

2. Da 3 symmetrisch ist, gilt auch
N={weV|pvw)=0 VveV}
Beispiel 20.13 1. Der Nullraum eines Skalarproduktes ist trivial: N = {0}.

2. Sei B : R? x R? — R beziiglich der Standardbasis von R? gegeben durch die

Matrix
1 -1
-1 1)
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Dann ist der Nullraum von (:

N = {<$1) €R’ | z1y1 — 21Ys — Tays + Tayp =0, V (yl) € R’} = [(1)]
) Y2 1
Satz 20.14 (Interpretation Nullraum) Sei (V,(,)) ein euklidischer Vektorraum,
® .V — V ein Endomorphismus und 3 : V xV — IR eine symmetrische Bilinearform
auf V. Ist
B(v,w) = (v, ®(w)) fiir alle v,w €V,

so gilt:
Nullraum von (3 = Kern®.

BEWEIS: Aus
0=pv,w) = fw,v) = (w, ®(v))
fir alle w € V folgt ®(v) = 0 und umgekehrt. |

20.3 Hauptachsen-Transformation, Trigheits-Satz

Sei (V, (,)) ein euklidischer Vektorraum. Nach dem Orthognalisierungsverfahren von
Gram-Schmidt existiert immer eine Orthonormalbasis von V. Beziiglich einer solchen
ONB wird das Skalarprodukt (,) durch die Einheitsmatrix (also eine Diagonalma-
trix) dargestellt.

Wir beweisen in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung fiir Bilinearformen: Zu
einer symmetrischen Bilinearform (3 existiert eine Orthonormalbasis von V' beziiglich
welcher (8 durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird. Die Bilinearform und das
Skalarprodukt sind also “simultan diagonalisierbar”.

Satz 20.15 (Hauptachsen-Transformation) SeiV ein endlich-dimensionaler re-
eller Vektorraum. Weiter seien (,) ein Skalarprodukt und (3 eine symmetrische Bili-
nearform auf' V. Dann existiert eine Orthonormalbasis {a1, ...,a,} von V beziiglich
welcher 3 durch eine Diagonalmatrix D (und (,) durch die Einheitsmatrix E,,) dar-
gestellt wird. Die Diagonaleintrédge von D sind gerade die Eigenwerte \; der Matrix
von 3 beziiglich einer (beliebigen) Orthonormalbasis.

BEWEIS: Da 3 symmetrisch ist, existiert nach Satz ein selbstadjungierter En-
domorphismus ® : V. — V mit f(v,w) = (v, ®(w)) fir alle v,w € V. Nach dem
Spektralsatz ist ¢ diagonalsierbar. Genauer: Es existiert eine Orthonormalba-
sis {aq,...,a,} aus Eigenvektoren von ®. Fiir diese gilt dann:

Blai, a;) = (ai, ®(a;)) = Ajlai, a;) = A;dij.
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Beziiglich der Orthonormalbasis {as, ...,a,} wird § also durch die Diagonalmatrix
AN O -0
Do 0 Ao :
: 0
0 -~ 0 \,

dargestellt. Dabei ist A\; der Eigenwert, der zum Eigenvektor a; von ® gehort.

Wir zeigen noch: A; ist auch Eigenwert fiir die Darstellungsmatrix von 3 beziiglich
einer beliebigen andern Orthonormalbasis. Dazu sei {b1,...,b,} eine weitere Or-
thonormalbasis von V. Sei S die Matrix des Basiswechsels. Die Darstellungsmatrix
C von f3 beziiglich dieser Basis ist dann C' = STDS. Da beide Basen orthonor-
miert sind, ist .S orthogonal, d.h. ST = S~!. Also sind C und D #hnlich und haben
insbesondere dieselben Eigenwerte. ]

Beispiel 20.16 Auf R? sei eine symmetrische Bilinearform 3 beziiglich der Stan-
dardbasis gegeben durch

4 =5 =2
A=1|-5 4 =2
-2 -2 -8

Wihlt man in R3 (als “Hilfs-Skalarprodukt”) das Standard-Skalarprodukt, so ist
der zu 3 gehorige selbstadjungierte Endomorphismus gegeben durch

d:R3>— R?* =~ Az
Die Eigenwerte von ® sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
pe =pa=—(X+9)(X—-9)X.

Beziiglich der Orthonormalbasis von R? die aus Eigenvektoren von ® zu den Eigen-
werten 9, —9, 0 besteht, hat ® die Abbldungsmatrix

0
-9
0

oS O ©
o O O

Die zugehorigen Basisvektoren {aq,as, a3}, d.h. die normierten Eigenvektoren von

® sind

1 1
1,-1,0), ao = —=(1,1,4), az3 = =(2,2,—1).
(L-10), a2 = === (L14), a3 = 5(2.2,-1)

a; =

1
V2
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Wir kommen jetzt auf Satz [20.15] zuriick. Wir nummerieren die dortigen Eigenwerte

ALy, A s0,dass A, ..., A, positiv, Apiq, ..., Apyg negativund Apy i1, ..., Ay, gleich
Null sind. Dann definieren wir

b ! =1 b ! ' +1 +

i = ——a;, 1=1,...,p; = ———uaj, J = e ;

by = ag, k=p+q+1,...,n.

Als eine orthogonale Menge von Vektoren, die den Nullvektor nicht enthélt, ist
{b1,...,b,} eine Basis von V. Die symmetrische Bilinearform [ stellt sich beziiglich
dieser neuen Basis durch die folgende Diagonalmatrix dar:

1

: (20.2)

0
dabei ist die Anzahl der Einsen gleich p, die Anzahl der Minus-Einsen ist ¢ und die
Anzahl der Nullen ist n — (p + q).

Dieses Resultat wird im folgenden Satz von Sylvester [§ noch prézisiert:

Satz 20.17 (Triagheitssatz von Sylvester) Es sei [ eine symmetrische Bilinear-
form auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum V. Dann existiert eine
Basis {by,...,b,} von V in der 8 durch die Matrix dargestellt wird. Insbeson-

dere hat dann die zughérige quadratische Form beziiglich dieser Basis die Gestalt
Q(l’):$%++x§_l~?)+l_—x§+q’ :L‘:lebl
i=1

Die Anzahl p der positiven bzw. q der negativen Figenwerte der Matrix ist
dabei durch 3 eindeutig bestimmt (also von der Wahl der Basis unabhéngig).

BeEwEIs: Nur der 2. Teil des Satzes ist noch zu beweisen. Wir haben schon gezeigt:
Der Nullraum N von (3 ist von der Basis unabhéngig (denn N = Kern ® fiir die zu

12 James SYLVESTER (1814-1897)
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[ gehorige selbstadjungierte lineare Abbildung, vgl. Satz [20.14)). Damit ist p + ¢ =
dimV — dim N durch g eindeutig bestimmt.

Wir benutzen jetzt, dass die symmetrische Bilinearform ( durch @ eindeutig be-
stimmt ist und umgekehrt (vgl. Hilfssatz [20.8]).

Es sei {b},...,b} eine Basis von V, in der @ dargestellt wird durch
Q) = 60+ () — g, 2= 30
i=1

Da p' + ¢ = p + q ist, geniigt es zu zeigen, dass ¢’ = ¢ ist. Dazu betrachten wir die
Unterraume U und U’, die definiert sind durch:

L A P / / /
Ui=[bpr1yeosbprgly U= By B by L)

Dann gilt
Qx) <0 fir zelU,x#0; Q(y)>0 fir yeU.

Es folgt U N U’ = {0}. Daraus schlieflen wir:
dim(U 4+ U") =dimU +dimU' =q¢+p' +(n—p —¢)=n—-¢ +q.

Da U + U’ ein Untervektorraum von V' ist, gilt n — ¢’ + ¢ < n, also ¢ < ¢'.

Ein analoges Argument mit Untervektorrdaumen W und W’ definiert durch:
W .= [b]/D'+17 e ,b;/_;'_q/], W/ = [b]_7 e ,bp, bp+q+1, PN ,bn]

ergibt, dass ¢’ < ¢. Also haben wir insgesamt ¢’ = ¢, d.h. ¢ ist eindeutig durch
(und damit auch ) bestimmt. Da (wie oben gezeigt) auch p + ¢ eindeutig ist, ist
auch p eindeutig. [ ]

Definition 20.18 Es sei () eine quadratische Form auf einem n-dimensionalen re-
ellen Vektorraum V. Das eindeutig bestimmte Trippel (p,q,n — p — q) in Satz[20.17
heifit Signatur von Q.

Eine quadratische Form () heif3t

e positiv definit, wenn p = n und ¢ = 0 ist;
e negativ definit, wenn p = 0 und ¢ = n ist;
e positiv semi-definit, wenn p < n und ¢ = 0 ist;
e negativ semi-definit, wenn p = 0 und ¢ < n ist;

e indefinit, wenn p > 0 und ¢ > 0 ist.
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Bemerkung 20.19 Die Bezeichnungen “Hauptachsen-Transformation” und “Trig-
heitssatz” stammen aus der Physik. Dort kommen symmetrische Blinearformen (in
R?) im Zusammenhang mit der Dynamik starrer Kérper vor (“Trigheitsellipsoide”).

Beispiel 20.20 1. Ein Skalarprodukt ist positiv definit.

2. Die quadratische Form @ auf R* sei beziiglich der Standardbasis gegeben
durch:

Q(z) 1= 2x129 + 220123 + 20104 + 2x0w3 + 20974 + 2231y, x = (X1, T2, T3, T4).

Die Matrix der zugehorigen symmetrischen Bilinearform [ ist dann

— == O

1
0
1
1

O ==

1
1
0
1

Wir wihlen das Standardskalarprodukt auf R™ (als Hilfsstruktur). Zu 3 gehort
dann ein selbstadjungierter Endomorphismus ®, der ebenfalls durch die Matrix
A dargestellt wird. Das charakteristische Polynom ist ps = (X + 1)3(X — 3).
Daraus ergibt sich die Sylvester-Form:

1 0 0 O
0 -1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Die quadratische Form @ hat Signatur (1,3,0) und ist also indefinit.

Folgerung 20.21 (Simultanes Diagonalisieren von quadratischen Formen)
Es sei V' ein reeller, endlich-dimensionaler Vektorraum. Auf V seien zwei quadrati-
sche Formen 1 und )y gegeben. Weiter sei ()1 positiv definit. Dann existiert eine
Basis {b1,...,b,} von V, so dass fiir & = )., x; b; gilt:

Qua) =) i und  Qy(x) =) N}
i=1 1=1

BEWEIS: Die zu ()7 gehorige symmetrische Bilinearform (3, ist positiv definit, kann
also als Skalarprodukt in V' aufgefasst werden. Nach Satz iber Hauptachsen-
transformationen existiert eine (beziiglich ;) orthonormierte Basis {by,...,b,} von
V', in der () Diagonalgestalt hat. |
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20.4 Kriterium fiir “positiv definit”

Die Matrix des Skalarprodukts eines euklidischen Vektorraumes (beziiglich irgend-
ciner Basis) ist symmetrisch (siche Abschnitt [I8.2)). Die Frage, wann eine solche
Matrix A positiv definit ist, haben wir schon in Satz beantwortet: A ist genau
dann positiv definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind. Oft ist es aber schwierig, die
Eigenwerte einer Matrix A auszurechnen. Dann ist das folgende Kriterium niitzli-
cher.

Satz 20.22 (Jacobi-Hurwitz) [ Fiir eine symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*"
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist positiv definit.
(b) Die Determinanten aller Hauptminoren von A sind positiv, d.h. fiir k =

1,...,n gilt:

det | : : > 0.

¢) Es gibt eine obere Dreiecksmatrix B € GL(n,R) mit A = B' B.
(c) Es g 7

BeEwEIS: (a)=(b): Ist A positiv definit, so ist auch jede der Matrizen
AkI: 5 kzl,...,n,

positiv definit. Ist ndmlich (x4, ..., k) # (0,...,0),s0ist  := (z1,...,24,0,...,0) #
(0,...,0) und es gilt

(xl yck)Ak | =2TAx > 0.

Tk

Nach Satz[19.10]ist jede der symmetrischen Matrizen Aj dhnlich zu einer Diagonal-
matrix Dy:

Nach Satz [19.13]sind die Eigenwerte von A, alle positiv, also gilt fir k=1,...,n

det A;, = det Dy, > 0.

13Carl Gustav JACOBI (1804-1851), Adolf HURWITZ (1859-1919)
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(b)=(c): Fiir k = 1,...,n konstruieren wir rekursiv obere Dreicksmatrizen By €
Fir k£ = 1 setzen wir By := /a;;. Wir nehmen nun an, dass By fiir ein k£ mit

1 < k < n — 1 bereits konstruiert ist und machen fiir By, € GL(R,k + 1) den
Ansatz

B
Bk+1 = ( k bk) y bk- € Rk,ﬁk < R
0 Ok

Unser Wunsch ist, dass gilt

Apy1 = (Ak k1 ) = B}, Biy1 = (B;Bk B b )
* Api1 Qs gt LR by B, by b, + O}

Wir miissen also setzen by, := (B, )~ - agy1 (hier haben wir benutzt, dass By, regulér
ist).

Eine weitere notwendige Bedingung liefert uns einen Kandidaten fiir 8. Wir benut-
zen die Voraussetzung, dass det Axyq > 0 ist: Aus dem Ansatz haben wir dann

det Ak+1 = (det Bk+1)2 = B,z(det Bk)Q

Also setzen wir By, := /det A1/ det By.

Nach der bisherigen Konstruktion stimmen alle Eintrédge von Aj.; und B,;rHBkﬂ
bis eventuell auf den Eintrag an der Stelle (k+1, k+1) iiberein. Ausserdem stimmen
(ebenfalls nach Konstruktion) die Determinanten dieser Matrizen iiberein. Um auch
die Gleicheit der Eintrage an der Stelle (k+ 1,k + 1) zu zeigen, entwickeln wir diese
Determinanten jeweils nach der letzten Zeile und erhalten eine Gleichung der Form

R+ ajy1 1 det Ay, = det Agyy = det Bl Bry1 = R+ (b by + 57) det By, By.

Die Terme R und R’ stimmen nach dem oben Gesagten iiberein. Da nach Rekursions-
Voraussetzung auch det A, = det B,;er gilt, folgt agi1 441 = b,:bk + ﬁ,f. Insgesamt
haben wir damit Ay = By Bjt1. Fiir k + 1 = n ist das die Behauptung (c) des
Satzes.

(c)=(a): Sei x # 0. Dann ist (wegen B regulér) Bz # 0 und es gilt
¢'Ar = 2" B"Bx = (Bx)" (Bx) > 0.
Also ist A positiv definit. |

Bemerkung 20.23 1. Die Zerlegung einer positiv definiten Matrix A in der
Form A = B' B mit einer reguldren Dreiecksmatrix B spielt unter dem Namen

Cholesky-Zerlegung auch eine wichtige Rolle in der numerischen Mathema-
tik.
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2. Der Beweis fiir die Implikation (c)=-(a) in Satz zeigt, dass man nur
braucht, dass B regulér (aber nicht unbedingt eine Dreiecksmatrix) ist. Satz
liefert also ein Rezept zur Konstruktion von positiv definiten symmetri-
schen Matrizen: Ist R € GL(n, R) (also eine reguliire Matrix), soist A := R R
symmetrisch und positiv definit.

Beispiel 20.24 Fiir welche a € R ist
A=

positiv definit? Es gilt

p=—X*4+14X* — (48 — a®) X + 27 — 4a?

Hier die Nullstellen in Abhéngigkeit von a bestimmen zu wollen, ist nicht einfach.
Wir wenden deshalb obigen Satz an und erhalten:

det(Al) =1>0,
det(As) =9—a?> >0 |a] < 3,
det(Az) = det(A) =27 — 4a® > 0 & |a] < 3V/3.

Somit ist A genau dann positiv definit, wenn —%\/g <a< %\/5 gilt.

Satz 20.25 (Cartan-Zerlegung) [ Zu einer reguliiren Matrix A € GL(n, R) exi-
stieren orthogonale Matrizen Oy, Oy € O(n) und eine positiv definite Diagonalmatrix

D, so dass A = O1DOQO..

BEwEIs: Nach Bemerkung[20.23]ist B := AAT positiv definit und es ist B = S~'D'S
fiir eine orthogonale Matrix S und eine positive Diagonalmatrix D’. Nach Folgerung
ist P :=S"'/D'S = PT auch positiv definit. Wir behaupten, dass O := P~ A
orthogonal ist:

Nach Definition von O haben einmal O~' = A~1P. Andererseitsist OT = AT(P~7!)T =
ATP~! Wegen P? = AAT & A7'P = AT P! folgt die Behauptung.

Wir haben also A = PO fiir O orthogonal und P positiv definit symmetrisch. Nach
Satz und dessen Beweis existiert eine orthogonale Matrix O; und eine positive
Diagonalmatrix D so, dass P = O; DO/ . Damit haben wir A = O;DO] O und mit
O, := O] O folgt die Behauptung des Satzes. |

UElie CARTAN (1869-1961)
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20.5 Extremaleigenschaft der Eigenwerte

Wir wollen hier noch auf eine Eigenschaft der Eigenwerte einer reellen symmetrischen
Matrix hinweisen, die fiir die numerische Behandlung des Eigenwertproblems wichtig
ist.

Versucht man, die Eigenwerte und Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix
mit Hilfe des charakteristischen Polynoms zu bestimmen, so sto3t man auf Schwierig-
keiten, indem ja i.A. die Nullstellen eines Polynoms nur ndherungsweise bestimmbar
sind. Um dieses Problem zu umgehen, sind numerische Verfahren entwickelt worden,
die auf der im Folgenden dargestellten Extremaleigenschaft der Eigenwerte beruhen.

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R" versehen mit dem Standard-Skalar-
produkt (,). Nach Satz gibt es dann eine eineindeutige Beziehung zwischen
den selbstadjungierten Endomorphismen ¢ : R” — R"™ und den symmetrischen
Bilinearformen 3 : R"™ x R™ — R. Dabei gilt

Bz, z) = (z,P(x)), =€ R"

Beziiglich der Standardbasis von R™ werden (3 und ¢ durch die gleiche reelle symme-
trische (n x n)-Matrix beschrieben und umgekehrt definiert jede solche Matrix einen
selbstadjungierten Endomorphismus ® von R"™ und eine symmetrische Bilinearform
£ auf R", so dass die obige Gleichung erfiillt ist.

Wir definieren eine Funktion ¢ : R"\{0} — R als Quotient

Bwx)  (o,0()
(x,x) (x,x)

und leiten Eigenschaften von ¢ her.

o(z) = .z e R™ {0},

Ist v € R" ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, so gilt

_ ©0,0)  Aw,v)
alv) = (v,)  {v,v) A

Die Eigenwerte von ® liegen somit im Wertebereich von gq.

Fir a € R, a # 0, gilt

(ax,®(az)) o(z,®(z))

alar) = (ar, ax) B a?{x, ) = al).

Wir nutzen diese Eigenschaft wie folgt aus: Um das Verhalten der Funktion ¢ zu
studieren, geniigt es, die Vektoren mit Norm Eins (die “Einheits-Sphére”) zu be-
trachten. Wir setzen deshalb

Si={zeR"[ |z =1}
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und betrachten ¢ im Folgenden als reellwertige Funktion auf S.

Fithren wir in R™ die iibliche Topologie ein, so ist S als abgeschlossene und be-
schrinkte Teilmenge von R™ kompakt. Da die Funktion q stetig ist, folgt mit einem
Satz von Weierstrafl, dass ¢ auf S sowohl ein Maximum als auch ein Minimum an-
nimmt (siehe z.B. [16] Kap. 7.5).

Satz 20.26 Das Maximum (bzw. Minimum) der Funktion q auf S ist der grisste
(bzw. kleinste) Eigenwert. Die Maximalstellen (bzw. Minimalstellen) sind die zu-
gehorigen Eigenvektoren.

Beweis: Nach Satz existiert eine Orthonomalbasis {b1, ..., b,} von R", so dass
fir @ = > @b gilt Bz, x) = D27 | N a2, Dabei sind A,..., ), die Eigenwerte
von ®. Sie seien so numeriert, dass Ay der grosste und A, der kleinste Eigenwert ist:
A1 > Ay > ... > )\,. Dann haben wir

M@+ 4 22) > Nat 4+ Aaxd + - Nzl > N2+ a2d). (%)

Daraus folgt sofort Ay > g(x) > A,,.

Wie wir oben gesehen haben, nimmt die Funktion ¢ auf den Eigenvektoren zum
Eigenwert A\; den Wert A\; und auf den Eigenvektoren zum Eigenwert A, den Wert
An an. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass diese Extremalwerte nur auf den
entsprechenden Eigenvektoren angenommen werden. Das folgt aber unmittelbar aus
der Ungleichung (x). Gilt ndmlich

M(@T 44 22) = Nad + Xoxs + -+ Nzl

so folgt daraus x; = 0 fiir all diejenigen Indizes ¢ mit \; # Ay, denn A ist ja der
grofite Eigenwert.

Fiir den kleinsten Eigenwert verlduft der Beweis analog. |

20.6 Klassifikation von Matrizen: Eine Ubersicht

Will man sich eine Ubersicht iiber eine grofie und vielleicht komplizierte Gesamtheit
M von mathematischen Objekten verschaffen, so ist es oft zweckmifig (aber auch
etwas willkiirlich), zwischen “wesentlichen” und “unwesentlichen” Eigenschaften zu
unterscheiden. Vergisst man dann die “unwesentlichen” Eigenschaften, so wird die
Gesamtheit der Objekte “iibersichtlicher” und man kann versuchen, sie aufzulisten,
zu klassifizieren. Mathematisch beschreibt man solche Verdichtungen von Informati-
on durch A quivalenzrelationen ~. Man erhilt als neue (“komprimierte”) Gesamtheit
die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen. Klassifizieren heiBt dann, die Menge M/ ~
zu verstehen. Zwei héufige Methoden sind:
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e Klassifikation durch charakteristische Daten,

e Klassifikation durch Reprisentanten.

Beispiel: Sei V die Menge aller endlich-dimensionalen K-Vektorrdume. Man kann
jetzt z.B. entscheiden, dass zwei Vektorrdaume V,W € V “im wesentlichen gleich”
sind (V' ~ W), wenn es einen Isomorphismus zwischen V' und W gibt. Die Klassifi-
kation durch charakteristische Daten geschieht z.B. mittels der Dimension:

V~~WW <= dmV =dimW.
Eine Klassifikation durch Représentanten ist z.B.
V/ ~={K"|n € Ny}
Wir wiederholen nochmals einige der verschiedenen Aquivalenzrelationen, die wir
fiir Mengen von Matrizen erklart haben.
Definition 20.27 1. Fiir Matrizen A, B € K™*" definieren wir
AL B = Es gibt regulire T € GL(m,K), S € GL(n, K) mit B = TAS.
2. Fiir Matrizen A, B € C"*" definieren wir
AR B <= Es gibt eine regulire Matrix S € GL(n,C) mit B = S™'AS.
3. Fiir symmetrische Matrizen A, B € R™*™ definieren wir
AL B <= Es gibt eine orthogonale Matrix S € O(n) mit B = ST AS.
4. Fiir symmetrische Matrizen A, B € R"*" definieren wir
AL B = Es gibt eine regulire Matrix S € GL(n,R) mit B = ST AS.

Zu jeder dieser Aquivalenzrelationen haben wir einen Klassifikationssatz bewiesen:

Zu ~: Das ist die A quivalenz von Matrizen. Die Klassifizierung geschieht durch den
Rang als charakteristisches Datum. Klassifizierung durch Repréasentanten:

E. 0
0 0)’

siehe Abschnitt [10.3]
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Zu 2: Das ist die Ahnlichkeit von Matrizen. Klassifizierung durch Reprisentanten
in Jordanscher Normalform (vgl. Satz [17.12)).

Zu 2 Klassifizierung durch Diagonalmatrizen als Repréasentanten oder durch Figen-
werte mit Vielfachheiten als charakteristische Daten (vgl. Hauptachsentransforma-

tion, Satz [20.15)).

Zu o Klassifizierung durch Signatur als charakteristische Daten (vgl. Tragheitssatz

von Sylvester [20.17]).

Weitere Aquivalenzrelationen bzw. Klassifikationen durch Reprisentanten (Normal-
formen) haben wir auch fiir unitdre und orthogonale Matrizen bewiesen. Sieche dazu
die Sétze und
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21 Affine und euklidische Geometrie

In diesem Kapitel werden wir die Grundbegriffe der affinen und der euklidischen
Geometrie kennen lernen.

21.1 Was ist Geometrie?

Eine mogliche Antwort auf diese Frage hat Felix KLEIN'’| 1872 in seinem “Erlanger-
Programm” formuliert:

Fine Geometrie st eine Menge M zusammen mit einer Gruppe G von Transfor-
mationen (d.h. gewissen bijektiven Selbstabbildungen) von M. Eine Eigenschaft oder
eine Grofle heifst geometrisch, wenn sie invariant ist unter G.

Ein (allgemeines) Beispiel: Ist (M, d) ein metrischer Raum und G die Gruppe der
Isometrien von M, so ist der Abstand zwischen zwei Punkten eine geometrische
GroBe (denn das ist gerade die Definition einer Isometrie).

Der Kleinsche Geometrie-Begriff aus dem 19. Jahrhundert setzt (zu)viel Symmetrie
voraus und ist deshalb zu restriktiv, um die gesamte moderne “Geometrie” (wie z.B.
die Riemannsche Geometrie oder die algebraische Geometrie) zu erfassen.

21.2 Gruppenaktionen

Um affine Rdume definieren zu koénnen, benotigen wir den Begriff einer Gruppen-
Operation (oder -Aktion). Dieses fundamentale und niitzliche Konzept kommt in
vielen Bereichen der Mathematik vor.

Definition 21.1 Eine Operation (oder Aktion) einer Gruppe (G,-) auf einer
Menge X ist eine Abbildung

p:GxX —X; (9.7)— ¢(g, ),
die folgende Eigenschaften besitzt:

e Ist e das neutrale Element von G, so gilt p(e, x) = z fiir alle z € X.

e Fiir alle g,h € G und alle x € X gilt ¢(g- h,x) = ¢(g,¢(h, z)).

Die Bahn eines Punktes 2 € X bzgl. ¢ ist die Menge {¢(g,2) C X | g € G}. Der
Stabilisator von = bzgl. ¢ ist die Untergruppe G, := {g € G | ¢(g,x) = x} von G.

151849-1925
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Die Bahnen einer G-Operation definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge X:
x ~ y <= x gehort zur Bahn von y. Damit folgt: die Menge X zerféllt in disjunkte
Bahnen (Aquivalenzklassen).

Eine G-Aktion heifit transitiv, wenn es genau eine Bahn gibt. In diesem Fall heifit
die Menge X homogen.

Eine G-Aktion ¢ heifit einfach transitiv, wenn es zu je zwei Elementen x und y
aus X genau ein g € G gibt, so dass y = ¢(g, ).

Beispiel 21.2 1. Die Gruppe SO(2) operiert (einfach) transitiv auf dem Ein-
heitskreis S* := {(z1,22)" € R? | 22 + 22 = 1}.

2. Die Gruppe SO(2) operiert (mit unendlich vielen Bahnen) auf der 2-dimension-
alen Einheitssphire S? := {(z1,29,23)" € R® | 22 + 22 + 22 = 1} durch
Drehungen um die x3-Achse.

3. Die Gruppe SO(3) operiert transitiv auf S2.

21.3 Affine Raume

Um lineare Selbstabbildungen eines [K-Vektorraumes V' zu vestehen, haben wir ver-
sucht, diese durch moglichst einfache Matrizen darzustellen. Dazu muss man jeweils
geeignete Basen wihlen. Die Elemente von V' werden dann durch Koordinatenvek-
toren in K" dargestellt. Basiswechsel entsprechen linearen Koordinatentransforma-
tionen in K" (siehe [10.1]).

Fiir gewisse, mehr geometrische Fragestellungen in Vektorrdumen ist es nun zweckmé-
Big, neben linearen Koordinatentransformationen auch die einfachsten nicht-linearen
Abbildungen (also die Translationen) zu betrachten. Hier ist ein Beispiel.

Beispiel 21.3 In R? sei die folgende Teilmenge gegeben:
K ={(z,y) e R* | 2* +y* - 2(x +y) + 1 =0}.

Um zu sehen, was diese Menge K ist, formen wir zuerst die Definitionsgleichung um
(“quadratisches Ergénzen”):

4y 2@+ y)+l=2"-22+14+y  —2y+1-1=(@2-1)2?+(@y-1)>*-1=0.

Nun machen wir die “(affine) Koordinaten-Transformation”

r = x—1

y = y—1

In den neuen Koordinaten lautet die Gleichung fiir K dann einfach 2 + 32 = 1, und
wir erkennen, dass K ein Kreis ist mit Zentrum (1, 1).
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Um solche solche affinen Transformationen genauer untersuchen zu koénnen, benoti-
gen wir den Begriff eines affinen Raumes. Die Grundidee ist die folgende. Betrachtet
man R" als Vektorraum, so ist der Nullvektor ausgezeichnet. Als affiner Raum be-
trachtet ist R™ aber “homogen”: jeder Punkt ist “gleichwertig”.

Definition 21.4 Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K, A eine (nicht-
leere) Menge und 7 : (V,+) x A — A eine Operation der (additiven) Gruppe (V,+)
auf A. Dann heifit das Tripel (A, V,7) ein affiner Raum, mit Translationsvek-
torraum V, falls die Operation 7 einfach transitiv ist. Es gilt also:

A1l Fir alle p € Aist 7(0,p) = p.
A2 Fiir alle p € A und alle vy,vy € V ist 7(vy, 7(ve,p)) = 7(v1 + v9, p).

A3 Fiir alle p,q € A gibt es genau ein v € V mit 7(v,p) = q.

Der nach A3 durch p und ¢ eindeutig bestimmte Vektor v wird gelegentlich auch
mit pg bezeichnet (der “Ortsvektor von p nach ¢”).

Beispiel 21.5 Ist A = V ein Vektorraum und 7 = + die Vektorraum-Addition,
so ist (V,V,+) ein affiner Raum. Ist speziell V' = K" so heifit (K", K", +) n-
dimensionaler affiner Standardraum.

Bemerkung 21.6 Sei p € A beliebig (aber fest gewihlt). Dann ist die Abbildung
F,:V — A, F,(v):=1(v,p)

wegen A3 bijektiv. Heuristisch kann man F}, so beschreiben: Heftet man in p € A
eine Kopie von V' an, so erhélt man A. Die Umkehrabbildung F;l besagt: Wahlt
man in A einen Ursprung p, so wird A zu einer Kopie von V.

Ein Vektorraum ist also dasselbe wie ein affiner Raum mit einem ausgezeichneten
Punkt (Nullvektor als Ursprung).

KONVENTION. Im Folgenden werden wir uns auf die in Beispiel beschrie-
benen affinen Rédume (V,V,+) beschrianken. Dadurch vereinfacht sich die Darstel-
lungsweise (auBerdem kann man zeigen: Jeder affine Raum ist isomorph zu einem
affinen Raum dieses Typs).

Die Notation mit Tripeln ist zwar wichtig fiir die begriffliche Klarheit, aber sehr
schwerfillig. Wir werden daher im Folgenden den affinen Raum (V,V,+) einfach
mit A oder auch A(V') bezeichnen.



21.3 Affine Riaume 257

Definition 21.7 Essei A(V) der zu einem Vektorraum gehorige affine Raum. Eine
Teilmenge A C V heifit affiner Unterraum, falls ein a € A und ein Untervektor-
raum U von V existieren, so dass gilt

A=a+U={a+ulueU}

Der Untervektorraum U heifit Translationsraum von A.

Die Dimension eines affinen Unterraumes A = a + U ist die Dimension seines
Translationsraumes: dim A = dim U.

Ein 0-dimensionaler affiner Unterraum heifit Punkt. Punkte sind also genau die
Mengen z4{0} = {z}, z € V. Ein 1-dimensionaler affiner Unterraum heifit Gerade,
und ein 2-dimensionalen affiner Unterraum heifit Ebene. Ist dim A = n— 1, so heif3t
A Hyperebene.

Den Punkt a € A = a+ U nennt man auch Fulpunkt oder im Fall A = a4V auch
Ursprung. Neben a sind dann auch alle Punkte der Form a 4+ u, v € U Fulpunkte
(a ist also im Gegensatz zu U nicht eindeutig).

Beispiel 21.8 1. Sei A" := A(R"™) der zu R" gehorige affine Standard-Raum.
Fiir einen Untervektorraum U C R™ und einen (festen) Punkt x € R™ ist

A=c+U={r+u|lueU}

ein affiner Unterraum von A™.

2. Ist & : R™ — R" eine lineare Abbildung und y = ®(z) € Bild® C R", so
ist 7 1(y) = {v € R™ | ®(v) = y} ein affiner Unterraum von A™. Denn nach
Hilfssatz ist ®7(y) = z + Kern ®.

3. Die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten
ist entweder leer oder ein affiner Unterraum von A”". Der zugehorige Unter-
vektorraum (Translationsraum) ist die Losungsmenge L), des entsprechenden
homogenen LGS (siehe [11.2)).
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4. Manchmal ist es zweckmifliig A(R") als affinen Unterraum von A(R"*!) auf-

zufassen:
T 0 T
T2 0 X
AR ={| : [lzmeR}}=|:[+{| : |[|lzeR}}cR""
T 0 Ty
1 1 0

Hilfssatz 21.9 Es sei A ein nichtleeres System affiner Unterrdume von A(V'). Dann
ist der Schnitt
M = ﬂ A

AcA

entweder leer oder ein affiner Unterraum von A(V') mit Translationsraum

UM = m UA,

wobei U, jeweils den Translationsraum von A bezeichnet.

BEWEIS: Sei M # (). Dann gibt es einen Punkt x € V., der in allen affinen Un-
terriumen A € A liegt. Damit kann man jedes Element A € A in der Form
A = x + Uy darstellen. Es folgt

M = ﬂA: ﬂ$+UA:ZE+ﬂUAZI+UM.
AcA AcA AcA

Als Durchschnitt von Untervektorraumen von V ist Ujys auch ein Untervektorraum
von V und x + Uy, ein affiner Unterraum. [ |

Beispiel 21.10 Im affinen Raum A? := A(R*) seien die affinen Unterriume

2 N /0\ /0 3 ~1\ /0

0 1] (1] (o 1 1 1
ol T ol el 2T o] T 2] o

1 o/ \o/ \u 0 0 0

gegeben. Wir wollen ihren Schnitt bestimmen: z € A;NAs ist dquivalent zur Existenz
von a, g, (g, B, P2 € R mit

—1

+ o + + s + 5 + 2

— O O N
o~ —~ O
O O = W
o O = O

1
1 1
0 2
0 0
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Wir erhalten ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten o,
s, a3, [B1, fo und der zugehorigen erweiterten Matrix

100 1 0 1
110 -1 -1 1
011 -2 0 0
001 0 0 -1

Der GauB-Algorithmus liefert folgende Stufenform:

1
0
1 0
1 1

Daraus lesen wir ab: 8, = 1, #; € R beliebig. Somit gilt

3 1 0 3 1
1 | | 9 1
=lol T 2 | T o] T ol TP 2
0 0 0 0 0

Satz 21.11 (Intrinsische Charakterisierung eines affinen Unterraumes) Es
sei A = A(V') der zu einem Vektorraum V gehérige affine Raum. Eine nichtleere
Teilmenge A C V ist genau dann ein affiner Unterraum von V', wenn fiir k > 2 gilt

k k
Vay,..., ag € A, Y \p,..., \, € K mit ZAi:1:>Z>\iai€A.

=1 =1

BEWEIS: “=7:Sei A =1+ U,z € A, ein affiner Unterraum. Fiir ¢ = 1,..., k seien
a; € Aund \; € K mit Zle)\i = 1. Dannist a; = x4u; firu; e Uund i =1, ... k.
Also

k

k k k k
=1 =1

i=1 i=1 =1

“<”: Wir wihlen ein € A und definieren U := A —z:={a—xz €V |a € A}. Zu
zeigen ist, dass U ein Untervektorraum von V ist. Seien also a — z,0 — x € U und
A € K. Wir haben

(a—x)+(b—x)eU<=z+(a—z)+(b—2)=a+b—z€c A

Die rechte Seite ist aber nach Voraussetzung erfiillt, da 1 +1 — 1 = 1. Ebenso ist
Ma—z)eU,daz+Na—z)=Xa+ (1 -z €A |
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Definition 21.12 Sei A = A(V) der zu einem Vektorraum V' gehorige affine Raum.
Sei X C V eine beliebige Teilmenge. Die affine Hiille Aff (X) von X ist

k k
Aff(X) = {Zkipi |pi€ X, N €K, Z)‘i =1}
i=1 i=1

Hilfssatz 21.13 Aff(X) ist der kleinste affine Unterraum von A, der X enthélt.

BeEweIs: Dass Aff (X) ein affiner Unterraum ist, folgt aus Satz [21.11] Die zweite
Behauptung folgt mit Hilfssatz [21.9] |

Definition 21.14 Sei A = A(V) der zu einem Vektorraum V' gehorige affine Raum.
Die Elemente einer Menge X = {pg, p1,...,p-} C V heiflen affin unabhingig oder
in allgemeiner Lage, falls gilt

i)\lplzo und iAZZO@AOZAlzz)\r:O

=0 =0

Hilfssatz 21.15 FEine endliche Menge {po, p1,...,p.} C V ist affin unabhéngig ge-
nau dann, wenn {p; — po, ..., pr — Po} linear unabhéngig ist im Vektorraum V.

BEWEIS: Sei {po,p1,...,p-} affin unabhéngig. Ist Y ., a;(p; — po) = 0, so folgt
S aipi+ (=Y a;)po = 0 und damit oy = 0 fiir alle 1 <7 <r.

Ist umgekehrt {p; — po, ..., pr — po} linear unabhéngig, so folgt aus

z’”: Aip; =0 und XT: A; =0, dass
i=0 =0

0= Z )\ipi + )\opo = Z )\ipi + (— Z )\i)po = Z )\z(pz - pO)
=1 =1 =1

i=1
und damit nach Voraussetzung \; = 0 fiir alle 7. |

Definition 21.16 Sei A = A(V) der zu einem Vektorraum V' gehorige affine Raum.
Weiter seien A ein k-dimensionaler affiner Unterraum von V und {pg, p1, . .., px } affin
unabhéngige Punkte in A. Dann heifit {po, p1, ..., px} eine affine Basis von A und
(po; P1 — Po, - - -, Pk — Po) ein affines Koordinatensystem von A mit Ursprung po.

Fiir einen Punkt ¢ € A konnen wir dann schreiben

k

a = po +Zai(pi —po), a; €K
i=1

Die Komponenenten (aq, ..., ax) heiBen affine Koordinaten von a € A beziiglich
der affinen Basis {po, p1, ..., Pk}
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Im Gegensatz zum Vektorraum V' erhalten wir also im affinen Raum A (V') fiir jeden
Punkt p und jede Basis B von V eine affine Basis (p; B) von V. Ein Vektorraum ist
also “dasselbe” wie ein affiner Raum mit einem ausgezeichneten Ursprung 0.

Bemerkung 21.17 Nach Hilfsatz [21.15] kann man ein affines Koordinatensystem
auch wie folgt konstruieren. Es sei A = x4 U ein k-dimensionaler affiner Unterraum.
Ist {uy,...,ux} eine Basis von U, so lésst sich jeder Punkt p € A in der Form

p=x+au + ...+ opug, (o € K)

darstellen. Setzt man x; := x+u; fiiri = 1,.. .k, soist (z,x1,...,x;) eine affine Basis
von A und die affinen Koordinaten von p beziiglich dieser Basis sind (s, ..., ax) €
K*.

21.4 Affine Abbildungen

Wir suchen Abbildungen zwischen affinen Raumen, die strukturerhaltend sind, d.h.
zum Beispiel affine Hiillen in affine Hiillen abbilden. Wir definieren deshalb

Definition 21.18 Es seien V und W K-Vektorrdume und A(V) und A(W) die
zugehorigen affinen Rdume. Eine Abbildung f : V — W heifit affin, falls fiir alle
a, b€V und alle \, p € K mit A + p =1 gilt

Fa+ ub) = Af(a) + puf (b).
Bemerkung 21.19 Mit vollstdndiger Induktion folgt:

Eine Abbildung f : V' — W ist affin genau dann, wenn fiir k£ > 2, alleay,..., ap € V
und alle Ay, ..., A, € Kmit Y | A =1 gilt

k

f(z Aia;) = Z Aif(as).

i=1

Beispiel 21.20 Sei A(V') der zu einem K-Vektorraum V' gehérige affine Raum und
beV.

1. Lineare Abbildungen sind affine Abbildungen.

2. Die Translation
T,: V=V, Ty(x)=x+b

ist eine affine Abbildung. Denn fiir A\, p € K mit A + p =1 gilt
Ty(Ax + py) = e+ py +b = v+ py + (A + p)b = Np(x) + pL(y).

Eine Translation ist nur fiir b = 0 eine lineare Abbildung.
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3. Eine Streckung mit Zentrum z € V und Streckungsfaktor A bildet z auf
sich ab und ordnet jedem von z verschiedenen Punkt z € V' denjenigen Punkt
y € V auf der Gerade durch z und z zu, fir den y — z = Az — 2) gilt. Somit
hat eine solche Streckung o : V' — V die Darstellung o(z) =y = Az +(1—\)z,
ist also eine affine Abbildung.

Fiir A = 0 bildet o alle Punkte auf z ab, fiir A = 1 ist o die Identitét.

4. Fiir A = —1 gilt fiir die obige Streckung z = $(z + o(z)), d.h. z ist der Mit-
telpunkt der Punkte x und o(z). In diesem Fall ist o eine Punktspiegelung
an z.

Satz 21.21 (Allgemeine Form von affinen Abbildungen) Sei A(V') der zu ei-
nem K-Vektorraum V' gehérige affine Raum. Wir wéhlen einen Ursprung py € V.

Eine Abildung f : V — W ist affin genau dann, wenn eine lineare Abbildung
® .V — W existiert, so dass gilt

f(po+v) = &) + f(po).

Die lineare Abbildung ® ist dabei durch f eindeutig bestimmt und unabhéngig von
der Wahl des Urprungs pg. Sie heifit der lineare Anteil von f.

BEWEIS: “«: Ist ® linear, so ist folgt fiir p =pyg+v,q=po+w € V und A\, u € K
mit A\ +p=1

fAp+pqg) = @(Av+pw)+f(po) = MP(v)+f(po)) +1(P(w)+f(po)) = Af (p)+1f (9)-
“=: Wir definieren

OV = W; @) := f(po+v) = f(po)-
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Zu zeigen ist, dass ® linear ist, d.h. dass fiir alle u,v € V und alle A € K gilt:
O(u+v)=D(u) +2(v), ©(Au)=Ad(u).

Zunéchst ist pg 4+ u, po +v € V und auch pg+u+v = (po+u) + (po +v) —po € V.
Also haben wir mit

O(u+v) = flpo+u+v)— f(po)
fPo+ )+ f(po+v) — f(po) = fpo) = D(u) + P(v);
P(Au) = flpo+ Au)— fpo) = f(Apo +u) + (1 = A)po) — f(po)
= AMf(po+u)+ (1 =A)f(po) — f(po) = A®(u).

Zur Eindeutigkeit: Sei p; € V ein anderer Ursprung des affinen Raumes. Wir defi-
nieren dann wie oben die lineare Abbildung

U:V =W, U():=f(pr+v)— f(p).
Wir zeigen, dass ¥ = ®. Fiir beliebiges v € V ist

V() = flp+v)—f(p1) = fpo+ (11 —po) +v) — f(p1)
= ®((p1 —po) +v) + f(po) — f(p1) = ®(v) + (p1 — po) + f(po) — f(p1)
= ®(v) + f(p1) = f(po) + f(po) — f(p1) = P(v).

Bemerkung 21.22 Nach Satz ist die Eigenschaft “affine Abbildung”, un-
abhéngig vom Ursprung. Wir konnen also insbesondere den Nullvektor 0 als Ur-
sprung wéahlen. Wir erhalten dann eine besonders iibersichtliche Darstellung der
affinen Abbildungen zwischen V und W.

Jede affine Abbildung f : V — W kann man schreiben als
f = Tb O CID,

wobei die lineare Abbildung ® und der Translationsvektor b := f(0) durch f ein-
deutig bestimmt sind.

Speziell sind die affinen Abbildungen zwischen den affinen Standardréumen A(K"™)
und A(K™) von der Form

x)=Axr+0b, wobei AecK™" beK"
f(z)

Wir benutzen jetzt noch affine Koordinatensysteme, um affine Selbstabbildungen
von A (V') mittels Matrizen zu beschreiben.
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Sei B := {vy,...,v,} eine Basis des Vektorraumes V und py ein Ursprung in V.
Diese Wahl definiert die affine Basis {po; B} von V. Fiir x € V haben wir dann die
Darstellung

n
33:}?0—'— E ijUj,
i=1

d.h. x hat beziiglich {py; B} die affinen Koordinaten & := (z1,...,2,)" € K". Weiter
sei A := (a;;) die Abbildungsmatrix des linearen Anteils ® einer affinen Abbildung
[V — V beziiglich der Basis B. SchlieBlich sei f(po) = po + Y.y bivi, d.h. f(po)
hat die affinen Koordinaten b := (b, ...,b,)T. Dann haben wir

fl) =@ wvy) + flpo) =po+ YO asa; +bi)v;.

i—j =1 j=1

In affinen Koordinaten beziiglich der affinen Basis {py; B} wird die affine Selbstab-
bildung f also dargestellt durch

~

fiK" > K" & A +b.
Definition 21.23 Eine bijektive affine Selbstabbildung f : V — V heifit Affinitét.

Bemerkung 21.24 1. Translationen sind bijektiv: (7)1 = T.

2. Eine affine Abbildung f = T}, 0 ® ist genau dann injektiv (bzw. bijektiv), wenn
der lineare Anteil ® injektiv (bzw. bijektiv) ist.

Satz 21.25 Die Affinititen eines affinen Raumes A (V') bilden beziiglich der Ver-
kettung von Abbildungen eine Gruppe Aff(A(V)).

BeEweEIs: Wir wihlen den Nullvektor als Ursprung von V. Dann haben Affinitdten
die Form f = T, o ®, wobei der lineare Anteil ® : V — V ein Vektorraum-
Isomorphismus ist. Es gilt idy € Aff(A(V)), da die Identitdt affin und bijektiv
ist. Sind f =T, 0 ® und g = T, o ¥ Affinitéten, so ist auch fog e Aff(A(V)):

fog=Tho(PoT,)oV =Tyo(Toro®P)oV =Ty e o (PoW).
Ist f =Tyo® € Aff(A(V)) so ist auch f~! € Aff(A(V)), denn mit Bemerkung [21.24

gilt:
fl=0toT, ' =0 ol )y =Typ1(pod "
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Bemerkung 21.26 Die affinen Selbstabbildungen von A™ = A(R") sind nach Obi-
gem alle von der Form

f:R*"—>R", z—Az+b (AeRY™ beR").

Beschreiben wir A" als affinen Unterraum von R™' (siehe Beispiel 4.), so
konnen wir affine Selbstabbildungen auch durch (n+1) x (n+ 1)-Matrizen beschrei-
ben. Fiir eine affine Abbildung f(x) = Az + b definieren wir

~ A b
L (n+1)x(n+1)
A= (0 1) eR .

Dann haben wir

21.5 Affine Invarianten

In diesem Abschnitt ist A(V') der zu einem K-Vektorraum V' gehorige affine Raum.
Wir geben einige Eigenschaften, Begriffe oder Grofien an, die bei affinen Abbildungen
f:V — V invariant bleiben (also Gegenstande der affinen Geometrie sind).

Aus der Definition von affinen Abbildungen folgt: Affine Unterrdume werden durch
affine Abbildungen wieder in affine Unterdume abgebildet. Insbesondere sind affine
Bilder von Geraden wieder Geraden. Affine Abbildungen sind also geradentreu.

Definition 21.27 Zwei affine Unterrdume A; und A, heiflen parallel, geschrieben
Aq||Asg, falls fiir die zugehorigen Translationsraume Uy, Us gilt: Uy C U, oder Us C
Us.

Es seien p,q,r drei kollineare Punkte (d.h. Punkte, die auf einer Geraden liegen)

und p # q. Ist ¢ = p+v und r = p+tw, so heifdit die Zahl ¢t € K das Teilverhiltnis
von r beziiglich p und gq.

Bemerkung 21.28 “Parallelitit” ist eine reflexive und symmetrische Relation, aber
im allgemeinen nicht transitiv. So sind zwei sich schneidende Geraden in einer Ebene
zwar zu dieser Ebene parallel, aber sie selbst sind nicht parallel. Beschrankt man sich
jedoch auf affine Unterrdume gleicher Dimension, so ist Parallelitdt auch transitiv,
also eine Aquivalenzrelation.

Hilfssatz 21.29 1. Affine Abbildungen bilden parallele Unterrdume auf paralle-
le Unterrdume ab, sie sind parallelentreu.

2. Affinitaten lassen das Teilverhéltnis invariant, sie sind teilverhéltnistreu.
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BEWEIS: 1. Sei f: V — V eine affine Abbildung und ® der lineare Anteil von f.
Der Translationsraum des Bildes ist gleich dem Bild des Translationsraumes unter
®: Seien Ay = x1 + Uy und Ay = x5 + Uy parallel. Dann ist f(A;) = ®(Uy) + f(x1)
und f(As) = ®(Usz) + f(22). Daraus folgt die Behauptung.

2. Sei f:V — V eine Affinitédt und ® der lineare Anteil von f. Sind p,q = p+v und
r = p + tv kollinear, so sind auch f(p), f(q), f(r) kollinear und f(p) # f(q). Weiter
ist f(q) = ®(v) + f(p) und f(r) = tP(v) + f(p). Damit folgt die Behauptung. W

Bemerkung 21.30 Es gilt die folgende Charakterisierung von Affinitéten:

FEine bijektive Abbildung f : V — V ist genau dann eine Affinitdit, wenn sie gera-
dentreu, parallelentreu und teilverhdltnistreu ist.

21.6 FEuklidische Isometrien

Es sei V' ein Vektrorraum iiber den reellen Zahlen R.

Im vorherigen Abschnitt haben wir die Geometrie des affinen Raumes A(V) =
(V,V,+) betrachtet. Jetzt versehen wir V' zusétzlich mit einem Skalarprodukt: (V/, (,))
ist dann ein euklidischer Vektorraum und damit insbesondere auch ein metrischer

Raum (siehe Abschnitt [18.3.2)):

Wir wiederholen die Definition: Die euklidische Abstandsfunktion oder eukli-
dische Metrik auf dem euklidischen Vektorraum (V/ (,)) ist definiert durch:

d:VxV =R dzy):=|r-yl=vi{t-yz-y).

Definition 21.31 Eine euklidische Isometrie oder Bewegung ist eine [sometrie
des metrischen Raumes E(V) := (V,d), d.h. eine bijektive Abbildung f : V — V
fiir die gilt:

d(f(x), fy)) =d(x,y) fiir alle z,y € V.

Bemerkung 21.32 Fiir Vektorraume mit Skalarprodukt (V (,)) hatten wir lineare
Isometrien definiert als lineare Abbildungen ® : V' — V' fiir die gilt

(P(x),P(y)) = (z,y) firalle z,y € V.

Da die euklidische Metrik d auf V' mittels des Skalarproduktes definiert ist, sind also
lineare Isometrien von (V/ (,)) spezielle Beispiele von euklidischen Isometrien.

Satz 21.33 Die euklidischen Isometrien von E(V) = (V,d) bilden beziiglich der
Verkettung von Abbildungen eine Gruppe Jso(IE(V)).
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Beispiel 21.34 1. Lineare Isometrien sind euklidische Isometrien, die 0 auf 0
abbilden und die orthogonale Matrizen (AT = A~!) als Abbildungsmatrizen
beziiglich Orthonormalbasen haben.

2. Translationen sind nicht-lineare euklidische Isometrien.

3. Verkettungen von Translationen und linearen Isometrien sind euklidische Iso-
metrien.

Der folgende Satz besagt, dass es keine weiteren euklidischen Isometrien gibt (ver-
gleiche dazu den entsprechende Aussage [21.22| fiir affine Abbildungen).

Satz 21.35 (Struktur von euklidischen Isometrien) Jede euklidische Isome-
trie f : E(V) — E(V) ist von der Form f = T, o ®, wobei ® eine lineare Isometrie
ist. Sowohl ® als auch der Translationsvektor b sind durch f eindeutig bestimmt.

Um Satz [21.35] zu beweisen, benétigen wir den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz 21.36 Seien ag, a4, . .., a, affin unabhingige Punkte in E(V'). Eine Isome-
trie f : E(V') — E(V) ist eindeutig bestimmt durch die Bilder f(ayp), f(a1), ..., f(an).

BEWEIS: Seien f und g euklidische Isometrien mit f(a;) = g(a;) fiir 0 < i < n. Dann
ist g7 f eine Isometrie mit ¢~ f(a;) = q; fiir alle i. Wir setzen b; := T, (a;) fiir
0 <i <n.Dannist by = 0und {by,...,b,} ist eine Basis von V. Wir werden zeigen,
dass h :==T 49" fT:alo die Identitét ist. Insbesondere folgt dann die Behauptung

f=g
Zunichst ist nach Konstruktion 2(0) = 0 und h(b;) = b; fiir alle i. Da h eine Isometrie
ist, folgt daraus fur € V und y := h(x) sowie alle 1 <i <n

4(0, 2) = d(h(0), h(z)) = d(0,y) und d(bi,) = d(h(b:), h()) = d(bi,y).
Das ist dquivalent zu
(z,2) = (y,y) wnd (z—bj,x—b;) =(y—bi,y—b;) V1<i<n
Durch “Ausmultiplizieren” erhélt man aus den letzten n Gleichungen
(b)) = (y,b;) V1<i<nmn,

und deshalb, da {b1,...,b,} eine Basis ist, (z,2) = (y,2) Vz € V. Alsox =y = h(x)
und h ist die Identitét. |

BEWEIS von Satz [21.35f Wir wihlen eine Basis {ay,...,a,} von V. Die Punkte
{ap :==0,a4,...,a,} sind dann affin unabhéngig und bilden somit eine affine Basis.
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Sei by := f(ag) = f(0) und g := T, o f. Es ist dann g(0) = 0. Weiter setzen wir
b; == g(a;) fir 1 < ¢ < n. Wir konstruieren im Folgenden eine lineare Isometrie
® mit den gleichen Bildern der Basis wie g, so dass mit Hilfsatz folgt, dass
T p, o f =g = ®, was dann die Behauptung des Satzes beweist.

Da g eine Isometrie ist, haben wir zunéchst fiir alle 1 < 1,5 < n:
(0, ;) = d(g(0), gla;) = d(0,b) und  d(a;, ;) = d(gla), glay)) = d(bi.by).
Mit der Definition von d durch Norm bzw. Skalarprodukt folgt daraus insbesondere
(a;,a;) = (b;,b;) furalle 1 <i,j<n. (%)

Sei nun ¢ die eindeutige lineare Abbildung mit ®(a;) = b; fir i = 1,...,n. Wir
zeigen, dass ® eine euklidische Isometrie ist. Seien dazu z,y € E(V') beliebig. Wir
schreiben z —y = " | A;a;. Dann gilt ®(z) — ®(y) = ®(x —y) = > . A;b; und wir
haben mit ()

d(®(2),2(y))* = [®(z) - 2(y)|* = Z/\A (biby) = D Aidilai ay)

3,7=1 i,7=1
= |lz —yl* = d(z,y)%,
d.h. die lineare Abbildung ® ist eine Isometrie. |

Zusammenfassend haben wir folgende Situation:

Jso(E(V)) - AfF(A(V))

f = Tb od f = Tb od
® lineare Isometrie ® invertierbare lineare Abbildung
Abbildungsmatrix A € O(n) |  Abbildungsmatrix A € GL(n,R)

Bemerkung 21.37 Euklidische Isometrien heilen auch Bewegungen. Ist f = Tjo
® eine Bewegung so heifit f eigentlich bzw. uneigentlich, falls det ® = 1 bzw.
det ® = —1.
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21.7 Quadriken

In diesem Abschnitt benutzen wir frithere Ergebnisse, um ein geometrisches Klassi-
fikationsproblem zu lésen.

Wir betrachten den Vektorraum V' = R" versehen mit dem Standard-Skalarprodukt
(,). Entsprechend haben wir dann den affinen Raum A™ = A(R") und den euklidi-
schen Raum E™ = E(R").

Definition 21.38 Sei () eine quadratische Form im Vektorraum R™, 6 € R™ und
d € R. Eine Quadrik in R™ (oder Fliche 2. Grades) ist cine Menge der Form

F={reR"| Qx)+ 2(x,b) =0}.

In affinen Koordinaten beziiglich der affinen Basis {0, ey, ...,e,} haben wir

F={(rr,...,xn) €R"| D ) ayww; +2) by = b},
k=1

i=1 j=1

wobei A = (a;;) eine reelle symmetrische (n x n)-Matrix ist, (by,...,b,) € R” und
e R.

Sei @ : V — R die zu A gehorige quadratische Form und ® : V' — V der zu @
(bzw. A) gehorige selbstadjungierte Endomorphismus. Setzen wir b := (by,...,b,)
und x := (x1,...,2,), so wird F durch folgende Gleichungen beschrieben:

e'Ar +2b"x =0, Q(z)+2(b,x) =3 oder auch (z,®(z)+ 2b) = 4.

Eine weitere niitzliche Schreibweise fiir Quadriken ergibt sich, wenn man R"™ als affi-
nen Unterraum von R™™! auffasst (siehe Beispiel 21.8)). Fiir die Quadrik F definieren

wir die erweiterte Matrix
~ A b
A= (bT _5) ) (21.1)

reF = (aF 1)2(?):0.

Wir haben dann

Bemerkung 21.39 @,b und 0 sind durch F nur bis auf einen gemeinsamen, kon-
stanten Faktor bestimmt.

Beispiel 21.40 Kegelschnitte oder Quadriken in R2.

1. Ellipsen: {<i1> € R? | a?x? + a3z3 = 6%}.
2
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2. Hyperbeln: {(il) € R? | aiz? — aix3 = 6},
2

3. Parabeln: {(il) € R?| a?x? — zy = 0}.
2

Hilfssatz 21.41 (Quadrik als Begriff der affinen Geometrie) Das Bild einer
Quadrik unter einer Affinitét ist wieder eine Quadrik.

BEWEIS: Sei f € Aff(A™). Wir fassen R™ als affinen Unterraum von R™*! auf.
Dann kénnen wir z = f~!(y) schreiben als

r\ (M c\ [y
1) \0 1)\1)’
wobei M € GL(n,R) und ¢ € R" ist. Somit haben wir

r€F = 0= (a7 1)2(?)

v=rwere — o= (" ()0 1))

Weiter ist

MT O\ (A b\ (M ¢\ [ MTAM MTAcE MY o) o
¢ 1 - 0 1) \c"TAM+b"M c¢"Ac+c'b+ble—6 '

Diese Matrix kann man auffassen als erweiterte Matrix (21.1)) einer Quadrik. Damit
folgt, dass auch f(F) eine Quadrik ist. |

Mit dem letzten Ergebnis kénnen wir definieren

Definition 21.42 Zwei Quadriken F; und ¥, in R” sind genau dann affin dqui-
valent, F; ~ F,, wenn eine Affinitit f € Aff(A") existiert, so dass F» = f(F}).
Weil Aff(A™) eine Gruppe ist, ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Zwei Quadriken F; und F, in R” sind genau dann euklidisch dquivalent, F; ~ F,,
wenn eine euklidische Isometrie f € Jso(IE") existiert, so dass F» = f(F;). Weil
Jso(E") eine Gruppe ist, ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Ziel der folgenden beiden Abschnitte ist es, Quadriken in R? durch Reprisentanten
(fiir die obigen Aquivalenzrelationen) zu klassifizieren.
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21.7.1 Euklidische Klassifikation von Quadriken

Wir untersuchen zuerst, ob der lineare Teil durch eine Translation des Koordinaten-
systems “weggeschafft” werden kann.

Wir setzen x = o’ + ¢ fiir ¢ = (c1,...,¢,) € R™ (c ist dabei als Ortsvektor des
Ursprungs des neuen (affinen) Koordinatensystems aufzufassen).

Wir formen dazu die Gleichung fiir & wie folgt um:

§ = (z, ®(x) + 2b)
& = (2" +c, & +c)+2b)
& 6= (", () + (&, 2(c)) + (2, 2b) + (¢, ®(2")) + (¢, (c)) + (¢, 20)
& 0= (2, (")) + 2(a', D(c)) + 2(z', b) + (¢, P(c) + 2b)

& (2, 0(2")) +2(a", P(c) + b) = 6 — (¢, P(c) + 20b).

Der lineare Term verschwindet also genau dann, wenn ®(c) = —b.
Damit ergeben sich 2 FALLE:

FALL (I) —b € Bild ®. Das ist genau dann der Fall, wenn das LGS
> agay=—b;, i=12....n (%)

mindestens eine Losung besitzt.

FALL (II) —b ¢ Bild ®. Das ist genau dann der Fall, wenn das LGS (x) keine Losung
besitzt (in diesem Fall muss A singulér sein).

Im Folgenden diskutieren wir diese beiden Fille ausfiihrlich fiir [n = 3].
Der Fall (I): Flichen mit Zentrum

Ist ¢ eine Losung von (%) und setzt man x = 2’ 4 ¢ so ist die Flidche durch die
Gleichung (z/, ®(2)) = ¢’ gegeben. Dabei gilt &' = 6 — (¢, (c) +2b) = 6 — (¢, ). Ins-
besondere folgt, dass mit 2’ auch —z’ die Gleichung der Flache erfiillt: Der Ursprung
des neuen Koordinatensystems ist ein sogenanntes Zentrum der Fléche.

Nach dem Spektralsatz existiert eine ONB {ay, as, a3} aus Eigenvektoren der
Abbildung ® mit Eigenwerten A\, Ag, A3. Beziiglich dieser Basis schreiben wir 2/ =
y1a1 + Y209 + ysaz (d.h. y1,ys2, y3 sind neue affine Koordinaten, die durch eine Trans-
lation und eine Rotation aus x1, 25, x3 hervorgehen). Die Gleichung der Fliache lautet
dann

MY+ Aoys 4+ Aay3 = 6.

Wieder sind verschiedene Falle zu unterscheiden.
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L1: Alle \; £0,i=1,2,3.

In diesem Fall ist A reguldr und das LGS (%) hat genau eine Losung, also genau ein
Zentrum.

I.1.1: /=0

e Haben alle \; gleiches Vorzeichen, so ist F ein Punkt.

e Haben nicht alle \; gleiches Vorzeichen, also 0.B.d.A. A\; > 0,\y > 0 und
A3 < 0, so ist F ein (Doppel-)Kegel mit Spitze in 0 und der 3-Achse als
Achse. Wenn A\ = \s, so ist F ein Kreis-Kegel.

[.1.2: ¢ #0 (0.B.d.A. ¢ =1 und A\ > X > A3).

e Sind alle \; > 0, so ist F ein Ellipsoid mit Halbachsen 1/v/);. F ist ein
Rotationsellipsoid, wenn A\ = Ay oder Ay = A3. Wenn Ay = Ay = A3, so ist
JF eine Kugel.

e Falls A\; > Xy > 0 > A3, so ist F ein Einschaliges Hyperboloid. Wenn
A1 = Ao, so ist F rotations-symmetrisch beziiglich der 3-Achse.

e Falls \y > 0 > Ay > A3, so ist F ein Zweischaliges Hyperboloid. Wenn
A2 = A3, so ist F rotations-symmetrisch beziiglich der 1-Achse.

[.2: Nicht alle \; #0,7=1,2,3.

In diesem Fall hat das LGS (*) unendlich viele Losungen und F hat unendlich viele
(Symmetrie-)Zentren. O.B.d.A. sei A3 = 0. Die Fliche ¥ wird dann beschrieben
durch die Gleichung

My? + days = 4.

1.2.1: /=0

e Seien A\; # 0 und Ay # 0. Haben A; und Ay gleiches Vorzeichen, so ist F die
3-Achse. Haben A\; und A, verschiedenes Vorzeichen, so ist F ein Paar von
Ebenen mit der 3-Achse als Schnittgeraden.

e Sei A\; =0 oder Ay =0. O.B.d.A. Ay = 0. Ist A\; # 0, so ist F die (2, 3)-Ebene.
Ist \; =0, so ist 7 = E3.

1220 6 #0 (0.B.dA. & =1und A\ > Ao).
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e Falls A\ > )y > 0, ist F ein Elliptischer Zylinder mit der 3-Achse als Achse.
e Falls Ay > Ay = 0 ist ¥ ein Paar von parallelen Ebenen.

e Falls \; > 0 > )y ist F ein Hyperbolischer Zylinder mit der 3-Achse als
Achse.

Der Fall (II): Flichen ohne Zentrum

In diesem Fall hat das LGS (x) keine Losung.

Nach dem Spektralsatz existiert eine ONB {ay, as, a3} aus Eigenvektoren der
Abbildung ®. Da im vorliegenden Fall A singuldr ist, muss mindestens einer der
Eigenwerte A, Ao, A3 gleich Null sein. O.B.d.A. sei \3 = 0. Fiir x = y1a1 +y2a2+1y30a3
und b = cyay + ceas + czaz lautet die Gleichung von F

Myi + Aoys + 2(c1y1 + cayo + c3y3) = 6

(dabei muss c3 # 0 sein, da sonst () losbar wére).
Wir machen nochmals Fallunterscheidungen.

Wieder sind verschiedene Falle zu unterscheiden.

IL.1: Ay # 0 und Ay # 0.

In diesem Fall kénnen wir quadratisch ergénzen (Translation):

M+ 52 4 Aplyo + <2)2 42 5+ A48
— —= C3Y3 = — + =
Y1 M 2\Y2 A 3Y3 SVRIDY
Setzt man:
2 2
c1 Co 1 )
= +_7 = +_7 = __5+_+_7
Z1 Y1 " 22 Y2 A <3 Ya 03< A /\2>
so gilt im neuen Koordinatensystem
* 2 * 2 * >\l .
3

e Haben A; und Ay (und damit auch A}, A\j) gleiches Vorzeichen, so ist F ein
Elliptisches Paraboloid (mit 3-Achse als Achse) und rotationssymmetrisch
genau dann, wenn \; = \o.

e Haben A\; und Ay (und damit auch A}, A5) verschiedenes Vorzeichen, so ist F
ein Hyperbolisches Paraboloid (mit 3-Achse als Achse).
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I1.2: Ay =0 oder Ay =0. O.B.d.A. sei \y =0.

e Sei \; # 0. Dann haben wir zunéchst

2

c c
M(yr + )\_1)2 + 2(coy2 + c3y3) = 0 + .
1

Wir setzen

c
LUy =y, ug =y, (und 0" ;=6 + —).

up =Yy + "

Damit erhalten wir als Gleichung fiir &
/\1u% + 2(02’LL2 + 63U3) = 5,.

Eine Drehung um die u;-Achse ergibt ein weiteres Koordinatensystem definiert

durch
Uy =. U1
Co C3
Uy = Vg — U3
2 2 2 2
¢+ C3 V€5 +C3
C3 C2
us =: 5 21)2 + 5 21]3
€3+ C3 \/ Cy + C3
ergibt

Mot +2(4 /4 B)vy =6,

Eine weitere Translation definiert durch

6/
21 =V, 22 ' =V — ——F——, 23 .= Us
2\/c3+ 3
ergibt schliefSlich
A

Nzl 4+ 220 =0 mit A\ =

G+
und JF ist ein Parabolischer Zylinder mit 3-Achse als Achse.

e Ist \; =0, so ist F eine Ebene (c3 # 0).

Zusammenfassend haben wir also gezeigt:
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Satz 21.43 Zu einer Quadrik (Fliche 2.0rdnung) & in E® (verschieden von Punkt,
Gerade und Ebene) existiert eine Quadrik F und Translationen bzw. Drehungen um
0€E3 fi,...,f so dass gilt

o F=/fiofro-- 0 f(F)

e F wird durch eine Gleichung aus der folgenden Liste beschrieben:

2 2 2
zy ) 3 __
E + E - E =0 Kege]
$2 $2 . .
5 -3 =0 Paar sich schneidender Ebenen
1 1

=+ =+ j—§ =1 Ellipsoid, Kugel fiir a; = as = ag
1 3

-1 4+ —§ — —§ =1 FEinschaliges Hyperboloid
1

Z—; — Z’—g — Z—g =1 Zweischaliges Hyperboloid
1 2 3
% + % =1 Elliptischer Zylinder
a1 a3
2 2 , ;
5—= =1 Hyperbolischer Zylinder
1 2
Zé =1 Paar paralleler Ebenen
1
Z”—z - Z—g = 2x3  Elliptisches Paraboloid
1 2

é = 2x3  Hyperbolisches Paraboloid

% = 2x3  Parabolischer Zylinder
a1

Bemerkung 21.44 Die a; in Satz [21.43| sind beliebige reelle Zahlen > 0 (“freie

Parameter”).
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Kegel Paar sich schneidender Ebenen

Ellipsoid

einschaliges Hyperboloid zweischaliges Hyperboloid
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elliptischer Zylinder hyperbolischer Zylinder

parabolischer Zylinder Paar paralleler Ebenen

elliptisches Paraboloid hyperbolisches Paraboloid
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Satz 21.43| konnen wir auch als Klassifikationsresultat (durch Représentanten) for-
mulieren.

Satz 21.45 Jede Quadrik F in E® (F # Punkt, Gerade, Ebene) ist euklidisch équi-
valent zu einer Quadrik aus der Liste in Satz[21.43

BEWwEIS: Wir miissen noch zeigen, dass keine zwei Quadriken in der Liste von Satz
euklidisch dquivalent sein konnen. Dazu sei A bzw. A die zu einer Quadrik
gehorige symmetrische bzw. erweiterte Matrix. Wegen Formel sind Rang A
und Rang;f affine Invarianten einer Quadrik. Auflerdem ist nach dem Satz iiber
Hauptachsentransformationen die Menge der Eigenwerte von A eine eukli-
dische Invariante. Man priift nun direkt nach, dass diese drei Invarianten fiir alle
Quadriken in Satz verschieden sind. |

Beispiel 21.46 Fiir 6 € R sei eine Quadrik F C E? gegeben durch die Gleichung
522 + 11a3 + 223 — 162,29 — 207173 — 4w9m3 + 1421 + 1029 — 2873 = 0.

Die zugehérige symmetrische Matrix A € R? und der Vektor b € R? sind dann

5 =8 10 7
A= (aij) = -8 11 —2 s b= 5
-10 -2 2 —14

Fiir die Eigenwerte von A findet man: A\; =9, Ay = —9, A3 = 18,
Das LGS ®(z) = Ax = b, also
51’1 — 81’2 — 10&73 = -7
—8ZE1 + 111‘2 — 2ZE3 = -5
—]_01’1 - 2[)’22 + 21‘3 = 14,
hat genau eine Losung ¢y = (—1,—1,1)", das Zentrum der Fliche F.

Um den “Typ” von F zu bestimmen, muss man §" berechen:
&' =6 — {(co, P(co) + 2b) = 5 — (co, b) = & + 26.
Damit haben wir folgendes Ergebnis:
0=-26 <& T ist ein Kegel

0> —-26 <«  Fist ein einschaliges Hyperboloid
0 < =26 <  Fistein zweischaliges Hyperboloid

Hauptachsen von ¥ = Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten Aq, Ag, Az:

1 1 1
by = —(1.2.—=2) " . by = =(2,1.2) . by = = (2, —2. —1)".
1 3(77 )72 3(77)71 3(7 ) )
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21.7.2 Affine Klassifikation von Quadriken

Manchmal ist man lediglich an der “Sylvesterform” einer Quadrik interessiert (d.h.
nicht unbedingt an den expliziten Werten der Parameter a; in der Liste aus Satz

21,45

Im Beweis von Satz haben wir sukzessive eulidische Isometrien (Translationen
und Rotationen) verwendet um neue affine Koordinaten einzufiihren, in denen die
Quadrik eine immer einfachere Definitionsgleichung besitzt. Will man die Quadriken
nur bis auf affine Aquivalenz bestimmen, hat man die gréBere Gruppe A ff(R?) zur
Verfiigung. Wir kénnen also insbesondere durch Affinitéten der Form

Ly

yi=— i=1,23

a;

die Gleichungen aus Satz [21.43| weiter vereinfachen. Damit haben wir dann gezeigt
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Satz 21.47 Jede Quadrik F in R? (F # Punkt, Gerade, Ebene) ist affin dquivalent
zu einer Quadrik aus folgender Liste:

vitys—vy3 =0 Kegel

yi—vys =0 Paar sich schneidender Ebenen

yituys+ys =1 Ellipsoid
vty —y: =1 FEinschaliges Hyperboloid

yi—ys—ys =1 Zweischaliges Hyperboloid

vi+uy: =1 Elliptischer Zylinder
yi—y: =1 Hyperbolischer Zylinder

yi =1 Paar paralleler Ebenen

y? +vy3 =2ys Elliptisches Paraboloid

y% — y% = 2ys  Hyperbolisches Paraboloid

y? =2ys  Parabolischer Zylinder

BEWEIS: Wir miissen noch zeigen, dass keine zwei Quadriken in der Liste von Satz
affin dquivalent sein konnen. Dazu sei wieder A bzw. A die zu einer Quadrik
gehorige symmetrische bzw. erweiterte Matrix. Wegen Formel sind Rang A
und Rang A affine Invarianten einer Quadrik. Aulerdem ist nach dem Tragheitssatz
von Sylvester die Signatur von A eine lineare Invariante. Man priift nun direkt
nach, dass diese drei Invarianten fiir alle Quadriken in Satz verschieden sind.
|

Ist man nur an der affinen Klassifikation interessiert, so gibt es ein einfacheres Verfah-
ren, als das in Beispiel [21.46|durchgefiihrte, ndmlich das quadratisches Erginzen.
Dazu zwei Beispiele.
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Beispiel 21.48 1. Fiir t € R sei eine Quadrik F;, C R? gegeben durch die Glei-
chung

5
2;1:% + 3:1:% + 53312), + 4z 19 — 62113 — 893 + 2t + 2 = 0.

Wir beginnen mit 227 und betrachten alle Summanden in denen z; als Faktor
vorkommt. Durch quadratisches Ergénzen ergibt sich:

3 3 3 5
2[zi+21, (x2—§x3)+(:z:2—§x3)2] —2(x2—§x3)2+3x§—8x2x3+§x§+2tx3+t2 =0

also

3
2(zy + @9 — 5353)2 + 13 — 22903 — 223 + 2wz +1° = 0.

Jetzt betrachtet man entsprechend 3 und die (restlichen) Summanden in den
2o vorkommt und ergénzt quadratisch:

3
2(331 + X9 — 51’3)2 + (;U% — 2.T22U3 + Ig) — 31% + Qtflfg + t2 =0.

Eine letzte quadratische Ergénzung ergibt:

3 1 4
2(271 + X9 — 5(133)2 + (]32 — X3+ $3>2 — 3(%3 — gt)2 + §t2 =0.

Definiert man eine affine Koordinaten-Transformation durch:

3
Yy = \/§($1 + Ty — §$3)
Y2 = T2 — X3
1
Yz = \/3(1’3 — gt),

so lautet die Gleichung fiir F; in den neuen Koordinaten
2, 2 2, 4,
Y1t Y2 —y3—i—§t = 0.
Damit haben wir folgendes Ergebnis:

t=0 <&  Jjist ein Kegel
t#0 <«  F, ist ein zweischaliges Hyperboloid

2. Die Quadrik & sei gegeben durch

T1To + T1X3 + Tox3 + 233‘1 —1=0.
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Um quadratisch ergénzen zu konnen, brauchen wir quadratische Terme. Diese
verschaffen wir uns durch folgenden Trick. Wir machen die (lineare) Koordi-

natentransformation
Tr = Y1 — Y
Ty = Y1+ Y2
T3 = Ys.

Damit lautet die Gleichung von &F
yi — 5 + 213+ 2y — 2y, — 1 = 0.
Jetzt kann man quadratisch ergénzen:

yi 2y (ys+ 1)+ (ys+1)° = (y3+1)° =93 — 29 — 1 =0
= (y1+y3+1)2—(y2+1)2—(y3+1)2:0.

Macht man schlieSlich noch die affine Koordinatentransformation

21 = yrtys—1
zg = yat1
Z3 = Y+ ]-a

so erhilt man als Ergebnis 22 — 22 — 22 = 0, d.h. F ist ein Kegel.
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metrischer Raum, 190
multilinear, 132
Multiplikation
skalare, 66
Machtigkeit, 30

natiirliche Projektion, 30

natiirliche Zahlen, 23
neutrales Element, 36
nilpotente Matrix, 159
nilpotenter Endomorphismus, 159
Norm, 186
normale Matrix, 234
normaler Endomorphismus, 234
Normalform
eukidische (einer Isometrie), 228
unitére (einer Isometrie), 228
Nullabbildung, 102
Nullmatrix, 50
Nullraum, 240
Nullteiler, 46, 58
Nullvektor, 67
nichttrivial dargestellter, 70
trivial dargestellter, 70

Obermenge, 23
Ordnungsrelation, 29
orthogonal, 193
Orthogonal-Komplement, 198
orthogonale Matrix, 205
orthogonale Menge, 193
Orthogonalprojektion, 200
Orthonormalbasis, 193
orthonormiert, 193

parallel, 264
Parallelogramm-Identitét, 188
Permutation, 27, 38
gerade, 40
ungerade, 40
Polynom, 56, 68
Grad, 56
Potenzmenge, 23
Produkt
Matrizen-, 51
Produkt zweier Mengen, 24
Projektion
kanonische, 30, 108
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natiirliche, 30
Pradikatenlogik, 20
Punkt, 256
Punktspiegelung, 261

quadratische Form, 238
indefinite, 244
negativ definite, 244
negativ semi-definite, 244
positiv definite, 244
positiv semi-definite, 244
Quadrik, 268
quantifizieren, 21
Quotientenraum (siehe Faktorraum), 99

Rang, 98, 109

Spalten-, 97

Zeilen-, 97
rationale Zahlen, 23
Realteil, 49
reelle Zahlen, 23
reflexiv, 29, 30
Regeln von de Morgan, 24
Relation, 28

Ordnungs-, 29

Aquivalenz-, 29
Reprisentant einer Aquivalenzklasse, 30
Restklasse, 32
Ring, 44

kommutativer, 45

mit Eins, 45
Ring-Homomorphismus, 46
RSA-Algorithmus, 64

Satz
Basisergénzungssatz, 80
Cayley-Hamilton, 156
Dimensionssatz, 93
Euler-Fermat, 62
Homomorphiesatz, 108
schiefsymmetrisch, 133

schiefsymmetrische Bilinearform, 236
Schliissel
privater, 64
offentlicher, 64
Selbstabbildung, 26, 102
selbstadjungierter Endomorphismus, 212
senkrecht, 193
Shift-Operator, 103
Signatur, 244
Skalar, 67
skalare Multiplikation, 66
Skalarmultiplikation
komponentenweise, 68
punktweise, 69
Skalarprodukt, 179, 182
Spaltenrang, 97
Spaltenvektor, 83
Spann, 75
Spektraldarstellung, 217
Spektralssatz, 214
Spektrum, 143
Spiegelung, 225
Standardraum, 8
Standardskalarprodukt, 180, 182
Streckung, 102, 261
Streckungsfaktor, 261
Summe
direkte, 90
zweier UVRe, 89
surjektiv, 27
symmetrisch, 30
symmetrische Bilinearform, 236
symmetrische Gruppe, 38

Teiler, 59

grofiter gemeinsamer, 59
teilerfremd, 59
Teilmenge, 23
transitiv, 29, 30
Translation, 102
Translationssraum, 256



Index

291

Translationsvektorraum, 255
transponierte Matrix, 55
Transposition, 39
trigonalisierbar, 153

Umkehrabbildung, 27
unitdre Matrix, 205
unitéarer Vektorraum, 182
Untergruppe, 42
erzeugte, 43
zyklisch, 43
Untervektorraum
Durchschnitt, 88
Komplement, 90
Kriterium, 87
Summe, 89
Untervektorraum (UVR), 87
Urbild, 107
Ursprung, 259
UVR (siehe Untervektorraum), 87
UVR-Kriterium, 87

Variable, 21
Vektor, 67
Vektoren
proportionale, 72
Vektorraum, 66
der linearen Abbildungen, 112
endlich dimensionaler, 81
euklidischer, 179
normierter, 186
Standard-, 68
unendlich dimensionaler, 81
Vektorraums
Dimension eines, 81
Vereinigung, 24
Vergleichbarkeit, 29
Verkettung zweier Abbildungen, 28
Verkniipfung, 34
assoziativ, 34
kommutativ, 35

logische, 18
Verkniipfungstafel, 35
Vielfachheit

algebraische, 149

geometrische, 149

Wahrheitstafel, 19
Winkel, 191
Winkelfunktion, 191

Zahl

ganze, 23, 33

komplexe, 23, 49

natiirliche, 23

rationale, 23

reelle, 23
Zeilen-Stufen-Form, 15
Zeilenrang, 97
Zentrum

einer Streckung, 261
Zielmenge, 26
zyklisch, 43

Ubergangsmatrix, 85
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