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1. Zur Sprache der Mathematik

1.1. Elementare Aussagenlogik

Bemerkung 1.1.1 (Aussagen).

Unter einer (logischen) Aussage verstehen wir einen Ausdruck, von dem eindeutig bestimmt ist,
ob er wahr oder falsch ist. Beispiele fiir Aussagen sind z.B. , A ist der erste Buchstabe des latei-
nischen Alphabets®, ,,3 ist eine Primzahl®, ,3 > 5%, ,1+1 =4“. Der Ausdruck ,Nachts ist es kilter
als drauBlen.” ist keine Aussage in diesem Sinne, da unklar ist, was sie bedeuten soll; der Aus-
druck ,Alle Personen in diesem Raum sind sympathisch. ist ebenfalls keine Aussage in diesem
Sinne, weil verschiedene Beobachter ihr verschiedene Wahrheitswerte zuweisen wiirden.

Wir kénnen Aussagen miteinander verkniipfen, um aus ihnen neue Aussagen zu gewinnen:

Definition 1.1.2 (Verkniipfung von Aussagen).
Gegeben seien Aussagen «f und 2.

(a) Die Aussage (—«/) (gesprochen ,nicht </“) ist die Aussage ,Die Aussage «f ist falsch. und
heifit die Negation von & .

(b) Die Aussage (o A 9B) (gesprochen ,.«/ und 98“) ist die Aussage ,Die Aussage &/ ist wahr und
die Aussage 2 ist wahr.“ und heil3t die Konjunktion von «f und 2.

(c) Die Aussage («f v %) (gesprochen .o/ oder 98“) ist die Aussage ,Mindestens eine der beiden
Aussagen of oder 2 ist wahr.“ Sie heil3t die (nicht-exklusive) Disjunktion von <f und 2.

(d) Die Aussage (of = 9B) (gesprochen ,.of impliziert 98“ oder ,aus </ folgt 8“) ist die Aussage
»Wenn & wahr ist, dann ist auch 98 wahr.“ Sie heifit die Implikation.

Die Konjunktion ist also ein logisches ,und“ und die Disjunktion ist ein logisches (nicht-
exklusives) ,oder“. Nach Definition sind die Wahrheitswerte dieser Aussagen (mit w = wahr
und f = falsch) durch die folgende Tabelle gegeben.

A B|- oA ANB AVB oA = B

W W f W w w
w f f f \4 f
f w w f A4 W
f f w f f w

Gelegentlich werden auch andere Sprechweisen verwendet: Statt ,.of impliziert 9“ sagt man
auch ,wenn «/, dann %, ,9% folgt aus «/“, ,.«f ist hinreichend fiir 98“ oder ,,2 ist notwendig fiir
o«

Bemerkung 1.1.3 (Wahrheitstafeln).
Auch wenn es theoretisch moglich ist, mathematische Aussagen per Wahrheitstafel zu bewei-
sen, so werden wir dies fiir gewohnlich nicht tun.
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(a) Eine mathematische Aussage der Form —.«/ beweist man stets so, dass man annimmt, </
sei wahr, und diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt.

(b) Wenn wir eine Aussage der Form of A 28 beweisen wollen, werden wir fiir gew6hnlich so
vorgehen, dass wir zuerst o beweisen und dann anschlieend 28 (oder in umgekehrter Rei-
henfolge).

(c) Wenn wir eine Aussage der Form «f v 9 beweisen wollen, werden wir fiir gewohnlich bewei-
sen, dass &/ wahr ist oder dass 28 wahr ist.

(d) Eine mathematische Aussage der Form «f — 9% werden wir meist so beweisen: Wir neh-
men an, & sei wahr, und folgern dann unter dieser zuséatzlichen Annahme, dass 28 gilt.

Definition 1.1.4.
Gegeben seien Aussagen «f, 8. Die Aussage o/ < 2 ist eine Kurzschreibweise fiir

(f = B)N(B = )

und heift die Aquivalenz von o und 2. Ist diese Aussage wahr, so sagen wir .o ist dquivalent
zu 9B“. Statt ,.of ist Aquivalent zu %B“ sagt man auch ,.of gilt, genau dann, wenn 28 gilt®.

Bemerkung 1.1.5.
Um eine Aussage der Form of < 92 zu beweisen, ist es also notwendig, zwei Implikationen
zu beweisen: Zuerst o/ — 28 und dann 8 — «f (oder in umgekehrter Reihenfolge).

Wenn wir dann wissen, dass eine Aquivalenz of <= 2 wahr ist, so bedeutet das, dass beide
Aussagen denselben Wahrheitswert besitzen, also entweder beide wahr oder beide falsch sind.
Notation: Wir verwenden zwischen Aussagen niemals ein Gleichheitszeichen.

Satz 1.1.6 (Elementare logische Umformungen).
Fiir beliebige Aussagen <f ,98,%6 sind die folgenden Aussagen stets wahr:

(i) ("(~«)) < . (doppelte Negation)
(ii) o Vv (~&). (Tertium non datur.)
(iii)) (of = B) < (of A19B) (Negation einer Implikation)
(iv) (A = B) < ("B) = (~«)). (Kontrapositionsprinzip)
(v) (of = B)N(B = €)) = (of = €). (Transitivitit der Implikation)

W) (L NB)NE) < (AL N(BNE))
(A VRB)YVE) < (A V(BVFE)). (Assoziativitdt von A und V)

i) (A NRB) < (BNA)
(A VAB) — (BV ). (Kommutativitdt von A und V)

(viii)) A NBVE) < (L NB)V (AL NE)
INV(BNE) < (A VB)N(AVE). (Distributivitit)

(ix) (7(A NB)) — (0L)V(1B))
(~(of vRB) = (msf)AN(0B)). (De MorganscheE] Regeln )

lhach AUGUSTUS DE MORGAN, engl. Mathematiker, 1806-1871




1.2. (Naive) Mengenlehre

Zusammenfassung von Abschnitt[L.1]

(1) Aussagen sind Ausdriicke, denen ein eindeutiger Wahrheitswert (,wahr® oder ,falsch) zu-
geordnet werden kann.

(2) Aussagen konnen negiert und mittels Konjunktion, Disjunktion und Implikation zu kom-
plizierteren verkniipft werden.

(3) Aussagen sind dquivalent, wenn sie sich gegenseitig implizieren, d.h. den gleichen Wahr-
heitswert besitzen.

1.2. (Naive) Mengenlehre

Fast die gesamte Mathematik basiert auf dem Begriff der Menge. Schauen wir uns also an, was
eine Menge ist. Die folgende Definition geht auf CANTORE] zurick:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Falls x ein Element von M ist, schreiben wir ,x € M“, sonst ,.x ¢ M*.

Aus Sicht der modernen Mathematik ist das keine brauchbare Definition. Zunichst ist unklar,
was ein denkbares Objekt ist, aber in diese philosophischen Untiefen wollen wir uns hier lieber
nicht begeben. Problematischer ist, dass man einer Zusammenfassung von Objekten nicht unbe-
dingt ansehen kann, ob die Zugehorigkeit zu dieser Zusammenfassung zweifelsfrei entschieden
werden kann. BERTRAND RUSSELIH hat hierzu das folgende Beispiel gegeben:

Beispiel 1.2.1 (Die Russellsche (Klasse oder) ,Nichtmenge®).

Es sei M die Zusammenfassung aller Mengen, die kein Element von sich selbst sind. Ware M
selbst eine Menge, so hiatten wir folgendes Problem: Falls M € M, so wiare M eine Element von
sich selbst, also M ¢ M. Falls M ¢ M, so ist M nicht in sich selbst enthalten, also wiirde gelten
M € M. In beiden Fallen erhalten wir also einen Widerspruch. Daher kann M keine Menge sein.

Obgleich dieses Beispiel sehr konstruiert wirkt und im mathematischen ,Alltag” keine Be-
deutung hat, so zeigt es doch, dass die ,naive“ Mengendefinition zu Widerspriichen fihrt und
somit mit Vorsicht genossen werden muss/’]

Alle Mengen, die wir hier konstruieren werden, sind in diesem Sinne jedoch unproblematisch.

Bemerkung 1.2.2.
Wie konnen wir konkret eine Menge M angeben?

(1) Wir konnen bei endlichen Mengen (d.h. Mengen, die nur endlich viele Elemente enthalten)
einfach alle Elemente der Menge angeben. Dazu benutzen wir die folgende Schreibweise:

A:={1,a,a}

2nach GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR, dt. Mathematiker, 1845-1918.

3engl. Philosoph und Logiker, 1872-1970, Literaturnobelpreistriger 1950

4Die Losung dieses Problems ist es, die Mengentheorie axiomatisch zu formalisieren. Dies werden wir hier aber
nicht nidher betrachten.
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(ii)

(iii)

Hier ist ,,:=“ das Zuweisungssymbol; auf der linken Seite steht der Name der Menge (,,Defi-
niendum®) und auf der rechten Seite (,Definiens“) werden die Elemente der Menge von den
Mengenklammern ,{“ und ,}“ eingerahmt. Beispiele fiir solcherart beschriebene endliche
Mengen sind z.B.

A :={0,8,15}, B :={Hund,Katze,Maus,Elefant}

Man beachte, dass Elemente einer Menge keine Zahlen sein miissen. Eine Menge kann
auch Geraden, Punkte, Kreise, Funktionen, Vektoren, Tensoren, Matrizen oder sogar selbst
wieder Mengen enthalten.

Spezialfall: Die Menge

ohne Elemente heif3t leere Menge.

Unendliche Mengen konnen wir auf diese Weise natiirlich nicht beschreiben, aber wenn
wir schreiben

N:={1,2,3,4,5,...} bzw. Z:={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
dann werden Sie sicher verstehen, dass hier die Menge der natiirlichen ZahlenP| bzw. der

ganzen Zahlen gemeint ist.

Grundsétzlich ist diese ,,Piinktchen“-Schreibweise allerdings nur dann zu verwenden, wenn
man davon ausgehen kann, dass klar ist, wie es weitergeht. Beispielsweise ist (fiir die mei-
sten)

A:={1,24,8,16,...}

als Menge der Zweierpotenzen zu erkennen, aber die Definition
D :={19,6,20,2,6,17,6,19,0,13,...}

ergibt keinen Sinn, weil nicht ersichtlich ist, was fiir eine RegelméfBigkeit hier gemeint ist.
Im Zweifelsfall sollten Sie also versuchen, die gesuchte Menge ohne ,Piinktchen“-Notation
zu beschreiben.

Wir konnen Mengen auch in beschreibender oder impliziter Form angeben: Fiir die Menge
aller Primzahlen schreiben wir z.B.

P :={p | p ist eine Primzahl}.
Vor dem Trennstrich wird hier eine Variable eingefiihrt, und nach dem Trennstrich werden

die Eigenschaften aufgezihlt, die diese Variable erfiillen muss.

Der Name der Variablen ist hierbei vollig ega]ﬁ Das heif3t, die folgende Definition definiert
dieselbe Menge P:
P :={y|y ist eine Primzahl}.

5Fiir uns gehort 0 nicht zu den natiirlichen Zahlen. Dies ist vollkommen willkiirlich und kann in anderen Vorle-
sungen oder Biichern anders sein.
6Man sagt auch, p ist hier eine lokale Variable — sie existiert nur innerhalb der Mengenklammern.
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Manchmal steht auch links von dem Trennstrich ein komplizierter Ausdruck, z.B. bedeutet
Q := {«? | x ist eine Primzahl},

dass wir jedes Objekt rechts von dem Trennstrich (also jede Primzahl) nehmen und dann
mit diesem Objekt die Operation links durchfiithren (also quadrieren) und alle Ergebnisse
in einer neuen, so definierten Menge zusammenfassen. Die Menge @ besteht in diesem
Beispiel also aus allen Quadraten von Primzahlen, also @ = {22,32,52,72, . }

Definition 1.2.3 (Gleichheit von Mengen).
Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen: Fiir zwei Mengen A und B
gilt also A = B genau dann, wenn jedes Element in A auch ein Element in B ist und umgekehrt.

Bemerkung 1.2.4 (Gleichheit von Mengen).
Beispielsweise sind die Mengen

A:={0,8,15} und B:={8,15,8,0}

gleich, denn jedes Element in der linken Menge ist auch Element der rechten Menge und jedes
Element in der rechten Menge ist auch ein Element in der linken Menge. Insbesondere bedeutet
dies, dass die Reihenfolge, in der wir die Elemente aufschreiben, keine Rolle spielt und dass es
keinen Unterschied macht, ob wir die Zahl 8 einmal oder mehrfach in die Menge schreiben.

Bemerkung 1.2.5 (Aussageformen und Quantoren).
Die Ausdriicke ,p ist eine Primzahl.“ und ,x? = 4“ sind keine Aussagen, weil ihr Wahrheitswert
davon abhéingt, welche Zahl man fiir die Variablen p bzw. x einsetzt. Man nennt einen solchen
Ausdruck eine Aussageform und die darin vorkommenden nicht erklarten Begriffe freie Varia-
blen. Wenn man in einer Aussageform jede freie Variable durch einen passenden Begriff ersetzt,
erhilt man eine Aussage. Z.B. sind ,22 =4“und 32 =4« Aussagen (die aber nicht notwendiger-
weise wahr sind).

Ist o/(x) eine Aussageform iiber einer Menge M, so konnen wir zwei neue Aussagen definie-
ren:

(1) Die All-Aussage: ,Fir jedes Element x € M ist </ (x) wahr.“
(i1) Die Existenz-Aussage: ,Es gibt mindestens ein Element x € M, fir das </ (x) wahr ist.“

Wir schreiben diese Aussagen symbolisch als
VxeM: o/(x) bzw. dxeM: of(x).

Das Symbol V heift der Allquantor, das Symbol 3 heifit der Existenzquantor. Wir erhalten al-
so Aussagen aus Aussageformen durch Anwenden solcher Quantoren. In der mathematischen
Sprechweise bedeutet ,Es gibt ein ...“ immer ,es gibt mindestens ein ...“ d.h. die Anzahl der
Elemente mit der gegebenen Eigenschaft ist grof3er oder gleich 1.

Beispiel 1.2.6.
Die Aussage Vx € N: x2 = 4 ist falsch, aber die Aussage 3x € N: x% = 4 ist wahr.

Bei Aussageformen mit mehreren freien Variablen fithrt das Anwenden eines Quantors wie-
der zu einer Aussageform, und erst wenn alle Variablen quantifiziert sind, erhilt man eine
Aussage.
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Bemerkung 1.2.7.

Beim Quantifizieren von Aussageformen mit mehreren freien Variablen ist die Reihenfolge der
Quantoren entscheidend: Die Aussage Vx € N3y € N: x < y ist wahr, und die Aussage 3y €
NVxeN:x <y ist falsch.

Bemerkung 1.2.8 (De Morgansche Regeln fiir Quantoren).
Es sei &/(x) eine Aussageform. Dann gelten die folgenden Regeln:

(Vx: A (x)) < QAx: o/ (x)),
A(3x : A (x)) = (Vx:4(x)).

Beim Negieren einer Aussage werden also All-Quantoren zu Existenz-Quantoren und umge-
kehrt.

Definition 1.2.9 (Teilmenge).
Eine Menge M heifit Teilmenge einer Menge N, falls gilt

Vx:(xeM = xeN),
wenn also alle Elemente in M auch Elemente in N sind. Wir schreiben dann M < N.

Der Strich in ,,&“ deutet an, dass M und N auch gleich sein diirfen. Wenn wir sagen wollen,
dass M eine Teilmenge von N, aber nicht gleich N ist, so schreiben wir

MCN:—= (McN)AM #N).
Wir nennen dann M eine echte Teilmenge von N.

Bemerkung 1.2.10.
Achtung: Die Notation ,M < N“ bedeutet — je nach Autor und Vorlesung/Buch — entweder M < N
oder M C N.

Bemerkung 1.2.11 (Gleichheit vs. Inklusion von Mengen).
Nach Definition gilt fir zwei Mengen M und N:

(M=N) < (Vx:(xeM < xeN))
— (Vx:(xeM = xeN)A(xeN = xe M))
— (M c=N)ANN < M)).

Um zu zeigen, dass zwei Mengen gleich sind, kann man also zeigen, dass sie jeweils ineinander
enthalten sind (genauso, wie man die Giiltigkeit einer Aquivalenz iiber den Nachweis zweier
Implikationen beweisen kann).

Bemerkung 1.2.12 (Teilmengen mittels Aussageformen).
Ist M eine Menge und </ (x) eine Aussageform tiber M, so schreiben wir

{xe M| A(x)}:={x|(x e M)A (L (x) ist wahr)}

fiir die Menge aller x aus M, die «/(x) erfillen.

Definition 1.2.13.
Gegeben seien Mengen M und N.

10



1.2. (Naive) Mengenlehre

Abbildung 1.1.: Mengenoperationen

1) MnN :={x|(xe M)A (xeN)} hei3t der Schnitt von M und N.
(i) MUN :={x|(xe M)V (x € N)} hei3t die Vereinigung von M und N.
(iii) M\N :={x|(xe M)A (x ¢ N)} heillit das Komplement von N in M.

Wir konnen diese Definitionen fiir Teilmengen der Anschauungsebene anhand sogenannter
Venn-Diagramme veranschaulichen, wie in Abbildung[T.1]dargestellt.

Bemerkung 1.2.14.

Nachdem wir also in Bemerkung[1.2.11] bereits gesehen haben, dass in gewisser Weise ,,Gleich-
heit von Mengen® der ,,Aquivalenz von Aussagen® entspricht und die , Teilmengenrelation“ der
Implikation zwischen Aussagen zugeordnet werden kann, wissen wir nun, dass der ,,Schnitt in
der Sprache der Mengenlehre der ,Konjunktion“ und die ,Vereinigung® der ,Disjunktion“ ent-
spricht. Sind M und N Mengen, so sind M\ N, MnN und M uN wieder Mengen. Dagegen
ist

{x|xg N}

keine Menge (siehe Beispiel [1.2.1). Es gibt also in der Sprache der Mengenlehre keine direkte
Entsprechung fiir die Negation.

Dieses Problem kann man beheben, wenn man nur Mengen betrachtet, die sich innerhalb
einer bereits gegebenen, umgebenden Menge befinden. In diesem Fall entspricht die logische
Negation genau dem Komplement einer Menge A innerhalb der umgebenden Menge X:

FirAcX gilt: X\A={xeX|x¢A}.

Wir kénnen nun alle elementaren logischen Umformungen aus Satz in die Sprache der
Mengenlehre tubersetzen:

Satz 1.2.15 (Elementare Rechenregeln fiir Mengen).
Gegeben seien Mengen X,A,B,C mit A,B,C € X. Dann gilt:

(i) X\(X\A)=A. (doppelte Negation)

(it) AU(X \A)=X. (Tertium non datur)
(iit) (A <B) < (Ax:x€ A Ax ¢ B). (Negation der Teilmengenrelation)
(iv) (Ac<B) < (X\Bc<X\A). (Kontrapositionsprinzip)

) (A<B)ABc(C)) = (A c(C). (Transitivitat der Teilmengenrelation)

i) AnB)NnC=AnBnC),
(AuB)uC=AuBuUC). (Assoziativitiat von N und U)

11
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(vii) AnB=BnA,
AUB =BUA. (Kommutativitit von N und U)

(viii) An(BUC)=(ANnB)UANC),
AUuBnC)=(AuB)n(AuUC). (Distributivitit)

(ix) X\(AnB)=(X\A)u(X\B),
X\NAUB)=(X\A)Nn(X\B). (De Morgansche Regeln )

Bemerkung 1.2.16 (Symmetrische Differenz).
Gegeben seien zwei Mengen A, B. Dann ist die symmetrische Differenz von A und B definiert als

AAB:=(A\B)u(B\A).

Diese entspricht dem exklusiven Oder (XOR), das Sie eventuell aus der Informatik kennen.

Notation 1.2.17.

Sind M und N Mengen, und ist m € M und n € N, so bezeichnet (m,n) das geordnete Paar
bestehend aus m € M und n € N. Zwei solche Paare (m1,n1) und (mg,ne) sind nach Definition
genau dann gleich, wenn m1 = mg und n1 = ng. Man schreibt

M xN :={(x,y)|xe M,y €N}
und nennt M x N das kartesischd’| Produkt von M und N.
Die Kreuznotation ist durch die folgende Beobachtung motiviert:

Bemerkung 1.2.18.
Ist M eine endliche Menge, so bezeichnen wir mit [M| oder #M die Anzahl der Elemente von M.
Sind M und N endliche Mengen, so gilt

IMxN|=|M|-IN| und |[MUN|=|M|+|N|-|MnN]|.

Mittels Quantoren konnen wir nun auch den Schnitt und die Vereinigung von mehr als zwei
Mengen definieren. (Auf Produkte von unendlich vielen Mengen werden wir hier zunéchst nicht
eingehen.)

Definition 1.2.19.
Es sei M eine Menge.

(i) Die Menge (M) :={N | N < M} aller Teilmengen von M heil3t die Potenzmenge von M.
(il) Eine Teilmenge «f € 2 (M) heilit Mengensystem tiiber M.
(iii) Ist o/ € 2P (M) ein Mengensystem, so heiflen

=) A=fxeM|VAes:x€A} und |Jof:= |JA:=fxeM|FAecod: xeA}
Aed Aed

der Schnitt bzw. die Vereinigung iiber <.

Ist M endlich, so hat &2(M) genau 2M| Elemente.

"nach RENE DESCARTES, franzosischer Philosoph, Mathematiker und Naturgelehrter, 1596—1650

12



1.3. Funktionen und Abbildungen

Bemerkung 1.2.20.
Beim Umgang mit Mengensystemen muss man sorgfiltig zwischen den Symbolen ,€“ und ,=“
unterscheiden. Z.B. gilt

xeM) = ({x}csM) < ({x}e 22M)),
aber weder x € M noch {x} € M oder {x} € & (M) bedeuten dasselbe.

Zusammenfassung von Abschnitt 1.2

(1) Mengen sind gewisse gutartige Zusammenfassungen von Objekten — eine prézise Definition
haben wir hier nicht gegeben.

(2) Durch die Operationen Schnitt, Vereinigung, Komplementbildung, kartesisches Produkt
und Potenzmengenbildung kann man aus gegebenen Mengen neue Mengen erzeugen.

(3) Die Rechenregeln fiir diese Operationen ergeben sich aus den Regeln der Aussagenlogik.

(4) Um die Gleichheit zweier Mengen zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass sie wechselseitig
ineinander enthalten sind.

1.3. Funktionen und Abbildungen

Definition 1.3.1.

Eine Funktion odexﬁ Abbildung ist ein Tripel (M,N, f) bestehend aus zwei Mengen M und N

und einer Zuordnungsvorschrift f, die jedem m € M ein eindeutiges Element f(m) € N zuordnet.
M heiit dann Definitionsbereich der Funktion, N heifit ihr Zielbereich und (M,N,f) heilit

eine Funktion von M nach N. Die Menge

gr(f):={m,n)e MxN|n=f(m)}sMxN
heift der Graph der Funktion.
Bemerkung 1.3.2.

(1) Um zu sagen, dass (M,N,f) eine Funktion ist, die jedes m € M auf f(m) in N abbildet,
benutzt man auch die Schreibweise

f:M—N, m— f(m)

also schreibt man z.B.
p:N—=N, n—3n2+1.

(2) Nach Definition sind zwei Funktionen (M,N, f) und (M',N’,f’) genau dann gleich , wenn
M=M',N=N"und Vm e M : f(m) = f'(m). Die Funktion

qg:N—2Z, n—3n2+7

ist also von der oben definierten Funktion p verschieden.

8Diese beiden Begriffe sind synonym. Oft wird der Begriff Funktion aber nur verwendet, wenn man betonen will,
dass die Zielmenge R oder C ist und ansonsten wird Abbildung bevorzugt.
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1. Zur Sprache der Mathematik

(3) Wir bezeichnen die Menge aller Funktionen von M nach N mit N¥. Sind M und N endliche
Mengen, so gilt ndmlich
INY =N,

(4) Ist (M,N,[f) eine Funktion, so ist die Funktionsvorschrift / durch den Graphen gr(f) ein-
deutig bestimmt. Es ist ndmlich f(m)=n genau dann, wenn (m,n) € gr(f).

Notation 1.3.3.
Es sei f : M — N eine Funktion.

(1) Ist A= M, so heifit
fA):={neN|JacA: f(a)=n}={f(a)|ac A}
das Bild von A unter f.
(2) Speziell heifit Bild(M,N, ) := f(M) das Bild der Funktion (M, N, f).

(3) Ist B N, so heilit
fYB):={meM| f(m)e B}

das Urbild von B unter f.
(4) Ist A<M, so heiit die Funktion
fla:A—=N, a~ f(a)
die Einschrdinkung (oder Restriktion) von f auf A.
(5) Ist Bild(M,N,f)<B < N, so heifit die Funktion
fIP:M—B, m-—f(m)
die Koeinschrdnkung (oder Korestriktion) von f auf B.

Bemerkung 1.3.4.
Wenn die Menge M aus dem Kontext klar ist, schreibt man hiufig auch Bild(f) statt Bild(M, N, f).
Dieses Bild hiangt aber natiirlich vom Definitionsbereich (nicht aber vom Zielbereich) ab.

Im Folgenden seien M,N,O, P beliebige Mengen.

Definition 1.3.5 (Verkettung von Funktionen).
Sind f: M — N und g : N — O Funktionen, so ist ihre Verkettung (oder Komposition) die Funk-
tion ,,g nach f“ gegeben durch

gof:M—0, m— g(f(m)).

Notation 1.3.6 (Pfeilnotation).
Der franzosische Mathematiker JEAN LERAYE] schlug in den 1940er Jahren vor, eine Funktion

9frz. Mathematiker, 1906-1998
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1.3. Funktionen und Abbildungen

f : M — N durch einen Pfeil M 1, N zu veranschaulichen. Sind f: M - N und g : N —- O
Funktionen, so erhalten wir ein Diagramm

M—LonN

N

0.

Starten wir von einem Element in M, so ist es egal, ob wir erst mittels f nach rechts, und dann
mit g nach unten laufen, oder ob wir mittels gof diagonal abkiirzen. Wir sagen, ,,das Diagramm
kommutiert“. Viele wichtige Satze der Mathematik lassen sich durch solche ,kommutativen
Diagramme® ausdriicken.

Lemma 1.3.7 (Assoziativitat der VerkettundT_Gl).
Esseien f:M — N, g:N — O und h : 0 — P Abbildungen. Dann gilt

(hog)of =ho(gof),

d.h. das Diagramm

M-LoN
RN
(0] — P
kommutiert.
Beweis.

Fiir alle m € M gilt:
((hog)of)im)=(hog)f(m))=h(g(f(m))="h({(gof)m))=(ho(gof)im).

Folglich sind (hog)of = ho(gof) zwei Funktionen von M nach P mit derselben Zuordnungs-
vorschrift, also gleich. O

Notation 1.3.8.
Es sei M eine Menge. Dann heifit die Funktion

dy:M—-M, m—m,

die jedes Element auf sich selbst abbildet die Identitdtsabbildung (oder einfach Identitdt) auf
der Menge M.

Definition 1.3.9.
Eine Funktion f : M — N heifit

(a) injektiv, falls fiir alle m1,mq € M gilt :

(f(m1) = f(m2)) = (m1 =my);

(b) surjektiv, falls Bild(f) = f(M)=N;

10Ein ,Lemma“ ist ein Hilfssatz, der vor allem zum Beweis anderer Sitze verwendet wird.
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1. Zur Sprache der Mathematik

(c) bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 1.3.10.
Fiir eine Funktion f : M — N gilt:

(a) Die Funktion f ist injektiv, wenn man m eindeutig daran erkennen kann, was f(m) ist, d.h.
fiir jedes n € N gibt es hochstens ein m mit f(m) = n. Formaler gesagt,

VrneN: |fl({nh|=1.

(b) Die Funktion f ist surjektiv, wenn jedes Element von N ein Urbild hat, d.h. fiir jedes n € N
gibt es mindestens ein m € M mit f(m) = n. Formal:

VrneN:|fl({nh|=1.

(c) Aus (a) und (b) ergibt sich: Die Funktion f ist bijektiv genau dann, wenn es fiir jedes n € N
genau ein m € M gibt mit f(m) = n. Die Elemente von M und N entsprechen sich unter f
also Eins-zu-Eins, formal

VrneN: |fl(nh|=1.

Ist f bijektiv, so gibt es also fiir jedes n € N ein eindeutig bestimmtes m € M mit f(m) = n. Wenn
es eine bijektive Funktion zwischen zwei endlicherﬂ Mengen M und N gibt, so folgt, dass M
und N gleich viele Elemente haben, also [M]| = |N]|.

Definition 1.3.11.
Es sei f : M — N eine Funktion. Eine Umkehrfunktion von f ist eine Funktion

fL:N-M,
mit der Eigenschaft f~1of =idy und fof ™! =idy

Satz 1.3.12 (Umkehrfunktion).
Eine Funktion f : M — N hat genau dann eine Umkehrfunktion f~: N — M, wenn f bijektiv
ist. Wenn eine Umkehrfunktion existiert, ist sie stets eindeutig.

Beweis. Es sei f: M — N eine Funktion gegeben. Wir miissen zeigen:
f hat eine Umkehrfunktion f TNoM = f is bijektiv.

Um diese Aquivalenz zu zeige, miissen wir zwei Implikationen zeigen (siehe Definition :

, =
Wir nehmen also an, es gibt eine Funktion f ™1 : N — M mit f 1o f =idp und fof~ ! =idy. Wir
miissen zeigen, dass f bijektiv, d.h. injektiv und surjektiv ist.

Zeigen wir zuerst, dass [ injektiv ist. Es seinen dazu Elemente mi,mg € M gegeben mit

f(m1) = f(mg). Wir miissen zeigen: m1 = mg.

Uiy nicht notwendig endliche Mengen M und N sagt man, dass M und N gleichmdchtig sind, falls es eine Bijektion
von M nach N gibt. Man schreibt dann formal auch |M| = |N]|.
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1.3. Funktionen und Abbildungen

Es gilt nun:

m1 =idpy(m1)
=(f Lo f)m1)
=" (fm))
= f_l(f(mz))
=(f Lo f)ms)
=idp(ma)

=ma.

Also ist f injektiv.

Nun zeigen wir, dass f surjektiv ist. Es sei dazu ein Element n € N gegeben. Wir miissen
zeigen: Aim e M : f(m) =n.

Wir definieren m := f~1(n) € M. Es bleibt zu zeigen, dass f(m) = n. Dies zeigen wir nun:

f(m)=f(fo)
=(fof H(n)
=idy(n)

=n.

Dies zeigt, dass f surjektiv ist und mit der bereits bewiesenen Injektivitat folgt die behauptete
Bijektivitiat der Funktion f.
="

Fiir die andere Implikation nehmen wir jetzt an, dass f bijektiv, also injektiv und surjektiv ist.
Wir wollen zeigen, dass es eine Funktion

fFLN—-M
gibt mit f 1o f =idy und f o f~! =idy. Wir definieren die Funktion wie folgt:
fL:N—M, f(m)—h wennmeM.

Die Frage, die sich nun stellt, ist: Ist £ =1 wohldefiniert, d.h. ist f ! wirklich eine Funktion, also
wird jedem Element in N genau ein Element in M zugeordnet?
Wir miissen also zeigen:

¢ Jedes Element in N wird auf mindestens ein Element in M abgebildet.
¢ Jedes Element in N wird auf hochstens ein Element in M abgebildet.

Beginnen wir mit der ersten Aussage. Es sei n € N ein Element. Da die Funktion f: M — N
surjektiv ist, gibt es (mindestens) ein m € M mit f(m) = n. Also taucht das Element n = f(m) auf
der linken Seite des Zuweisungspfeils ,,—“ auf und wird somit auf ein Element in M abgebildet.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes n € N auf hochstens ein Element in M abgebildet wird. Neh-
men wir also an, ein Element in N lasst sich als f(m1) und als f(mg9) mit m1,me € M schreiben.
Da f aber injektiv ist, folgt aus f(m1) = f(m2) direkt, dass m1 = mg ist und somit ist der Funk-
tionswert von f(m) eindeutig definiert.

Also ist f~1: N — M wohldefiniert, d.h. wirklich eine Funktion.
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Es bleibt zu zeigen, dass f o f =idy und fo f1 =idy.
Wir beginnen mit /1o f =idy. Es sei dazu m € M ein Element. Dann gilt:

(f Lo f)m)=FL(f(m)) = m =idp(m).

Nun zeigen wir noch fof~! =idy. Es sei dazu n € N gegeben. Aus der Surjektivitit von f folgt,
dass es ein n € N gibt mit f(m) = n. Dann gilt:

(Fof™H(n)=(fofH(f(m)
= f(f(fm))
=f((F o frm))
= f(idp(m))
=f(m)

=nNn.

=idy(n). O

Bemerkung 1.3.13.

Jede Funktion kann — ohne den Definitionsbereich oder die Zuordnungsvorschrift abzuindern
— surjektiv gemacht werden, indem man den Zielbereich auf das Bild einschrinkt. Wenn also
eine Funktion f : M — N gegeben ist, dann ist f|/™ : M — f(M), m — f(m) eine surjektive
Funktion, die sich von der Originalfunktion nur durch den veridnderten Zielbereich unterschei-
det.

Eine Funktion f : M — N hat nur dann eine Umkehrfunktion von N nach M, wenn f bijek-
tiv ist. Es ist allerdings moglich, eine Funktion, die nur injektiv ist — wie eben beschrieben —
kiinstlich surjektiv zu machen. Die so eingeschrankte injektive Funktion ist dann bijektiv und
kann umgekehrt werden. In diesem erweiterten Sinne kann man also sogar jeder injektiven
Funktion f : M — N eine Umkehrfunktion (f If (M)y-1. f(M)— M zuordnen.

Lemma 1.3.14.
Es seien M, N, O Mengen und f : M — N und g : N — O Funktionen.

Dann gilt:
(a) Wenn f und g beide injektiv sind, dann ist auch go f injektiv.
(b) Wenn f und g beide surjektiv sind, dann ist auch go f surjektiv.
(c¢) Wenn gof injektiv ist, dann ist [ injektiv.
(d) Wenn gof surjektiv ist, dann ist g surjektiv.

Beweis. (a)
Gegeben seien m1,mg € M mit (go f)(m1) =(gof)(mgz). Es ist zu zeigen, dass m1 = m gilt.

18



1.3. Funktionen und Abbildungen

Nach der Definition der verketteten Abbildung go f gilt:

g(f(m1)) = g(f(m2)).

Da g : N — O injektiv ist, konnen wir daraus folgen:
f(my) = f(ms).
Da aber auch f : M — N als injektiv vorausgesetzt wurde, gilt:
mi=may.

Das war zu zeigen.

(b)
Gegeben sei ein Element o € O im Zielbereich der Abbildung go f. Es ist zu zeigen, dass es ein
m € M gibt mit (go f)(m) = o.

Da g : N — O surjektiv mit Zielbereich O ist und o ein Element in O ist, folgt: Es gibt ein
n € N mit g(n)=o.

Da nun f : M — N surjektiv mit Zielbereich N ist und n ein Element in N, folgt: Es gibt ein
m € M mit f(m)=n.

Insgesamt folgt also:

(gof)m)=g(f(m) = g(n) =o.

Das war zu zeigen.

()
Gegeben seien m1,mgo € M mit f(m1) = f(mg). Es ist zu zeigen, dass m1 = mg gilt.
Wir wenden nun die Abbildung go f : M — O auf das Element m; € M an und erhalten:

(gof)m1)=g(f(m1))
=g(f(my))
=(gof)mya).

Also gilt (go f)(m1) =(go f)(m3) und weil go f injektiv ist, folgt m1 = ma.

(d)
Gegeben sei ein Element o € O im Zielbereich der Abbildung g. Es ist zu zeigen, dass es ein
n € N gibt mit g(n) =o.

Da O auch der Zielbereich der Abbildung gof ist und diese als surjektiv vorausgesetzt wurde,
gibt es somit ein m € M mit (g o f)(m) = 0. Wir setzen nun dieses m in f ein und erhalten

n:=f(m).

Nun gilt:
g(n) =g(f(m)) =(gof)m) =o.

Das war zu zeigen. OJ
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1. Zur Sprache der Mathematik

Zusammenfassung von Abschnitt[1.3|

(1) Funktionen erlauben es Elemente verschiedener Mengen miteinander in Beziehung zu set-
zen.

(2) Funktionen mit passenden Definitions- und Zielbereichen konnen miteinander verkettet
werden. Diese Verkettung (Komposition) ist assoziativ.

(3) Bijektive Funktionen besitzen eine Umkehrfunktion.
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Im ersten Kapitel haben wir die Mengen N ={1,2,...}, Z={...,-2,-1,0,1,2,...} kennengelernt.
Im Folgenden wird auch die Bezeichnung Ng :=Nu {0} ={0,1,2,...} 6fters auftauchen.

Von nun an werden wir — ohne explizite Definition — auch die Menge R der reellen Zahlen als
bekannt voraussetzen, deren Elemente wir uns geometrisch als Punkte auf der Zahlengeraden
vorstellen. Fiir zwei reelle Zahlen x,y € R sind die Summe x+y € R und das Produkt xy =x-y € R
definiert.

Die iuiblichen Rechenregeln fiir Summe und Produkt sowie deren Umkehrungen, Differenz
und Quotient, setzen wir hier als bekannt voraus und verweisen auf die Veranstaltungen Ana-
lysis I bzw. Hohere Mathematik I fiir Informatik, in denen die Menge R sowie die Grundrechen-
arten auf dieser inklusive der giiltigen Regeln auf eine solide mathematische Grundlage gestellt
werden.

2.1. Lineare Gleichungssysteme mit reellen Koeffizienten

Beispiel 2.1.1 (Banales Beispiel).
Eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten sieht wie folgt aus:

ax=>, (2.1.1)

wobei a,b € R gegeben sind.
Falls a # 0 ist, konnen wir beide Seiten durch a teilen und erhalten x = 2 € R als einzige

Loésung. Die Losungsmenge ist damit {g} Es gibt also genau ein Element in der Losungsmenge.
Falls a = 0 ist, ist dies nicht moglich, und wir erhalten stattdessen die Gleichung:

Ox =b.

Falls nun & = 0 ist, ist diese Gleichung immer wahr (in Formeln: Vx € R : Ox = b), also fiir alle
x € R erfullt. Somit ist unsere Losungsmenge gleich R und wir haben unendlich viele Losun-
gen. Falls dagegen b # 0 ist, ist die Gleichung niemals wahr (in Formeln: Vx € R : Ox # b), die
Losungsmenge ist also die leere Menge @.

Wir sehen also: Je nachdem, wie a und b gewahlt sind, hat die Losungsmenge entweder
0, 1 oder unendlich viele Elemente. Dies wird uns auch bei linearen Gleichungssystemen in
mehreren Variablen mit reellen Koeffizienten wieder begegnen.

Man kann diese Rechnung auch folgendermaflen verstehen: Wenn a € R gegeben ist, betrach-
ten wir die Funktion

p:R—R, x—ax.

Wenn wir nun die Gleichung ,,ax = b“ 16sen, dann suchen wir also alle x im Definitionsbereich
von ¢, die auf das gegebene b im Zielbereich abgebildet werden. Im Falle a #0 ist ¢ : R - R
bijektiv, es gibt also fiir jedes b € R genau ein x € R mit ¢(x) = b. Deswegen brauchten wir im
Fall a # 0 keine Fallunterscheidung fiir 4.
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wenn aber a = 0 ist, dann ist ¢ nicht mehr surjektiv, also gibt es nicht mehr fiir alle b € R eine
Losung. Aulerdem ist ¢ dann auch nicht mehr injektiv, das heif3t: Es kann mehrere Losungen
geben. Genau das haben wir oben gesehen.

Diese Sichtweise auf Gleichungen hat sich — sowohl in der Analysis wie auch in der (linearen)
Algebra — als sehr sinnvoll erwiesen, da man Untersuchungen von Gleichungen zuriickfithren
kann auf Untersuchungen von Funktionen.

Ausgehend von diesem eher langweiligen Beispiel gibt es nun mehrere Moglichkeiten, zu in-
teressanteren Fragestellungen zu gelangen. Entweder man betrachtet nicht-lineare Gleichun-
gen in einer Variablen, wie z.B. ,x® —16x+2 = 0“ oder ,cos(x) = x“ oder ,.e* +x = 42“. Diese werden
sehr schnell sehr kompliziert und lassen sich oft nur numerisch (also ndherungsweise) lbserﬂ

Wir wollen in eine andere Richtung gehen: Wir bleiben bei linearen Gleichungen, aber wir
erhohen die Anzahl der Variablen:

Es sei n € N. Gegeben seien reelle Zahlen a1,...,a, € R sowie eine reelle Zahl b € R.

Eine lineare Gleichung ist eine Aussageform in den freien Variablen x1,...,x,, die wie folgt
aussieht:

aixi+agxg+--+anx,=b.

Dies lasst sich kompakter schreiben als
n
Z ajxj=>b.
j=1

Hierbei haben wir die Summennotation verwendet, die Sie schon in der Analysis, beziehungs-
weise HM1, gesehen haben.

Die Zahlen a1,...,a, nennen wir die Koeffizienten der linearen Gleichung.

Eine Losung einer linearen Gleichung ist ein Spaltenvektor

X1

Xn

mit x; € R, sodass die Gleichung wahr wird.
Notation: Die Menge aller Spaltenvektoren mit n reellen Eintrigen bezeichnen wir mit R":

X1
R"™ .= : Vje{l,...n}:x;eR

Xn

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung in n Unbekannten ist also immer eine Teilmenge
der Menge R".

Beispiel 2.1.2. Gegeben sei die lineare Gleichung

2x1—3x9+bx3="1.

LJede dieser drei Gleichungen hat mindestens eine reelle Losung — doch wenn uns nicht alles tduscht, ist keine der
Losungen in einer geschlossenen Form darstellbar — aber Sie kénnen es gerne trotzdem versuchen. ..
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2.1. Lineare Gleichungssysteme mit reellen Koeffizienten

1
Wenn wir x1 = 1, xg = 0 und x3 = 1 setzen, sehen wir, dass | 0| eine Losung ist. Oft sind wir
1
aber nicht nur an einer, sondern an allen Losungen interessiert. In diesem Falle sind es aber
unendlich viele und wir kénnen sie nicht alle auflisten. Wir kénnen allerdings die Gleichung
nach x1 auflésen:
7 N 3 5
X1=—+—Xx2— —X3.
1=5 5%~ 53
Diese Gleichung ist nun dquivalent zu der Ausgangsgleichung — hat also die gleiche Losungs-
menge. Hier konnen wir aber erkennen, dass zu jeder Wahl von x2 € R und x3 € R genau ein
Wert von x1 gehort.

Anders formuliert: Wenn wir x9 = s € R frei wiahlen und x3 = ¢ € R frei wahlen, konnen wir x;

berechnen als x; = % + %s - gt. Die allgemeine Losung der linearen Gleichung lautet also:

X1 %+%s—gt
X2 | = s ,
X3 t

wobei s € R und ¢ € R frei wiahlbar sind. Somit kénnen wir die Losungsmenge angeben als:

7,3 5
§+§S—§t
S s,teER
t

Sobald wir die Konzepte Basis und affiner Unterraum eingefithrt haben, werden wir die Lo-
sungsmenge noch kompakter schreiben kénnen.

Definition 2.1.3 (Lineares Gleichungssystem). Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit reel-
len Koeffizienten ist gegeben durch eine Familie aus m € N linearen Gleichungen, jede in n € N
Unbekannten. Wir notieren

a1i1x1+---+ai1aXp = b1

azix1+---+agpXp = bz

Am1X1+ +AmpXn =bp.

Eine Losung x des linearen Gleichungssystems ist ein Spaltenvektor x € R?, der gleichzeitig jede
einzelne Gleichung lésﬂ

Wenn alle rechten Seiten b; = 0 sind, nennt man das LGS homogen, ansonsten nennt man es
inhomogen.

2Die Losungsmenge eines Gleichungssystems ist also die Schnittmenge der Losungsmengen aller einzelnen Glei-
chungen.

23



2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Zusammenfassung von Abschnitt 2.1

(1) Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) besteht aus endlich vielen linearen Gleichungen, die
jeweils von mehreren Variablen abhidngen kénnen.

(2) Die Losungsmenge eines LGS mit n Variablen ist eine Teilmenge von R”, der Menge aller
Spaltenvektoren mit n reellen Eintrigen.

2.2. Matrizenrechnung

Um Lineare Gleichungssysteme kompakter zu beschreiben, fithren wir nun die Matrix-Schreibweise
ein:

Definition 2.2.1 (Matrizen mit reellen Eintrigen). Gegeben seien m,n € N. Eine (m x n)-Matrix
mit reellen Eintrdgen ist ein rechteckiges Schema der Form

aii a12 A1n
ag 1 ag.o .. Q2n

= K
Am1l Am2 ... QOmnp

wobei die Eintrége a; j reelle Zahlen sind. Die Menge aller (m x n)-Matrizen mit reellen Eintra-
gen bezeichnen wir mit R™*",

Wir nennen eine Matrix quadratisch, wenn m = n gilt.

Eine (m x 1)-Matrix ist einfach ein Spaltenvektor, es gilt also R™*1 = R™.

Eine (1 x n)-Matrix nennen wir einen Zeilenvektor, die Menge aller Zeilenvektoren ist somit
RY*™,

Eine (1 x 1)-Matrix ist einfach eine reelle Zahl, es gilt also:
RM>! =R! =R.

Definition 2.2.2 (Transponierte). Fiir eine (m x n)-Matrix

a1 ai2 ... Qip
Ao a1 a2 ... Q2p RN
Cm1 @m2 ... CGmpn
nennen wir die Matrix
a1 a1 ... Q0m1
AT = ai2 Q@22 ... Ap2 -
@ln G2n ... Gmn

die Transponierte von A. Die Transponierte eines Spaltenvektors ist ein Zeilenvektor und um-
gekehrt.
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2.2. Matrizenrechnung

Ziel ist es nun, ein LGS (Definition [2.1.3) in eine Form zu bringen, die zumindest rein optisch
so einfach aussieht wie in Beispiel Dazu ordnen wir einem LGS mit m Gleichungen in n
Unbekannten

a1ixy+--+ayaXn = bl

ag1x1+--+agpXn = b2

am1X1++ampXn =bp.

die Koeffizientenmatrix

a1 a2 ... Qin
Ao azi1 Qa2 ... Az, c R
Am1 Gm2 ... CGmpn
und den Spaltenvektor
b1
b=| : |eR™
bm

zu. Dann wiirden wir das LGS gerne kurz schreiben als

Ax=5b.
Um diese Schreibweise zu rechtfertigen, miissten wir definieren, wie man eine Matrix mit einem
Spaltenvektor multipliziert. Weil wir diese Definition im Laufe dieser Veranstaltung sowieso
noch oft benétigen, werden wir nun ganz allgemein Addition und Multiplikation von Matrizen
definieren, sodass das gesuchte Matrix-Spaltenvektor-Produkt nur ein Spezialfall davon ist.

Definition 2.2.3 (Addition und skalares Vielfaches von Matrizen).

(a) Fir zwei Matrizen

@11 a2 ... Q1n bi1 b1z ... bin
a1 a2 ... an bo1 b2z ... b2n

A= . . ) . eR™"™ und B-= . . R
AGm,1 Am2 .-+ QAmn bm,l bm,Z bm,n

mit der gleichen Zeilen- und Spaltenanzahl definieren wir die Summe als

a1’1+b1’1 a1,2+b1,2 a17n+b1’n

a2,1+b2,1 a2,2+b2,2 az,n+b2,n mxn
A+B:= . . ) . eR .

am,1+bm,1 am,2+bm,2 am,n+bm,n
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

(b) Fiir eine Matrix

a1 ai2 ... Q1p
az1 Qa2 ... Q2 mxn .

A=] . . ) o |eRr und eine reelle Zahl A1€eR
Ami Am2 ... Qmn

definieren wir das skalare Vielfache (oder die Skalierung) als

Aa11 Aare ... Aain

Aag1  Aagg ... Aag,
A-A:=1A:= . . ) ) e R™*",

Aami Aama ... Aamn

Matrizen kann man also nur addieren, wenn sie das gleiche Format (also die gleiche Anzahl
sowohl an Zeilen als auch Spalten) haben. Die Summe der Matrizen hat dann dasselbe Format
wie die beiden Summanden. Die Eintrige der Summe sind einfach die Summen der Eintrige
der Summandenmatrizen.

Bemerkung 2.2.4 (Addition von Spaltenvektoren). Da fiir uns ein Spaltenvektor v € R” = R"**1
einfach nur eine Matrix mit n Zeilen und einer Spalte ist, haben wir mit Definition auch
gleich definiert, wie man Spaltenvektoren (mit der gleichen Zeilenanzahl) addiert und mit reel-
len Zahl skaliert. Im Falle von Spaltenvektoren im Raum R? bzw. R? entspricht diese Addition
der Vektoraddition, die vielfache Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaft sowie in
der analytischen Geometrie hat.

Bemerkung 2.2.5. Da reelle Zahlen verwendet werden kéonnen, um Spaltenvektoren und Ma-
trizen skalar zu multiplizieren, werden sie in diesem Kontext auch Skalare genannt. Spﬁtex{ﬂ—
wenn wir formal eingefiihrt haben, was ein Vektorraum ist —, werden wir auch den Begriff des
Skalars nochmals genauer definieren.

Definition 2.2.6 (Nullmatrix). Die (m x n)-Matrix, deren Eintréige alle Null sind, heifit die
Nullmatrix und wird mit 0,,,, bezeichnet. Wenn das Format der Matrix aus dem Kontext klar
ist, schreiben wir auch nur 0.

Im Spezialfall (n x 1) nennen wir den Spaltenvektor, der nur aus Nullen besteht, auch den
Nullvektor: 0:=0,, :=0,,x1.

Lemma 2.2.7 (Eigenschaften der Matrixaddition und -skalierung). Gegeben seien natiirliche
Zahlen m,n € N sowie Matrizen A,B,C € R™*" und reelle Zahlen (Skalare) u,A € R. Dann gilt

(1) (A+B)+C=A+B+0)

(i) A+0,,xn,=0pxn+tA=A
(i) A+(-1DA=(-1DA+A=0px,
(iv) A+B=B+A

(v) MA+B)=1A+AB

3siehe Definition m
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2.2. Matrizenrechnung

(vi)) A+wA=21A+puA
(vir) (A-wA = AMpA)
(viii) 1A =A.
Bemerkung 2.2.8.

(a) Beachten Sie, dass in Lemma das Symbol ,,+“ sowohl Addition von reellen Zahlen
als auch Addition von Matrizen bedeutet — je nachdem, welche Objekte addiert werden.

(b) Es gilt ,Punkt- vor Strichrechnung®, d.h. zum Beispiel bedeutet 1A + AB stets (1A)+(AB).

Man beachte, dass wir bis jetzt noch nicht definiert haben, wie man zwei Matrizen miteinan-
der multipliziert. Dies wollen wir jetzt nachholen:

Definition 2.2.9 (Matrixprodukt). Zwei Matrizen A € R™*" und B € R?*? heillen multiplizier-
bar (oder kompatibel), wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B
ist, wenn also n = q gilt. Gegeben seien zwei multiplizierbare Matrizen

a1 ai2 ... Qip 51,1 bl,z bl’p
a1 Qa2 ... a2, bg,l b2,2 bg,p

A=| | ] ) J |eR™™ und B=| . o T er™P,
Am1 Gm2 ... CGmn bn1 bn2 ... bnp

Dann definieren wir das Matrixprodukt als

C1,1 €12 ... Cip

C2.1 €22 Czyp
A-B:=AB:=| . ] ) | eR™*P,

Cml Cm2 --- Cmp

wobei jeder Eintrag c; ; definiert ist als
n
Ciy = @i1b1p+@inbpr =) aijbjp
J=1

Der Eintrag in Zeile i und Spalte £ der Produktmatrix AB wird also berechnet mit Hilfe der
i-ten Zeile der linken Matrix A und der k-ten Spalte der rechten Matrix B.

Beispiel 2.2.10. Die Matrizen

1 2
A:(o o) wa B[ 0%
3 4

sind multiplizierbar, weil die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist

(namlich 2). Also ist das Produkt AB definiert. Das Produkt hat 3 Zeilen und 4 Spalten, weil A
genau 3 Zeilen und B genau 4 Spalten hat. Die Eintriage lauten nun:

1 2 38 6 23 0
AB=(O O)(42 0 23 0)=(0 0 O O).

3 4) 23 00 118 12 69 0
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Hierbei fallt auf: Wenn die erste Matrix eine Nullzeile hat (d.h., in dieser Zeile ist jeder einzelne
Eintrag 0), so hat das Produkt ebenfalls eine Nullzeile. Ebenso gilt: Wenn die zweite Matrix
eine Nullspalte hat, so hat die Produktmatrix ebenfalls eine Nullspalte. Eine Moglichkeit, die
Rechnung schematisch darzustellen, ist hier durch die folgende Tabelle gegeben:

42 0 23 O

-2 3 0 O
1 2|13 6 23 0
0 0| O 0 0 O
3 4118 12 69 O

Das Multiplizieren von Matrizen sollte man iiben, bis man es im Schlaf beherrscht.

Definition 2.2.11 (Einheitsmatrix). Fiir eine natiirliche Zahl n € N wird die Matrix

Lo=|. . . |erw
00 - 1

mit Einsen auf der Diagonale als Einheitsmatrix bezeichnet. Wenn die Zahl n aus dem Zusam-
menhang klar ist, schreiben wir auch nur 1.

Lemma 2.2.12 (Rechenregeln fiur Matrixprodukte). Gegeben seien natiirliche Zahlen m,n,p,r €
N. Dann gilt:

(i) VAeR™"™ BeR"™P CeRP*": (AB)C =A(BCQC). (Assoziativitdt)

(i) VAeR™":. 1,,A=A1l,=A. (Neutralelement)
(iiv) VA1{,Ag e R™*"* BeR"P: (A1+A9)B=A1B+AsB. (Distributivgesetz I)
(iv) VA eR™ " B1,Bo e R"*P: A(B1+Bg)=AB1+ABy. (Distributivgesetz II)

(v) VAeR™"™ BeR"P AeR: (AA)B=AAB)=AMAB). (Bilinearitdt)

Wir mochten nun noch auflisten, wie sich Summen und Produkte von Matrizen mit der in
Definition [2.2.2] eingefiihrten Transponierten vertragen:

Lemma 2.2.13 (Rechenregeln fiir die transponierte Matrix). Gegeben seien natiirliche Zahlen
m,n,p €N. Dann gilt:

(i) VA,BeR™": (A+B) =AT+B'. (Transponieren und Summieren,)
(ii) VAeR™ " AeR: (QLA)T=21AT. (Transponieren und Skalieren)
(iii)) VAeR™" BeR"™P: (AB)' =BTAT. (Transponieren und Produkte)
(iv) 0,,51)" =04 5m- (Transponierte der Nullmatrix)
(iv) 1" =1,. (Transponierte der Einheitsmatrix)
v) VAeR™": (AT =A. (Transponierte der Transponierten)

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation konnen wir nun eine dquivalente Definition eines linearen
Gleichungssystems mit reellen Koeffizienten (Definition [2.1.3) geben:

Definition 2.2.14 (Lineares Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten). Gegeben seien na-
turliche Zahlen m,n € N. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit reellen Koeffizienten mit Ko-
effizientenmatrix A € R™*" und rechter Seite b € R™ ist eine Aussageform:

Ax=b
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2.8. Homogene lineare Gleichungssysteme und Untervektorrdume von R"

mit der freien Variable x € R". Die Losungsmenge des Gleichungssystems
{xeR" | Ax = b} cR"

ist eine Teilmenge der Menge R”. Wenn der Spaltenvektor b = 0 der Nullvektor ist, dann nennt
man das LGS homogen, ansonsten nennt man es inhomogen.

Bemerkung 2.2.15 (Multiplikation mit der Nullmatrix). Eine wichtige Eigenschaft der Matrix-
multiplikation wurde bisher noch nicht angesprochen: Gegeben seien zwei Matrizen A € R™*"
und B € R**P, Dann gilt:

(A=0,,x, 0der B=0,x,) = (AB=0,,xp).

Dies folgt unmittelbar aus der Definition des Matrizenproduktes. Achtung: Die Riickimplikation
»<=" gilt nicht! Es gibt also Matrizen A,B die beide nicht die Nullmatrix sind, aber ihr Produkt
ist die Nullmatrix (man sagt auch: Der Matrizenring ist nicht nullteilerfrei). Dies ist ein weiterer
grofler Unterschied zwischen dem Rechnen mit Matrizen und dem Rechnen mit reellen Zahlen.

Zusammenfassung von Abschnitt [2.2]

(1) Eine Matrix A € R™*" ist ein rechteckig angeordnetes Schema von reellen Zahlen.

(2) Matrizen konnen mit reellen Zahlen skaliert, addiert und ggf. auch multipliziert werden,
wenn die Abmessungen vertriglich sind.

(3) Spaltenvektoren v € R” = R"*! sind dasselbe wie (n x 1)-Matrizen.

(4) Matrixmultiplikation ist assoziativ, aber im Allgemeinen nicht kommutativ.

2.3. Homogene lineare Gleichungssysteme und
Untervektorraume von R"

Wir mochten nun speziell homogene lineare Gleichungssysteme untersuchen. Es sei dazu A €
R™*" eine Matrix. Dann bezeichnen wir die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungs-
systems

Ax=0

auch als den Kern der Matrix A und schreiben:
kerA := {x € R" | Ax =0} cR".
Der Kern entspricht also der Nullstellenmenge der Abbildung
¢:R"—>R™, x— Ax.

Wir werden nun zeigen, dass die Losungsmenge eines solchen homogenen LGS immer eine
bestimmte Form hat:
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Definition 2.3.1 (Linearer Unterraum / Untervektorraum).
Es sei n € N. Eine Teilmenge U < R" heilit Untervektorraum oder linearer Unterraum von R",
wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

@) 0eU (U enthalt den Nullvektor)
(i) VYv,weU: v+welU (U ist abgeschlossen unter Addition)
({ii) VveU,l eR: AweU (U ist abgeschlossen unter Multiplikation mit Skalaren)

Lemma 2.3.2. Gegeben sei eine Matrix A € R™*", mit m,n € N. Dann ist der Kern
kerA :={xeR" |Ax:O}§IRn
immer ein Untervektorraum von R™.

Insbesondere haben wir damit gesehen, dass der Kern einer Matrix niemals leer ist. Ein
homogenes LGS hat also stets mindestens eine Losung, ndmlich den Nullvektor.

SpéterE] werden wir sehen, dass jeder Untervektorraum von R” immer auch als Lésungsmen-
ge eines homogenen LGS beschrieben werden kann.

Beweis von Lemma [2.3.2] Wir miissen zeigen, dass die Losungsmenge des homogenen LGS
Ax=0

die Eigenschaften (i),(ii) und (iii) aus Definition [2.3.] erfiillt:
1)
Es gilt A0 =0 (nach Bemerkung|2.2.15). Also ist 0 e ker A.
(i1)
Gegeben seien v,w € kerA, d.h. v und w sind Spaltenvektoren mit Av =0 und Aw = 0. Nun
koénnen wir berechnen:
Aw+w)=Av+Aw=0+0=0,

und zwar durch entsprechende Anwendung eines Matrixdistributivgesetzes (sieche Lemma|2.2.12
(iv)), der Tatsache, dass v,w € ker A sind und der Rechenregel, dass 0+ 0 = 0 (siche Lemma

[2.2.7](i1)) ist.
(iii)

Gegeben sei ein v € ker A und eine reelle Zahl A € R. Dann gilt:

A(Av)=1Av=210=0.
Hier haben wir die Bilinearitét der Matrixmultiplikation (Lemma (v)) ausgenutzt. O
Definition 2.3.3 (Lineare Hiille). Es sei n e N.

(a) Gegeben seien Vektoren vq,...,v, € R” mit r € Ng. Eine Linearkombination der Vektoren
v1,...,U, ist eine Summe der Form

r
Z Ajvj =/1101+"~+7L,«vr,
J=1

wobei die Skalare A; € R beliebig gewéhlt sein diirfen.

4siehe Bemerkung m
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2.8. Homogene lineare Gleichungssysteme und Untervektorrdume von R"

(b) Gegeben sei eine (endliche oder unendliche) Teilmenge M < R™. Wir definieren die lineare
Hiille der Menge M als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M und
schreiben:

IHMM%JHMQ:{ZMW
j=1

rEI\IO;Ver:vjEM;/IjEIR}QIR".

Eine leere Summe ist immer 0, deswegen ist LH(@) = {0}.

Falls M = {vq,v9,...,v,} eine endliche Menge ist, schreiben wir auch
LH(vq,ve...,v.):=LH{v1,v2...,0;})

und es gilt:
LH(v1,v2...,0,) = {A101+ -+ A0, | A; €R}.

Neben dem Begriff lineare Hiille sind auch die Bezeichnungen linearer Spann von M,
linearer Aufspann von M, oder von M erzeugter Untervektorraum gebrauchlich. Letztere
Bezeichnung wird durch Lemma gerechtfertigt.

Lemma 2.3.4. Es sei M < R"” eine Teilmenge. Dann gilt
(a) Die Menge LH (M) ist ein Untervektorraum von R™ und es gilt M < LH(M).
(b) Jeder andere Untervektorraum U € R™ mit M < U enthdlt LH(M).
Man kann also sagen: LH(M) ist der kleinste Untervektorraum von R"*, der M enthilt.

Bewetis.

(a)

Nach Definition miissen wir nachrechnen, dass 0 € LH(M), dass M abgeschlossen unter
Addition ist, und dass M abgeschlossen unter Multiplikation mit Skalaren aus R ist.

In Definition haben wir die Linearkombination von r = 0 Vektoren erlaubt, somit ist
0e LH(M).

Es seien v,w € LH(M) gegeben. Wir miissen zeigen, dass v +w € LH(M) ist. Da v € LH(M)
ist, gilt v = Z;zl/ljvj mit A; € R und v; € M. Da w € LH(M) ebenfalls ist, gilt w = Y.} _; upwy mit
Ur € Rund wy € M.

Also gilt fiir die Summe:

s
Ajvj+ Z HrWp :/11v1+---7tjvj +Urwy+ o+ UpWeg.
Jj=1 k=1

r
v+w =

Dies ist eine Linearkombination aus Vektoren aus M mit Skalaren aus R, also gilt v+ w €
LH(M). Das war zu zeigen.

Es sei nun v € LH(M) gegeben und p € R. Es ist zu zeigen, dass yv € LH(M) ist. Da v e LH(M)
ist, gilt v = Z;zlxljvj mit A; € R und v; € M. Also gilt:

r r
po=p) Aj;=3 (uAv;
j=1 j=1

und dies ist auch in LH(M).
Also ist LH(M) ein Untervektorraum von R”.
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Es bleibt zu zeigen, dass M < LH(M) gilt, aber dies folgt sofort, denn jedes v € M lasst sich
schreiben als v = 1v und ist somit eine Linearkombination von Elementen aus M und somit ist
ve LHWM).

(b)

Es sei nun U € R” ein beliebiger Untervektorraum mit der Eigenschaft, dass M < LH(M). Wir
miissen nun zeigen, dass LH(M) < U.

Sei dazu v € LH(M) gegeben. Dann ist v = Av1 +--- A, v, fiir Skalare 1; € R und Vektoren v, €
M.Da M c U gilt, bedeutet dies, dass jedes v; in U liegen. Nun ist U aber ein Untervektorraum
und somit ist auch Ajv, in U. Und da Untervektorrdume auch unter Addition abgeschlossen

sind, folgt somit
.

UZZ)LJ'UJ'EU.
j=1

Das war zu zeigen. OJ

Definition 2.3.5 (Erzeugendensystem). Es sei U < R” ein Untervektorraum. Dann heil}t eine
Teilmenge M c U ein Erzeugendensystem fiir U, falls

LHWM)=U,
wenn sich also jedes Element in U als Linearkombination von Elementen aus M schreiben lasst.

Bemerkung 2.3.6. Wenn zwei Teilmengen M1 € M9y € U gegeben sind, und M7 ein Erzeugen-
densystem ist, dann ist M2 auch ein Erzeugendensystem. Insbesondere ist also der ganze Raum
U immer ein Erzeugendensystem. Wir werden allerdings im Folgenden versuchen, zu gegebe-
nem Untervektorraum U < R" moglichst ,kleine“ Erzeugendensysteme zu finden.

Wenn wir also ein homogenes LGS Ax = b vorliegen haben, dann wissen wir nun, dass die
Losungsmenge ker A ein Untervektorraum ist und somit mit einem geeigneten Erzeugendensy-
stem beschrieben werden kann. Bevor wir nun genauer darauf eingehen, wie man ein moéglichst
kleines Erzeugendensystem findet, wollen wir der Frage nachgehen, ob die Losungsmenge iiber-
haupt Vektoren enthéilt — auBBer dem Nullvektor, der immer im Kern enthalten ist. Wir werden
nun ein hinreichendes Kriterium dafiir finden, dass es mindestens eine weitere Lésung gibt.

Satz 2.3.7. Es sei A € R™*" eine Matrix mit weniger Zeilen als Spalten, d.h. m < n. Dann ist
ker A # {0}, d.h. es gibt mindestens eine nichttriviale Losung des homogenen LGS Ax = 0.

Beweis. Wir nutzen fiir diesen Beweis das Prinzip der vollstindigen Induktion, das Sie aus der
Vorlesung Analysis bzw. HM1 kennen.
Wir benutzen Induktion fiir die Anzahl der Zeilen, d.h. die Anzahl der Gleichungen.
Induktionsanfang m = 1:
In diesem Fall haben wir nur eine Gleichung:

ai11x1+--+aiux, =0.

Es gilt nun zwei Falle zu unterscheiden:
Fall 1:a1,1 =0
In diesem Fall ist der Vektor
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eine Losung des LGS und nicht der Nullvektor, also gilt x € ker A.

Fall 2:a11 #0

Nach Voraussetzung ist n > m = 1, also ist n = 2, es gibt also mindestens zwei Unbekannte
in unserem LGS. Setzen wir nun x1 := —a12, X2 := a1,1 und alle anderen Variablen auf 0, so
erhalten wir eine Losung

—a12

a1,1

x:=| 0 [er™.
0

Da die zweite Komponente des Vektors nicht 0 ist, ist dies nicht der Nullvektor.
Induktionsschritt:

Es sei m € N so gewahlt, dass die zu zeigende Aussage fiir alle Matrizen mit m Zeilen gilt. Es

bleibt zu zeigen, dass die Aussage auch fiir eine Matrix A mit genau (m + 1) Zeilen gilt. Wieder

diirfen wir annehmen, dass die Spaltenanzahl n > m + 1 ist. Schauen wir nun die letzte Spalte

der Matrix A an. Wenn diese Spalte der Nullvektor ist, dann ist

eine Losung des LGS, die nicht der Nullvektor ist.
Nehmen wir nun also an, dass es ein i € {1,...,m,m + 1} gibt mit a; , # 0. Dann kénnen wir
die i-te Gleichung unseres LGS
ai1x1+-+a;,x, =0

nach x,, auflosen:
1

Xn=— (ai,1x1+"'+ai,nxn—l)

,n

Wenn wir dies in die iibrigen Gleichungen einsetzen, so erhalten wir ein Gleichungssystem mit
m Gleichungen und n — 1 Unbekannten. Nach Induktionsvoraussetzung hat dieses Gleichungs-
system nun eine Losung
X1
c Rn—l
Xn-1

die nicht nur aus Nullen besteht. Wenn wir nun unseren Wert fiir x,, (der durchaus 0 sein darf)
unten dranhéngen, ergibt dies eine Losung des Ausgangssystems

X1
eR”,
Xn-1

—ﬁ (ai,lxl teeet ai,nxn—l)

die nicht der Nullvektor ist. Das beendet den Beweis. O
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Beispiel 2.3.8. Gegeben seien Vektoren vy,...v, € R”. Dann ist die triviale Linearkombination
die, bei der alle Skalare als 0 gewidhlt werden. Das Ergebnis ist dann immer der Nullvektor. Es
kann aber auch vorkommen, dass eine nichttriviale Linearkombination den Nullvektor ergibt,
wie z.B. bei den Vektoren

1 0 1 42
v1:=|0]; veg:=|1]; vg:=|-1|; vg4:=|-65].
-1 -1 0 23

Hier ist 1-vq +(-1)-ve +(-1)vg +0-v4 = 0, aber nicht alle Skalare sind 0. Es gibt also eine
Darstellung des Nullvektors als nichttriviale Linearkombination.

Definition 2.3.9 (Lineare Unabhingigkeit).
Gegeben sei eine endliche Menge M = {v1,...,v,} €R" mit r € Ny paarweise verschiedenen Vek-
toren vq,...,0,.

(a) Wir sagen M = {vy,...,v,} ist linear unabhdingig, wenn die einzige Darstellung des Null-
vektors als Linearkombination aus M die triviale Linearkombination (alle Skalare null)
ist. In Formeln:

r
M ist linear unabhéngig : < (VM,...,A,EIR: (Z Ajvj=0 = (Vj:/lj:O))).
j=1

(b) Wir sagen M = {v1,...,v,} ist linear abhdngig, wenn M nicht linear unabhéngig ist, d.h.
wenn es (mindestens) eine Darstellung des Nullvektors als nichttriviale Linearkombina-
tion gibt. In Formeln:

-
M ist linear abhingig : < (EIM,...,?L,eR: (Z Ajvj=0und (3j:A; #O))).
J=1

Unter Verwendung der De Morganschen Regeln fiir Quantoren (sieche Bemerkung und
entsprechenden Umformungsregeln (siehe Satz konnen Sie sich leicht davon tiberzeugen,
dass die Formel fiir lineare Abhéingigkeit wirklich die Negation der linearen Unabhéangigkeit
ist.

Beachten Sie, dass Definition nur fiir endliche Mengen funktioniert. Wir werden spa-
ter{ﬂ eine verallgemeinerte Definition der linearen Unabhéngigkeit kennenlernen, die auch fiir
unendliche Mengen einen Sinn ergibt.

Beispiel 2.3.10. (a) Die leere Menge ¢ ist linear unabhingig, weil es nicht moglich ist, aus
Vektoren der leeren Menge eine nichttriviale Linearkombination zu finden.

(b) Es sei M = {v} einelementig. Dann ist M linear unabhéingig, falls v # 0 und linear abhéin-
gig, falls v =0.

(c) Es sei M = {v,w} zweielementig. Dann ist M linear abhéngig, falls v ein Vielfaches von w
ist oder umgekehrt — ansonsten ist M linear unabhéngig:

{v,w} ist linear abhéngig < (AL €R:w = Av) oder (AL R:v = Aw))
<~ ((v=0) oder (w=0) oder (AL e R\ {0}:v = lw)).

5siehe Definition m
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(d) Die vier Vektoren in Beispiel sind linear abhingig, obwohl je zwei von ihnen linear
unabhingig sind.
Lemma 2.3.11. Fiir eine endliche Teilmenge M < R”" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge M ist linear unabhdngig.

(ii) Jeder Vektor v e LH(M) hat eine eindeutige Darstellung als Linearkombination aus Vekto-
renin M.

(iti) Fiir jeden Vektor v e M ist v¢ LH(M \ {v}).

Beweis. Es sei M ={v1,...,v,} €R” gegeben. Wir beweisen drei Implikationen, aus denen dann
die Aquivalenz aller drei Aussagen folgt:

»(1) = (1)
Wir nehmen an, M sei linear unabhingig. Es sei v € LH(M). Dann ist v eine Linearkombination
von Vektoren aus M:

r
v=> Ajv;.
j=1

Nehmen wir an, es géibe noch eine weitere Darstellung:
r
v= Z UiV
j=1
Dann koénnen wir diese beiden Gleichungen voneinander subtrahieren und erhalten:
r
0= Z(/lj —uj)vj.
=1

Dies ergibt also eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von Vektoren aus M.
Da M aber nach Voraussetzung (i) linear unabhéngig ist, ist die einzige solche Linearkombina-
tion die triviale, d.h. alle Skalare miissen 0 sein:

VjE{l,...,r}: /1j—,uj=0.

Also gilt A; = u; fiir alle j und damit ist gezeigt, dass v nur eine eindeutige Darstellung als
Linearkombination aus M hat.

L(11) = (1ii)“
Nehmen wir fiir diese Implikation an, dass jeder Vektor in LH (M) eine eindeutige Darstellung
als Linearkombination hat. Es sei v = v € M = {v1,...,v,} gegeben. Zu zeigen ist, dass sich v;
nicht als Linearkombination der iibrigen Vektoren schreiben ldsst. Nehmen wir deshalb per
Widerspruch an, dass das moglich wére, dass es also Skalare Aq,...,A3_1,A%+1,-...,A, gdbe mit

Vg = Avi+--- +7Lk_1vk_1 +7Lk+1vk+1 + + Ap0p.

Dann ist dies ja insbesondere eine Darstellung von v; als Linearkombination von Vektoren aus
M. Natiirlich kann man v;, aber auch folgendermafien als Linearkombination schreiben:

v =0v1+---+0vp_1+ 1vg +0vpyq1 +---0vp.
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Diese beiden Linearkombinationen sind verschieden, weil der Faktor vor vz in einem Fall 0 und
im anderen Fall 1 ist. Somit haben wir einen Widerspruch zur Annahme (ii), dass Darstellungen
als Linearkombination eindeutig sind.
L3 = (1)“

Wir nehmen nun an, dass kein Vektor in M eine Linearkombination der anderen Vektoren ist
und wollen zeigen, dass M linear unabhingig ist. Nach Definition der linearen Unabhingigkeit
(Definition|2.3.9) nehmen wir dazu eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von
Vektoren aus M an

r
Z/ljvjzo
i1

und missen nun zeigen, dass alle Skalare 0 sind. Angenommen, fiir mindestens ein £ € {1,...,r}
gilt Az # 0. Dann kénnen wir diese Gleichung nach v; auflésen und erhalten

1
Vg = —E(/11v1 oot Ap1V—1 + A 1Vps1 -+ Ap0p),

was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass keiner der Vektoren aus M eine Linearkombi-
nation der iibrigen ist.
Das zeigt die letzte der drei Implikationen und beendet damit den Beweis. O

Bemerkung 2.3.12. Wenn zwei Teilmengen M S My gegeben sind, und My ist linear unab-
héngig, dann ist M auch linear unabhéingig. Wir werden allerdings im Folgenden versuchen,
moglichst grofle linear unabhéngige Teilmengen zu finden. Es gibt aber eine Obergrenze, wie
grof} eine linear unabhéingige Teilmenge im R™ hochstens sein kann, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 2.3.13. Gegeben sei eine Menge linear unabhdngiger Vektoren M < R". Dann ist |M| < n.

Beweis. Es sei M = {vq,...,v,}. Dann definieren wir die Matrix

A:=( vy || v, )EIR””,

die aus den Spalten vq,...,v, besteht. Wir wollen zeigen, dass r < n. Per Widerspruch nehmen
wir an, dass r > n. Nach Satz existiert ein x € ker A mit x # 0. Es gilt also:

X1 0
(vlmvr =11

X 0
Das Matrixprodukt auf der linken Seite kann man umschreiben zu:
x1v1+:-+x,0-=0
Da nicht alle x; = 0 sind, bedeutet dies, dass {v1,...,v,} linear abhéngig ist. O

Definition 2.3.14 (Basis eines Untervektorraums von R"). Gegeben sei ein Untervektorraum
U < R"™. Eine endliche Teilmenge B < U heif3e Basis von U, wenn sie die folgenden beiden Be-
dingungen erfiillt:

(i) Die Menge B ist ein Erzeugendensystem fiir U, d.h. LH(B) =U.
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(ii)) Die Menge B ist linear unabhéngig.

Lemma 2.3.15. Es sei U ein Untervektorraum von R" und B = {vq,...,v,} € U eine endliche
Teilmenge. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) B ist eine Basis von U.

(ii) Jeder Vektor in U besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination aus Elemen-
ten aus B.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma [2.3.11 O

Beispiel 2.3.16. (a) Gegeben sei der folgende Untervektorraum

{
()6

e

eine Basis fiir U. Ein Untervektorraum kann also mehr als eine Basis haben.

x1+x9+x3 =0} QR?’.
Dann ist

eine Basis fir U.

Ebenso ist aber auch

By

(b) Der ganze Raum U = R? ist ein Untervektorraum von R2. Eine mogliche Basis ist

ol
Hlo i)}

Verallgemeinern wir das letzte Beispiel, so erhalten wir den folgenden Begriff:

Eine andere ist

Definition 2.3.17 (Standardbasis). Die Menge

1)\ (0O 0
of |1 0
0110],... |10
0/ \o0 1
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

bildet eine Basis fiir den Raum U = R" und wird als Standardbasis des R" bezeichnet. Die
einzelnen Vektoren

1 0 0
0 1 0
€1:= O ’ €2 = 0 ’ ’ €n = 0
0 0 1

werden dementsprechend Standardbasisvektoren genannt.

Wir wissen nun, dass der ganze Raum R” eine Basis besitzt (und nicht nur eine). Es ist aber
wichtig, sich klarzumachen, dass es tiberhaupt nicht offensichtlich ist, dass jeder Untervektor-
raum U < R” eine Basis besitzt. Dies aber wollen wir nun beweisen:

Satz 2.3.18 (Basisauswahl- und ergédnzungssatz). Gegeben seien
¢ ¢in Untervektorraum U < R",
¢ cin Erzeugendensystem M von U,
* cine linear unabhdngige Teilmenge L < M.

Dann gibt es eine Basis B von U mit
LcBcM.

Beweis. Die Idee des Beweises besteht darin, die Menge L durch Hinzunahme von Elementen
aus M immer grofler zu machen, bis sie schlief3lich eine Basis von U wird.

Definieren wir dazu L, := L = {v1,...,v,}, wobei r:=|L| € Np.

Setzen wir W, := LH(L), dann ist L ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, also eine
Basis, fiir W,.. Da L, c U ist, gilt nach Lemma dass W, c U. Es gibt nun zwei Fille zu
unterscheiden:

Erster Fall: M c W,

Wenn jedes Element von M im Untervektorraum W, liegt, dann gilt nach Lemma [2.3.4] auch
LH(M) < W,.. Also ist U = W,.. Das bedeutet, dass L, eine Basis fiir U ist und mit der Wahl
B :=L, ist der Satz bewiesen.

Zweiter Fall: M ¢ W,

In diesem Fall gibt es mindestens ein v,.1 € M, das nicht in W, = LH(L), liegt, sich also nicht
als Linearkombination aus Vektoren aus L, schreiben lasst.

Wir behaupten nun L1 :=L,U{v,+1} = {v1,...,0r,U,+1} ist linear unabhéingig. Es sei dazu

Avr+-+ A0+ Api10r41 =0

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination. Falls 1,.1 # 0 ist, konnen wir diese
Gleichung nach v,,1 auflésen und den Vektor v,,1 somit als Linearkombination aus Vektoren
aus L, darstellen. Das ist aber nicht moglich, weil wir v,,1 ja gerade so ausgewéhlt haben, dass
vr+1 € LH(L),. Also muss A,41 = 0 sein. Damit erhalten wir

Avi+-+A0,=0

Da aber die Menge L = {vq,...,v,} als linear unabhéngig vorausgesetzt war, folgt damit, dass
auch alle anderen 1; = 0 sein miissen.
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Also ist L,+1 =L, U{v,+1} linear unabhangig. Die Menge L, ist enthalten in M und enthéilt
L, als Teilmenge. Wenn wir nun also zum Beginn des Beweises zuriickkehren und dasselbe
Spiel mit L, spielen, erhalten wir entweder eine Basis (1. Fall) oder wir konnen die Menge
noch weiter vergroflern (zu L,.2).

Auf diese Weise erhalten wir eine aufsteigende Folge L, C L,y1 C L,42 € ---, die aber nicht
beliebig lange so fortgesetzt werden kann, weil nach Satz eine linear unabhéngige Menge
in R” hochstens n Elemente haben kann.

Also muss nach endlich vielen Schritten irgendwann Fall 1 auftreten und die Aussage ist
bewiesen. O

Korollar 2.3.19. Jeder Untervektorraum U < R”" besitzt eine Basis.

Beweis. Wir wenden Satz[2.3.18/auf den Untervektorraum U, die linear unabhéingige Teilmen-
ge L := ¢ und das Erzeugendensystem M := U an. O

Korollar 2.3.20. Gegeben sind zwei Untervektorrdume W < U € R™. Dann kann man jede Basis
von W zu einer Basis von U vervollstindigen.

Beweis. Es sei L die gegebene Basis des Untervektorraums W. Wir wenden Satz|2.3.18|auf den
Untervektorraum U, die linear unabhingige Teilmenge L und das Erzeugendensystem M := U
an. O

Insbesondere kann man also jede Basis eines Untervektorraums von R” zu einer Basis des R”
vervollstéandigen.

Wir wissen also nun: Jeder Untervektorraum U hat eine Basis, aber es ist noch nicht klar,
dass zwei unterschiedliche Basen des gleichen Unterraums dieselbe Anzahl an Elementen ha-
ben. Das wollen wir nun zeigen:

Satz 2.3.21 (Steinitzscher Austauschsatzﬁ). Es sei U ein Untervektorraum von R"™ und B =
{b1,...,b,} eine Basis von U. Gegeben ein Vektor v € U mit Darstellung

r
v= Z/ljbj.
j=1

Wenn k€ {1,...,r} so gewdhlt ist, dass Ay, # 0, dann ist auch B' := (B\{b,)u{v} ={b1,...,b5_1,0,b41,...,b,}
eine Basis von U.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass B’ linear unabhéngig ist und dass LH(B') = U.
Warum ist B’ linear unabhiingig?
Es sei

p1b1+- -+ pp_1bp_1 + ppv + ppi1bper + -+ prbr =0.

Wir wollen zeigen, dass alle Skalare p; = 0 sind. Wenn wir nun fiir v den Ausdruck Z;Zl Ajbj
einsetzen, ergibt dies:

r
p1b1+- -+ pp—1bh—1+ e D Ajbj+ plpe1bpa1+ -+ by =0.
j=1

Umgruppieren und Zusammenfassen ergibt:

(1 +ppA)br+ -+ (Up—1 + e Ap—1)bp—1+ ppArbp + (Up 1 + upAp+1)bps1 + - + (U + pp Ar)byr = 0.

6nach ERNST STEINITZ, deutscher Mathematiker, 1871-1928
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Da die Menge {b1,...,b,} linear unabhéngig ist, sind alle Skalare in dieser Linearkombination
Null, insbesondere der vor dem Vektor b;,. Es gilt also

urAr =0.

In den reellen Zahlen ist ein Produkt nur dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Nach
Voraussetzung des Satzes ist aber 1; # 0, also muss pp = 0 sein. Wenn wir das in der obigen
Linearkombination einsetzen, ergibt das:

p1bi+-+ pp-10p-1+ U101+ + b, =0.

Nochmaliges Verwenden der linearen Unabhéngigkeit ergibt, dass alle anderen p; auch Null
sein miissen. Das beendet den Beweis dafiir, dass B’ linear unabhingig ist.

Warum ist B’ ein Erzeugendensystem von U?
Da BcU und v € U sind, ist auf jeden Fall schon einmal gekliirt, dass B’ < U. Mit Lemma 2.3.4]
folgt somit, dass LH(B') cU.

Es bleibt zu zeigen U < LH (B’), dass also jeder Vektor in U als Linearkombination von Vek-
toren in B’ dargestellt werden kann.

Der Vektor v hat die folgende Darstellung:

vV=Ab1+-+Ap_1bp_ 1+ Apby + Apy1bpi1+ -+ Arby.

Da nach Voraussetzung A, # 0 gilt, konnen wir diese Gleichung nach b; auflésen:

M Ak-1 1 A1 Ay /
bp=—""b1————bp 1+—v—-——bpy— - ——b, e LH(B').
k=0 L Ot Ty, e o (B")

Dies zeigt, dass B < LH (B'). Also ist (nach Lemma 2.3.4) auch U = LH(B) < LH (B'). O

Mit diesem Satz kann man also eine Basis mit » Elementen so abidndern, dass man eine neue
Basis mit r Elementen erhilt. Es stellt sich die Frage: Haben alle Basen eines Untervektor-
raums die gleiche Anzahl von Elementen?

Satz 2.3.22 (Wohldefiniertheit der Dimension eines Untervektorraums). Gegeben sei ein Unter-
vektorraum U c R".
Dann haben alle Basen von U gleich viele Elemente.

Beweis. Gegeben seien zwei Basen B = {b1,...,b,} und C ={cq,...,cs} mit r,s € Ng. Wir werden
zeigen, dass r = s gilt. Da fiir zwei Zahlen r,s immer gilt

r<soders<r,

diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A.) annehmen, dass r < s.

Es bleibt zu zeigen, dass s <r.

Wir werden so vorgehen, dass wir Schritt fiir Schritt einen Vektor aus B durch einen Vektor
aus C ersetzen. Um dieses schrittweise Vorgehen formal korrekt abzubilden, fiihren wir eine
Hilfsaussage ein:

Behauptung:

VkeNy:k <s = (3B < U : By, ist eine Basis von U mit |[By|=r und {c1,...,c3} S Bp).
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Sobald wir diese Behauptung gezeigt haben, folgt daraus direkt, was wir zeigen wollen, denn
dann konnen wir fiir £ = s einsetzen und erhalten eine r-elementige Basis von U gibt, die die
s-elementige Menge {c1,...,cs} als Teilmenge enthélt. Dann muss also gelten: s <r.
Es bleibt die Frage, warum diese Behauptung wahr sein sollte. Wir beweisen sie nun mit
vollstandiger Induktion iiber k.
Induktionsanfang % = 0:
Wir miissen zeigen, dass es eine Basis von U gibt, die genauso viele Elemente wie B besitzt und
@ als Teilmenge hat. Das ist einfach: Wir setzen einfach B := B und sind fertig.
Induktionsschritt:
Wir nehmen also an, %k € Ny ist so gewahlt, dass die folgende Induktionsannahme

k <s = (3B < U : By, ist eine Basis von U mit |By| =r und {c1,...,cz} S B})
gilt. Wir miissen nun zeigen, dass die folgende Aussage auch wahr ist:
k+1<s = (3B, < U : Bj,1 ist eine Basis von U mit |By.1| =r und {c1,...,cp+1} SBp).

Falls £ + 1 > s, ist die zu zeigende Aussage rein logisch korrekt (Ex falsum quodlibet) und wir
konnen uns somit auf den Fall 2+ 1 < s beschrinken. Insbesondere ist dann auch %2 < s und
unsere Induktionsannahme vereinfacht sich zu:

ABj, < U : By, ist eine Basis von U mit |By|=r und {c1,...,cz} S By}.

Wir wissen also, dass es eine Basis By, von U gibt, die die Vektoren c1,...,c; enthdlt. Dak+1<s
gibt es einen Vektor cp,1 € C € U. Wir schreiben cp 1 als Linearkombination aus Vektoren aus
der Basis By:

Ch+1 = Ae1+Agco+--- + Akck + /1k+1bk+1 +--+ b,

Falls alle A; mit j > k£ null wéren, dann wére c;41 € LH({c1,...,cz}), was nicht sein kann, weil
die Menge C linear unabhéngig ist. Also gibt es mindestens ein A; # 0 mit j > k. Nun wenden
wir den Steinitzschen Austauschsatz (Satz auf den Vektor cz.1 an und erhalten eine
Basis By, 1, die nun {c1,...,c; 1} enthdlt und immer noch r Elemente hat.

Das beendet den Beweis. O

Der folgende Begriff der Dimension ist vielleicht der wichtigste in diesem Kapitel:

Definition 2.3.23 (Dimension eines Untervektorraums). Es sei U € R” ein Untervektorraum.
Dann ist die Dimension von U definiert als die Anzahl der Elemente in einer Basis von U. Man
schreibt

dimU :=|B|eNy fir eine Basis B von U.

Die Dimension ist nur deshalb wohldefiniert, weil wir in Korollar [2.3.19|gesehen haben, dass
jeder Untervektorraum eine Basis besitzt und weil wir in Satz|2.3.22|bewiesen haben, dass jede
Basis gleich viele Elemente besitzt.

Bemerkung 2.3.24. Es ist nicht moglich, von der Basis eines Untervektorraums zu sprechen,
da ein Untervektorraum viele unterschiedliche Basen hat. Es ist aber sehr wohl moglich, von
der Dimension eines Untervektorraums zu sprechen.

Die Dimension eines Untervektorraums ist ein Maf}, um anzugeben, wie grof er ist. Bei un-
endlichen Mengen ist die Angabe der Anzahl der Elemente oft nicht mehr niitzlich (Beispiels-
weise haben die Mengen R?, R? gleich viele Elemente, aber unterschiedliche Dimensionen.
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Beispiel 2.3.25. (a) Die leere Menge B := ¢ ist eine Basis fiir den Untervektorraum U :=
{0} < R"™. Somit gilt dim {0} = 0. Man beachte, dass {0} keine Basis fiir U ist, weil {0} linear
abhangig ist (siehe Beispiel [2.3.10| (b))

(b) Die Standardbasis des Raumes R” hat n Elemente. Somit gilt
dimR" =n.
(c) Fiir jeden Vektor v € R” mit v # 0 ist
U:={AW|AeR}

die Gerade durch die 0 mit Richtungsvektor v. Da U = LH({v}) und v # 0 gilt, ist {v} eine
Basis und somit ist dimU = 1.

(d) Fiir zwei linear unabhingige Vektoren v,w € R” ist
U :=LH(v,w) = {lv+pw | A, peR}
die Ebene durch die 0 mit Richtungsvektoren v,w. Fiir eine solche Ebene gilt dimU = 2.

Lemma 2.3.26 (Monotonie der Dimension).
Gegeben seien zwei Untervektorrdume W < U € R"™. Dann gilt:

(a) dimW <dimU.
b)) (WCU) = (dimW <dimU).

Beweis. (a)
Nach Korollar besitzt der Untervektorraum W eine Basis By. Diese Menge By c W cU
ist also insbesondere linear unabhingig. Nach Satz lasst sich diese Menge also zu einer
Basis By von U fortsetzen.

Da Bw < By ist, gilt insbesondere

dimW = |Bw| < |By| =dimU.

(b)
Wir beginnen wieder mit Korollar[2.3.19und beschaffen uns eine Basis By fiir den Untervektor-
raum W. Da W C U gilt, bedeutet dies, dass es ein u € U gibt, mit u ¢ W. Somit ist L := Bw U {u}
linear unabhingig. Die Menge L ist somit eine Basis fiir LH(L)< U.

Es gilt somit:

dim(U) =z dim(LH (L)) = |[Bw U {u}| = IBw| + 1 = dim(W) + 1 > dim(W). O

Zusammenfassung von Abschnitt [2.3]

(1) Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 (mit A € R™*") wird
mit ker A bezeichnet und ist immer ein Untervektorraum von R”.

(2) Eine Basis eines Untervektorraums ist ein Erzeugendensystem, das linear unabhéngig ist.
(3) Jeder Untervektorraum hat eine Basis, diese ist aber nicht eindeutig.

(4) Die Dimension eines Untervektorraums ist die Anzahl der Elemente in einer Basis. Weil
jede Basis gleich viele Elemente hat, ist dies wohldefiniert.
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2.4. Affine Unterraume

Wir haben in Beispiel gesehen, dass eine Gerade durch die 0 ein Untervektorraum der
Dimension 1 ist.

Ebenso ist eine Ebene, die die 0 enthilt, ein Untervektorraum der Dimension 2.

Ebenen oder Geraden, die nicht die 0 enthalten, konnen wir auf diese Weise nicht behandeln.
Dies ist algebraisch gesehen sinnvoll, weil eine Gerade, die nicht die 0 enthélt, nicht die Ei-
genschaften aus Definition erfiillt (Man kann sogar leicht einsehen, dass keine der drei
Bedingungen erfiillt ist). Geometrisch gesehen ist dies unbefriedigend, weil eine Gerade immer
eine Gerade sein sollte, unabhingig davon, ob sie durch den Ursprung geht oder nicht. Deshalb
wollen wir nun den Begriff des Untervektorraums so verallgemeinern, dass alle Geraden und
Ebenen enthalten sind.

Notation 2.4.1. Es sei M < R" eine Teilmenge und p € R”. Dann ist
p+M =M+p:={p+x|xe M}cR"
die um den Vektor p verschobene Menge M.

Definition 2.4.2 (Affiner Unterraum). Es sei n € N. Eine Teilmenge R < R” heil3e affiner Unter-
raum von R", wenn ein p € R"” und ein Untervektorraum U < R" existieren, sodass

R=p+U.
Den Vektor p in dieser Darstellung nennt man auch Fufipunkt.
Affine Unterraume sind also verschobene Untervektorraume.

Bemerkung 2.4.3. Da p = 0 ausdriicklich erlaubt ist, bedeutet dies, dass jeder Untervektor-
raum ein affiner Unterraum ist. Die Umkehrung gilt nicht, da es viele affine Unterrdume gibt,
die keine Untervektorrdume sind.

Achtung: In der Darstellung R = p + U ist der FuBBpunkt p im Allgemeinen nicht eindeutig.
So konnen Sie jedes Element von R als Fu3punkt verwenden und erhalten eine andere zulés-
sige Darstellung. Bemerkenswerterweise ist aber der Untervektorraum U eindeutig durch die
Menge R bestimmt, denn es gilt:

U={x—yl|x,yeR}. (%)

Die Menge der Differenzvektoren zweier Punkt in R ergibt also den Untervektorraum U.
Beweis der Gleichheit (*):
c“
Es sei v € U gegeben. Dann ist x :=p+vep+U =R. Aulerdem ist y:=p=p+0e€p+U =R.
Also gilt:
v=(p+v)—-p=x-y.
”2“:
Es seien x,y € R gegeben. Da R = p+ U gilt, gibtes u,w e U mit x=p+u und y = p+w. Also
gilt:
x—y=@p+tu)-(p+tw)=u-w.

Da U ein Untervektorraum und u,w € U, ist auch die Linearkombination u — w ein Element in
U. Das war zu zeigen.
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Definition 2.4.4 (Dimension eines affinen Unterraums). Gegeben sei ein affiner Unterraum
R < R™. Wenn sich R schreiben ldsst als p + U, wobei p € R” und U ein Untervektorraum von R”
ist, dann ist die Dimension von R definiert als die Dimension des dazugehorigen Untervektor-
raums U, d.h.

dimR :=dimU.

Bemerkung 2.4.5. (a) Man beachte, dass dies wohldefiniert ist, weil in der Darstellung R =
p + U der Untervektorraum U eindeutig ist (siehe Bemerkung [2.4.3) — obwohl p nicht
eindeutig ist.

(b) Jeder Untervektorraum ist auch ein affiner Unterraum. In diesem Fall ist die Dimension
als affiner Unterraum (Definition[2.4.4)) identisch mit der Dimension als Untervektorraum

(Definition |2.3.23).

Beispiel 2.4.6. (a) Jede einelementige Menge R := {p} lasst sich schreiben als R = p+{0} und
ist somit ein affiner Unterraum. Falls p # 0 gilt, ist dies aber kein Untervektorraum.

(b) Fiir zwei Punkte a,b € R" mit a # b ist die Gerade durch a und b gegeben durch
R:={Ab+(1-MValLeR}.

Dies ist ein affiner Unterraum von R”. Um dies zu sehen, betrachten wir die Ursprungs-
gerade in Richtung b —a:

U:=LHGb-a)={Mb—-a)| AR}
und schreiben R folgendermaflen um:
R={Ab+(1-Nal|AeR}
={Ab+a—-Aa|AeR}
={a+Ab-a)| 1R}

=a+{AMb-a)| 1R}
=a+U.

Die Gerade R entspricht also der Ursprungsgerade U um den Vektor a verschoben.

(¢) Fiir drei Punkte a,b,c € R", die nicht alle auf einer Geraden liegen, ist die Ebene durch
a,b,c gegeben durch
R := {a+/1(b—a)+p(c—a) | A,,uEIRZ}.

Dies ist ein affiner Unterraum p + U mit p =a und U = LH(b —a,c —a). Die Dimension
von U ist 2, da {b —a,c —a} linear unabhéngig sein miissen — sonst ldgen a, b, ¢ auf einer
Geraden.

Definition 2.4.7 (Affinkombinationen). Gegeben seien Vektoren vq,...,v, € R” mit r € N. Eine
Affinkombination der Vektoren vy,...,v, ist eine Linearkombination der Form

r
Z /1J'Uj = A1+ + A0,
j=1
wobei die Skalare sich zu 1 aufaddieren:

r
Aj=1.
j=1
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Jede Affinkombination ist eine Linearkombination, aber nicht jede Linearkombination ist
eine Affinkombination.

Satz 2.4.8 (Charakterisierung affiner Unterrdume). Fiir eine Teilmenge R < R" sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) R ist ein affiner Unterraum von R".
(it) R#Zpund Vx,y,ze R,AeR:x+AM(y—2z)eR.
(iti)) R # @ und jede Affinkombination von endlich vielen Vektoren in R ist in R.

Beweis. Wir zeigen wieder eine Reihe von Implikationen:
L1) = (1ii)“
Wir nehmen an, R sei ein affiner Unterraum, d.h. es gibt p € R” und einen Untervektorraum
U cR" mit
R=p+U.

Da U ein Untervektorraum ist, gilt somit 0 € U und daher p € R. Also ist R # @.

Gegeben seien Vektoren vq,...,v, € R. Es bleibt zu zeigen, dass jede Affinkombination dieser
Vektoren in R liegt. Seien dazu A1,...,1, € R gegeben mit 1; +---+ A1, = 1. Wir méchten zeigen,
dass 3 ;A;v;€R.

Da jedes vje€ R = p+U ist, gibt es ein u; € U mit v; = p + uj. Damit ergibt sich:

L(il) = (i1)“

Da x+ A(y —2) = 1x + Ay + (- 1)z eine Affinkombination aus x,y, z ist, folgt die Aussage direkt.
L) = ()

Nach Voraussetzung ist R # @. Also gibt es ein p € R. Wir definieren nun

U={x—-plxeR}=R-pcR".

Dann ist R = p+U. Es bleibt zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von R” ist, d.h. dass U alle
drei Eigenschaften aus Definition erfillt:

Esist 0=p—p €U, d.h. U enthéilt den Nullvektor.

Zeigen wir nun, dass U abgeschlossen unter Addition ist: Betrachten wir dazu v,w € U mit
v=x—pund w=y—p. Dann ist

vtw=@-p)+(y-p)=x+y—p)—p.

Der Ausdruck x + y — p ist in R nach Voraussetzung (ii). Also ist v+ w e U.
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Zeigen wir nun, dass U abgeschlossen unter skalarer Vielfachbildung ist: Betrachten wir dazu
ein v € U mit v =x— p und ein 1 € R. Dann ist

Aw=p+Av—-p=p+AMx—p)—p.
—_—
€R

Der Ausdruck p + A(x — p) ist in R nach Voraussetzung (ii). Also Alv e U.
Also ist U ein Untervektorraum von R und somit R = p + U ein affiner Unterraum. O

Bemerkung 2.4.9. Es gibt noch eine schone geometrische Charakterisierung, die man auf eine
sehr dhnliche Weise wie in Satz zeigen kann:

Eine Teilmenge R < R” ist ein affiner Unterraum genau dann, wenn R nicht leer ist und zu je
zwei Punkten x,y € R mit x # y die Geradem durch x und y ganz in R liegt.

Wir werden diese Charakterisierung aber im Weiteren nicht verwenden.

In Lemma haben wir gesehen, dass die Losungsmenge eines homogenen linearen Glei-
chungssystems immer ein Untervektorraum ist. Wir werden nun sehen, dass die Losungsmenge
eines inhomogenen linearen Gleichungssystems immerhin ein affiner Unterraum ist — aufler sie
ist leer.

Satz 2.4.10 (Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems). Gegeben seien
eine Matrix A € R™*" und ein Vektor b € R™ sowie das dazugehdérige lineare Gleichungssystem:

Ax=5b.

Wenn dieses Gleichungssystem mindestens eine Losung xo € R" hat, dann ist die Losungsmenge
ein affiner Unterraum des R" und es gilt:

{x eR™ | Ax = b} = xo + ker A.

Man sieht hier ein sehr allgemeines Prinzip, das einem nicht nur bei linearen Gleichungssy-
stemen, sondern auch bei linearen Differentialgleichungen immer wieder begegnet: Die allge-
meine Losung x ist die Summe einer partikuldren Losung (also xg) und der allgemeinen Losung
des dazugehorigen homogenen Problems (also ker A).

Beweis. Angenommen xg € R” ist eine Losung. Dann miissen wir die folgende Mengengleichheit
zeigen:
{x e R™ | Ax = b} = xo + ker A.

«
e
»= -

Es sei x € R” mit Ax = b. Wir setzen u := x — x9. Somit gilt x = x¢ + u. Es bleibt zu zeigen, dass
uekerA.
Au=A(x—x9)=Ax—Axg=b-b=0.

Also ist u € ker A und somit x € x¢ + ker A.

«
o
»= -

Es sei umgekehrt x = x¢ + u mit u € ker A. Dann gilt
Ax=A(xg+u)=Axo+Au=56+0=5>.

Alsoist Ax=b. O

Tsiehe Beispiel b)
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Satz[2.4.10|beantwortet nun also die Frage, wie die Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems aussieht — auf3er sie ist leer. Ob sie leer ist oder nicht, hingt von der rechten Seite b ab.
Fiir eine Matrix A € R™*" wollen wir nun untersuchen, fiir welche rechte Seite b dies der Fall
ist:

Definition 2.4.11. Gegeben sei eine Matrix A € R™*". Das Bild von A ist definiert als das Bild|
der Abbildung
R" —R™, x— Ax.

Alsoist Bild(A)={Ax |xeR"*}={b € R™ |dx e R" : Ax = b}.
Ein lineares Gleichungssystem Ax = b hat somit genau dann eine Lésung, wenn b € Bild(A).

Lemma 2.4.12. Das Bild einer Matrix A € R™*" ist die lineare Hiille der Spaltenvektoren von
A. Insbesondere ist Bild(A) immer ein Untervektorraum von R™.

Beweis. Wir bezeichnen mit vq,v9,...,v, die n Spalten der Matrix A und mit U = LH({v1,v2,...,v,})
die lineare Hiille der Spaltenvektoren. Die Menge U ist ein Untervektorraum von R nach Lem-
ma(2.3.4

Es bleibt zu zeigen: Bild(A) = U.

”g“:
X1
Es sei b € Bild(A). Dann gibt eseinx=| : | € R” mit Ax =b. Also gilt
Xn
X1
b:Ax:( v1 || vp ) s =xv1+ -+ xpv, €U
Xn
S«.

»n= -

Essei be U =LH{vq,v9,...,U,}). Dann gibt es Skalare 11,...1, € R mit:

X1
b:/11v1+~~~/lnvn=( V1| | vp ) . | =AxeBild(A),

Xn

M
wobeix=| : [eR". O
An

Wir kommen nun zu einer sehr wichtigen Kennzahl einer Matrix:

Definition 2.4.13 (Der Rang einer Matrix). Es sei A € R™*". Dann ist der Rang von A definiert
als die Dimension des Bildes von A, d.h.

rg(A) := dim(Bild(A)).

Wegen Lemma [2.4.12]ist der Rang also die Dimension des Unterraums, der von den Spalten der
Matrix aufgespannt wird, also die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A.

8siehe Notation 2)
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Bemerkung 2.4.14. (a) Die Abbildung
R* - R™, x— Ax

ist genau dann surjektiv, wenn rg(A) = m ist. Falls dies der Fall ist, hat also fiir jedes
b € R™ das lineare Gleichungssystem Ax = b eine nichtleere Losungsmenge.

(b) Die Matrix A € R™*™ hat hochstens n verschiedene Spalten, somit kann die Dimension des
Bildes, das von den Spalten aufgespannt wird, héchstens n sein. Andererseits ist Bild(A)
ein Untervektorraum von R™. Also kann die Dimension nach Lemma hochstens m
sein. Insgesamt gilt also:

rg(A) <min{m,n}.

(c) Wir werden in Satz sehen, dass der Rang auch gleichzeitig die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Zeilen ist. (,Zeilenrang = Spaltenrang®).

Lemma 2.4.15. Gegeben Matrizen A e R™*" und B € R"*P. Dann ist
rg(AB)<rg(A) und rg(AB)<rg(B).

Beweis. Zuerst beweisen wir rg(AB) <rg(A).
Es sei z € Bild(AB). Dann gibt es ein x € R? mit ABx = z. Setzen wir nun y := Bx € R", dann
ist z = Ay € Bild(A). Da z beliebig gewihlt war, gilt somit die Teilmengenrelation:

Bild(AB) < Bild(A).

Aus der Monotonie der Dimension [2.3.26|folgt dann

dimBild(AB) < dimBild(A).
~rg(AB) —rg(A)

Nun wollen wir rg(AB) < rg(B) beweisen. Die Menge
Bild(B) = {Bx | x € R}

ist ein Untervektorraum von R” und hat nach Korollar eine Basis {y1,...,y,}. Die Anzahl
der Basisvektoren ist r = rg(B).

Es sei nun z € Bild(AB). Dann gibt es — wie oben schon erwihnt — ein x € R? mit ABx = z. Der
Vektor Bx € Bild(B) ist als Linearkombination der Basisvektoren darstellbar:

r
Bx = Z Ajyj.
j=1
Dann gilt:

r r
z=ABx=AZ/ljyj= AjAyje LH({Ay1,...,Ay}).
j=1 j=1

Da z beliebig gewéhlt war, gilt somit die Teilmengenrelation:
Bild(AB)c LH({Ay1,...,Ay:}).

Der Untervektorraum LH({Ay1,...,Ay,}) wird von r Elementen aufgespannt, aus denen sich
eine Basis auswihlen l4asst. Somit ist seine Dimension hochstens r.
Es gilt also: rg(AB) = dimBild(AB) <dimLH({Ay1,...,Ay,}) <r. O
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Zusammenfassung von Abschnitt 2.4]

(1) Ein affiner Unterraum ist ein verschobener Untervektorraum.

(2) Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ist immer ein affiner Unterraum oder
die leere Menge.

(3) Das Bild einer Matrix A besteht aus allen b, sodass Ax = b mindestens eine Losung x hat.
Das Bild wird von den Spalten erzeugt.

(4) Der Rang einer Matrix ist die Dimension des Bildes.

2.5. Der GauB-Algorithmus

Wir lernen nun den GauB-Algorithmuﬂ zum Losen von linearen Gleichungssystemen kennen.
Es gibt diesen Algorithmus in unzihligen verschiedenen Varianten und die hier gewéhlten Be-
zeichnungen werden keineswegs iiberall verwendet. Gemein ist allen Varianten, dass man zu-
erst ein gegebenes lineares Gleichungssystem in eine Art ,Zeilenstufenform“ bringt, ohne dabei
die Losungsmenge zu verindern. Dann kann man dieser Stufenform ansehen, ob es iiberhaupt
Losungen gibt und falls es welche gibt, konnen diese dann in einem dritten Schritt ausgerechnet
werden.

Ziel ist es, dieses Verfahren moglichst iibersichtlich zu gestalten und in jedem Schritt sicher
zu sein, dass keine Losungen verloren gehen. Was genau eine Zeilenstufenform ist und wie ge-
nau man die Umformungsschritte schematisch aufschreibt, dariiber gibt es unterschiedlichste
Meinungen und entsprechend verschiedene Konventionen.

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem, bestehend aus m Gleichungen in n Unbekannten
X1yeneyXn:

ail aig ... QA1n b
X1 1
azi a2 ... Qzp
Xn bm
Cmi1 Qm2 --- Qmn

Hierfiir wird manchmal auch folgende Schreibweise verwendet:

xl x2 oo xn

a1 @12 ... G1n | b1
ag1 ag2 ... agn | ba
Cm1 Om2 ... Qmn |bm

Das grobe Vorgehen ist wie folgt:

9nach CARL FRIEDRICH GAUSS, deutscher Mathematiker, 1777—1855
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

GauBsches Eliminationsverfahren (Gau3-Algorithmus), grober Plan

Der Gauf-Algorithmus oder das Gaufische Eliminationsverfahren besteht aus drei bzw. vier
Teilen:

(I) Gegeben ein lineares Gleichungssystem Ax = b, verwende man Zeilenumformungen, um
ein dquivalentes lineares Gleichungssystem Zx = ¢ zu erhalten, sodass Z in Zeilenstufen-
form ist.

(IT) Entscheide, ob es iiberhaupt eine Losung gibt, wenn nicht: brich ab.

(ITb) Optional: Verwende Zeilenumformungen, um das Gleichungssystem in erweiterte Zeilen-
stufenform zu bringen.

(ITI) Fihre freie Variable ein und lose nach den Pivot-Variablen auf.

Schritt (ITb) ist nicht unbedingt notwendig, vereinfacht die Rechnung aber haufig.

Bevor wir im Einzelnen beschreiben, wie die Schritte ausgefithrt werden, eine Definition:
Definition 2.5.1 (Zeilenstufenform). Gegeben sei eine Matrix A € R™*" mit m,n € N.
(a) Eine Nullzeile einer Matrix ist eine Zeile, in der alle Eintrige 0 sind.

(b) Wenn eine Zeile einer Matrix keine Nullzeile ist, dann nennen wir den ersten Eintrag
dieser Zeile, der nicht 0 ist, den Pivot-Eintrag der Zeile. Eine Pivot-Spalte einer Matrix ist
eine, in der sich ein Pivot-Eintrag befindet.

(c) Wir sagen, die Matrix A ist in Zeilenstufenform, wenn folgende beiden Eigenschaften er-
fillt sind:

(1) Wenn die i-te Zeile eine Nullzeile ist, dann sind alle Zeilen, die danach kommen,
auch Nullzeilen.

(i1) Wenn die ii-te Zeile und die io-te Zeile keine Nullzeilen sind mit i1 < iy, dann be-
findet sich das Pivot-Element der io-ten Zeile rechts vom Pivot-Element der i1-ten
Zeile.
(d) Wir sagen die Matrix A hat erweiterte Zeilenstufenform, wenn zusétzlich gilt:
(1i1) Jedes Pivot-Element ist 1.
(iv) Uber jedem Pivot-Elementes stehen nur Nullen. (Aquivalent dazu ist: In den Pivot-

Spalten stehen Standardbasisvektoren (siehe Definition 2.3.17))

(e) Ein lineares Gleichungssystem Ax = b ist in (erweiterter) Zeilenstufenform, wenn die Ko-
effizientenmatrix A in (erweiterter) Zeilenstufenform ist.

Wie bereits oben geschrieben, gibt es in der Literatur auch andere Definitionen, was eine
(erweiterte) Zeilenstufenform ist. Die Unterschiede sind aber oft eher gering.
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Beispiel 2.5.2. Die folgenden Matrizen sind nicht in Zeilenstufenform:

S © O o o
S O O o O
S O O o N
S O = W ot
S O O W 3

Die folgenden Matrizen sind in Zeilenstufenform, aber nicht in erweiterter Zeilenstufenform
(die Pivot-Eintrage sind eingekreist):

@ 2 42 -23 0 /2

0 0 ) 128 256 O 0@ 5 17
0 00 @ 0 Vi3] (O 2 3 6 0 0 ® 3
000000,(00@42),0000,
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0

® 1 1 ©)

@)()@

0 0 @ 0

Die 9 € R = R1*! ist hier als (1 x 1)-Matrix zu verstehen.
Hier nun noch ein paar Beispiele fiir Matrizen in erweiterter Zeilenstufenform (fiir beliebige
m,n € N):

2 0 0 0 0

0 0@ 0 256 0 0@® 0 7

000 @® 0 1] (® 2 0 6) [0 0 @ 3 %)
000 0 0 O ,(0 0 @ 42), 00 0 0, Ly, Opuns ||
o000 0o o of \o oo o) oo oo 0
000 0 0 O 00 0 O

000 0 0 O

Auch hier sind die Pivot-Eintréige eingekreist.

Gegeben ein lineares Gleichungssystem Ax = b, ist unser Ziel nun, dieses Gleichungssystem
mit Aquivalenzumformungen in ein Gleichungssystem umzuformen, das in Zeilenstufenform
ist. Hierzu werden wir nur die drei folgenden Operationen verwenden:

Definition 2.5.3 (Elementare Zeilenumformungen). Die folgenden Operationen werden ele-
mentare Zeilenumformungen genannt:

(G1) Das Addieren des p-fachen einer Zeile auf eine andere Zeile.
(G2) Das Vertauschen zweier Zeilen.

(G3) Das Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar A # 0.
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Die entsprechende Operation muss sowohl auf die Koeffizientenmatrix A als auch auf die
rechte Seite b angewendet werden. Jede dieser drei Operationen ist umkehrbar, deshalb sind
dies Aquivalenzumformungen und die Losungsmenge andert sich nicht.

Achtung: Spaltenumformungen, wie das Vertauschen zweier Spalten oder dhnliches, kann die
Losungsmenge dndern.

Lemma 2.5.4. Jede der elementaren Zeilenumformungen lasst sich durch die Linksmultiplika-
tion mit einer Matrix erreichen:

(G1) Gegeben i,je{l,...,m} mit i # jund peR Das Addieren des u-fachen der j-ten Zeile auf
die i-te Zeile wird erreicht durch die Multiplikation von links mit der (m x m)-Matrix

wobei der Eintrag p in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte steht. Diese Matrix entsteht
aus der Einheitsmatrix 1,,, indem man das p-fache der j-ten Zeile auf die i-te Zeile addiert.

(G2) Gegeben i,j€{l,...,m} mit i # j. Das Vertauschen der i-ten Zeile mit der j-ten Zeile wird
erreicht durch die Multiplikation von links mit der (m x m)-Matrix

wobei auch diese Matrix aus der Einheitsmatrix 1,, durch das Vertauschen der i-ten mit
der j-ten Zeile entsteht.

(G3) Gegeben i €{l1,...,m} und A € R\{0}. Das Multiplizieren der i-ten Zeile mit einem Skalar
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A # 0 wird erreicht durch die Multiplikation von links mit der Matrix

1

1

Diese Matrix entsteht aus der Einheitsmatrix 1,,, wobei der i-te Eintrag auf der Diagonale
durch A ersetzt wurde.

Lemma 2.5.5. Keine der elementaren Umformungen dndert den Rang einer Matrix.

Beweis. Es sei A € R™*" eine Matrix, die durch eine elementare Zeilenumformung zur Matrix
B e R™*" wird. Nach Lemma gibt es eine Matrix G € R™*™ mit

B =GA.

Nach Lemma [2.4.15| gilt somit:
rgB =rg(GA) <rgA.

Da Zeilenumformungen aber immer umkehrbar sind, gilt mit derselben Argumentation auch
rgA <rgB.
Somit folgt: rgA =rgB. O

GauB-Algorithmus Teil (I)

Es sei A € R™*" eine Matrix und b € R™.

e WENN die erste Spalte komplett nur Nullen enthélt, ignoriere sie und wende diesen Al-
gorithmus auf die Restmatrix an.

* WENN die erste Spalte einen Nichtnulleintrag erhilt, wéahle einen Nichtnulleintrag in
der ersten Spalte und vertausche die entsprechende Zeile mit der ersten Zeile durch ele-
mentare Umformung (G2). (Falls der Eintrag ganz oben links nicht null ist, kann dieser
Schritt entfallen).

* Benutze elementare Umformungen vom Typ (G1), um alle Eintridge unter dem eben ge-
wahlten Pivot-Element auf Null zu setzen.

¢ Ignoriere von jetzt an die Spalte ganz links und die Zeile ganz oben und verfahre mit dem
Rest wieder wie oben.

Die zu betrachtenden Restmatrizen werden immer kleiner und nach endlich vielen Schritten
ist die Matrix in Zeilenstufenform. Jede der Umformungen muss auf die Matrix A und auf
den Vektor b angewendet werden — nur so ist sichergestellt, dass die Losungsmenge sich nicht
andert.
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Nun wollen wir herausfinden, ob es eine Losung gibt.

Wir haben gesehen, dass ein lineares Gleichungssystem Ax = b genau dann eine Losung hat,
wenn b € Bild(A) (siehe Definition [2.4.1T). Wenn die Matrix A in Zeilenstufenform ist, dann ist
Bild(A) besonders einfach zu beschreiben:

Lemma 2.5.6. Es sei A eine Matrix in Zeilenstufenform mit r € Ng Pivot-Eintrdgen. Dann sind
die Pivot-Spalten der Matrix eine Basis fiir das Bild der Matrix

X1
x1 :
Bild(A) = Vs rixj=0p=q x| |x;€ER .
Xm 0:
0

und der Rang der Matrix ist die Anzahl der Pivot-Elemente, d.h.
rg(A)=r.

Beweis. Die Matrix A € R™*" ist in der folgenden Form:

0o ... 0 aij; * R
o ... ... 0 az j, * e .. %

A=[0 ... ... .. . . . 0 ar, o x Lox
0

Aus der Definition der Zeilenstufenform folgt, dass die Pivot-Spalten linear unabhéngig sind,
d.h. sie bilden eine Basis fiir den Untervektorraum W, der von ihnen aufgespannt wird. Es gilt
W < Bild(A). Wir definieren
X1
U:= | Vi>rixj=0
Xn

Aus der Definition der Zeilenstufenform folgt unmittelbar, dass sdmtliche Spalten der Matrix in
U liegen und somit die lineare Hiille der Spalten eine Teilmenge von U ist. Somit gilt Bild(A) <
U. Wenn wir nun noch zeigen kénnen, dass U € W, dann haben wir drei Inklusionen gezeigt
und somit miissen alle drei Mengen gleich sein. Daraus folgen dann alle Behauptungen.

Es sei also b € U, d.h. b ist ein Vektor in R™, bei dem nur die ersten r Komponenten ungleich
Null sein diirfen, also

b1
b,
o |-
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Wenn wir nun das ab’, -fache der r-ten Pivot-Spalte abziehen, erhalten wir einen Vektor, der

in der r-ten Kompor{gnte Null ist. Nun subtrahieren wir ein entsprechendes Vielfaches der
(r—1)-ten Pivot-Spalte und setzen dies solange fort, bis wir den Nullvektor erreichen. Das zeigt,
dass man b durch Subtrahieren einer Linearkombination der Pivot-Spalten in den Nullvektor
uberfithren kann. Also ist b eine Linearkombination der Pivot-Spalten. Das zeigt b € W. O

Aus Lemma folgt nun unmittelbar das folgende Verfahren, um festzustellen, ob ein li-
neares Gleichungssystem in Zeilenstufenform eine Losung hat oder nicht:

GauB-Algorithmus Teil (IT)

Es sei A € R™*" eine Matrix in Zeilenstufenform mit r Pivot-Zeilen und b € R™.
e WENN (Vj>r:b;=0), DANN ist b € Bild(A) und es gibt es eine Lésung;

* WENN (3j>r:b; #0), DANN ist b ¢ Bild(A) und es gibt keine Losung.
Algorithmus abbrechen.

Wenn b € Bild(A), dann sind wir in der folgenden Situation:

X1 eee Xjim1 0 Xjp o oeee een Xjy o oeee e X, Xp
o ... 0 ai,j; * * bl
0 0 agj, * * | by
0 0 arj. * * | by
0 0

0
0 0|0

Ebenfalls aus Lemma [2.5.6] folgt nun, wie man die Losungen bekommt: Wenn b € Bild(A), dann
ist b in der linearen Hiille der Pivot-Spalten und die Komponenten des Losungsvektors sind
genau die skalaren Vielfache, die man benétigt, um b mit den Pivot-Spalten darzustellen. Man
kann also eine Losung erhalten, indem man alle Nicht-Pivot-Variablen auf 0 setzt und dann von
unten nach oben die einzelnen Gleichungen nach den Pivot-Variablen auflést. Wenn wir aber
gleich alle Losungen finden wollen, gehen wir folgendermafen vor:
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GauB-Algorithmus Teil (ITI)

Gegeben sei eine Matrix A € R™*" in Zeilenstufenform mit r Pivot-Zeilen und b € Bild(A).

¢ Jede der (n —r) Nicht-Pivot-Variablen — falls vorhanden — wird mit einem Parameter ver-
sehen.

¢ Lose jede der Gleichungen von unten nach oben nach den Pivot-Variablen auf.

¢ Stelle den allgemeinen Losungsvektor (x1,...,x,)" in Abhingigkeit der (n —r) Parameter
auf.

* Schreibe den Losungsvektor als Summe eines konstanten Vektors xy (also ohne Para-
meter) und einer Linearkombination von Vektoren v1,...v,_,, wobei die Parameter die
Skalare sind. Die Losungsmenge ist nun der affine Unterraum

xo+LH(1,...,vh_r).

Die Vektoren vq,...,v,-, sind nach Konstruktion linear unabhingig, also eine Basis fiir
LH(v1,...,05-r).

Die Dimension der Losungsmenge ist also n —r, die Differenz zwischen dem Rang der Matrix
und der Anzahl der Spalten.

Bemerkung 2.5.7. (a) Falls das lineare Gleichungssystem homogen ist, d.h. falls 6 =0, dann
ist der Vektor x¢p = 0 und der affine Unterraum ist sogar ein Untervektorraum, ndmlich
der Kern von A.

(b) Falls n =r, so ist die Dimension der Lésungsmenge 0, d.h. sie besteht nur aus einem Punkt
— falls iiberhaupt eine existiert. Anders formuliert bedeutet das, dass die Abbildung

R® - R™, x— Ax

fiir jeden Punkt b € R™ in der Zielmenge hochstens ein Urbild hat. Die Abbildung ist also
injektiv (siehe Bemerkung|1.3.10).

Oft ist es sinnvoll, zwischen Schritt (II) und (III) noch den folgenden Schritt einzuschieben,
der eine Zeilenstufenform in eine erweiterte Zeilenstufenform iberfiithrt:

GauB-Algorithmus Teil (ITb)
Es sei A € R™*" eine Matrix in Zeilenstufenform mit r Pivot-Zeilen und b € R™.

¢ Benutze elementare Umformungen vom Typ (G3), um alle Pivot-Eintréige zu 1 zu machen.

¢ Benutze elementare Umformungen vom Typ (G1), um alle Eintrdge iiber den Pivot-
Eintragen zu 0 zu machen. Beginne hierbei bei dem Letzten Pivot-Element.

Die Matrix ist nun in erweiterter Zeilenstufenform.
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2.5. Der GauB3-Algorithmus

Beispiel. Gegeben seien die Matrix

7 0 -7 0
8 1 -5 -2
A= 01 -3 0
0 3 -6 -1
und der Vektor
b=

Wir wollen nun alle x € R* finden mit Ax = b. Dazu verwenden wir den GauB-Algorithmus:

X1 X9 X3 X4
7 0 -7 010 |- 1/7 (G3)
8 1 -5 -2| 2

0O 1 -3 01O

0 3 -6 -1|1

1 0 -1 0|0 |- (—8) auf Zeile 2 (G1)
8 1 -5 -2 2

0O 1 -3 0O

0 3 -6 -1]|1

@ 0 -1 0] 0

0 1 3 -2| 2 |-(=1) auf Zeile 3 (G1)
0O 1 -3 01O

0 3 -6 -1|1

® 0 -1 01O

0 1 3 -2 2 |-(—3) auf Zeile 4 (G1)
0O 0 -6 2 |-2

0 3 -6 -1]1

@ 0 -1 0] 0

0o ®@ 3 -2| 2

0O 0 -6 2 |-2 |-(—=1/2) (G3)
0 0 -15 5 |-5 |-(—1/5) (G3)
® 0 -1 010

o ® 3 -2 2

0O O 3 -1 1 |-(=1) auf Zeile 4 (G1)
0 0 3 -1|1

@ 0 -1 00

0o ®@ 3 -2|2

0o 0 ® -1|1

0 O 0 010

Nun ist unsere Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform (Schritt I ist abgeschlossen).
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2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Da die Matrix eine Nullzeile hat, schauen wir, ob die rechte Seite in der entsprechenden
Zeile auch 0 ist. Das ist der Fall, also konnen wir zu diesem Zeitpunkt schon sagen, dass das
Gleichungssystem losbar ist (Schritt II ist abgeschlossen).

Da wir r = 3 Nichtnullzeilen haben, hat die Matrix A Rang 3 und die Lésungsmenge ist 1-
dimensional (als affiner Unterraum gesehen).

Nun konnten wir direkt zu Schritt III weitergehen. Stattdessen schieben wir jedoch noch den
Schritt IIb dazwischen und transformieren das lineare Gleichungssystem in eine erweiterte
Zeilenstufenform:

X1 X2 X3 X4

® 0 -1 00

0 ® 3 -2|2

00 ® -1]|1 -4 (G3)
0 0 0 oO01]O

@D 0 -1 00

0 @ 3 -2|2

0 0 @ -1t |(-3)aufZeile2 (G1)
0O 0 0 010

@ 0 -1 00

0 ® 0 -1|1

0 0 @ -3|f |- aufZeilel (G1)
0O 0 O 0

@ 0 0 3

0 @ 0 1

0 0 @ 3

0 0 O 0

Dies ist nun eine erweiterte Zeilenstufenform.

Nun zu Schritt ITI: Die Pivot-Variablen sind x1,x2,x3. Es gibt genau eine Nicht-Pivot-Variable:
X4.

Wir setzen nun x4 =t € R.

Dann losen wir das lineare Gleichungssystem von unten nach oben auf: Die dritte Gleichung
lautet:

1 1 t
X3——t=—.
73 "3
Also ist x3 = % + t%.
Die zweite Gleichung lautet:
lxg+ (1)t =1.
Alsoist xg =1+¢.
Die erste Gleichung schlieflich lautet:
[5)3
lx1+|—-=|t==.
3 3

Alsoist x1 = %+ t%.
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2.5. Der GauB3-Algorithmus

Der Losungsvektor lautet nun also:

1 1 1 1 1 1

x| [s*t3) (3] (%3] (3 3
X9 1+t 1l | ¢ 11
=11 11711 11711 1

3 |s+ts| |5] |!5] |3 3
X4 t 0 t 0 1

Also ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems der affine Untervektorraum

{xEIR4|Ax=b}=

O Wl it O
+
i

= Ol = ol

Hierbei ist eine spezielle Losung und der Kern von A ist gegeben durch LH .Da

O Wl =t ol
el L i

sich die lineare Hille nicht dndert, wenn Vektoren mit einer Zahl ungleich 0 skaliert werden,
konnen wir die gleiche Losungsmenge auch anders darstellen:

{xe[R{4|Ax:b}:

O Wl = Lol
+
=
s

W = W

Zum Abschluss dieses Kapitels noch zwei praktische Satze, die wir hier quasi als Nebenpro-
dukt bekommen und die — je nach Quelle — beide als Rangsatz bezeichnet werden.

Satz 2.5.8 (Rangsatz). Fiir eine Matrix A € R™*" gilt
rg(A)=rg (AT) )

Anders formuliert: Die maximale Anzahl linear unabhdngiger Spalten ist gleich der maximalen
Anzahl linear unabhdngiger Zeilen (,Spaltenrang = Zeilenrang®).

Beweis. Zuerst einmal liberzeugen wir uns, dass die Aussage korrekt ist, falls A in Zeilenstu-
fenform vorliegt. Es sei r die Anzahl der Nichtnullzeilen. Da jede dieser r Zeilen mehr fithrende
Nullen als die Zeile dariiber hat, sind diese Zeilen linear unabhéngig. Somit hat der ,Zeilen-
rang“ von A den Wert r. Da r auflerdem auch der ,Spalten-“Rang von A ist (Lemma [2.5.6), folgt
daraus die Behauptung.

Die eigentliche Frage ist also: Wieso gilt diese Aussage auch fiir eine Matrix A € R™*", die
nicht in Zeilenstufenform ist?

Wir wissen aus Teil I des Gaul3-Verfahrens, dass es moglich ist, endlich viele (sagen wir N € N
viele) elementare Zeilenumformungen auf A anzuwenden, um eine Matrix Z in Zeilenstufen-
form zu erhalten. Nach Lemma 2.5.4 14sst sich jede dieser elementaren Zeilenumformungen als
Multiplikation mit einer Matrix G ; € R™*™ von links schreiben. Es gilt also:

Z=GNn-GN-1--G2-G1A.

59



2. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Wir setzen nun G :=Gn-Gy_1---Go-G1 € R™*™ und kénnen somit schreiben:
Z=GA.
Nun gilt

rg(A)=rg(Z) (Lemma|2.5.5)
=rg(Z Ty (weil Z Zeilenstufenform hat)
=1g((GA)")
=rg(A'G") (Lemmal2.2.13)
< rg(AT). (Lemma [2.4.15)

Also gilt rg(A) <rg(AT). Durch Anwenden derselben Argumentation auf A" folgt dann
rg(AT) <rg(A). O

Satz 2.5.9 (Dimensionsformel).
Fiir eine Matrix A € R™*" gilt
rgA +dimkerA =n.

Anders formuliert: Die Dimension von BildA und die Dimension von ker A addieren sich zur
Dimension von R™.

Beweis. Die Matrix A € R™*” lasst sich durch endlich viele elementare Zeilenumformungen in
Zeilenstufenform Z bringen.

Elementare Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystems nicht. Also ist ker(A) = ker(Z).

Elementare Zeilenumformungen dndern zwar eventuell das Bild, aber nicht den Rang (Lem-
ma [2.5.5), also gilt: rg(A) = rg(2).

Die Matrix Z in Zeilenstufenform habe r Nichtnullzeilen. Dann gilt nach Lemma dass
rg(Z) =r. Das Gleichungssystem hat nun n —r Nicht-Pivot-Variablen, also ist dimker(Z)=n—r.
Insgesamt gilt also:

rgA +dimkerA =rgZ +dimkerZ =r+(n—-r)=n. O

Zusammenfassung von Abschnitt 2.5

(1) Jede Matrix lasst sich mit elementaren Zeilenumformungen in Zeilenstufenform bringen.
(2) Jede elementare Zeilenumformung entspricht einer Matrixmultiplikation von links.
(3) Der Rang einer Matrix dndert sich bei elementaren Zeilenumformungen nicht.

(4) Es gelten Rangsatz und Dimensionsformel.
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3. Algebraische Strukturen

3.1. Halbgruppen

In diesem Kapitel méchten wir uns mit einigen algebraischen Strukturen befassen — bevor wir
uns im néchsten Kapitel dann auf die fiir uns interessantesten Strukturen, nadmlich Vektorriau-
me, konzentrieren.

Definition 3.1.1 (Binére Operation). Es sei S eine Menge. Eine Abbildung
*:SxS§—8

nennen wir eine bindre Verkniipfung (zweistellige Operation, bindre Operation, zweistellige Ver-
kniipfung).

Eine binare Verkniipfung ist also eine Operation, die zwei Elemente aus einer Menge S als
Eingabe bekommt und dann ein Element aus S zuriickgibt. Der Definitionsbereich von * ist das
kartesische Produk{ von S mit sich selbst:

SxS={x,y)|x,yeS}

Wenn (x,y) € S xS im Definitionsbereich von * gewihlt ist, schreiben wir fiir das Bild unter der
Abbildung * fiir gewohnlich
xxy:i=x(x,y).

Notation. Wenn X endlich ist, dann l4sst sich eine bindre Verkniipfung eindeutig durch ei-
ne Tabelle, auch Verkniipfungstafel oder Cayley-TafelE] genannt, beschreiben. Nehmen wir als
Beispiel an, die 6-elementige Menge D := {i,s1,s92,83,g,u} sei gegeben, wobei i,s1,89,53,8,u ir-
gendwelche Objekte sind. Dann kénnte eine binédre Operation

*x:DxD—D

zum Beispiel so aussehen:
x| i Ss1 S2 S3 & u
I |1 s S S3 & u
S1/81 I g u S2 83
So|sy u I g 83 S1
S3|s3 g€ u I S1 8o
g| & s3s s1 sg u 1
ulu sy s s1 I g

An dieser Tafel kann man nun zum Beispiel ablesen, dass sg x g =s3 und u xu = g gilt.

Lsiehe Notation [1.2.17
2nach ARTHUR CAYLEY, engl. Mathematiker, 1821-1895
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3. Algebraische Strukturen

Definition 3.1.2 (Halbgruppe). (a) Es seiS eine Menge. Eine binédre Verkniipfung * : S xS —
S auf S heif}t assoziativ, wenn

Vx,y,z€8S :(x*y)*xz=x*(y*2).

(b) Eine Halbgruppe ist ein Paar (S, ) bestehend aus einer Menge S und einer assoziativen
binédren Verkniipfung auf S.

(c) Eine kommutative Halbgruppe ist eine Halbgruppe (S, *), in der zusétzlich das Kommu-
tativgesetz gilt, d.h.
Vax,yeS:x*xy=y*x.

Beispiel 3.1.3. (a) Die reellen Zahlen mit der Addition (R, +) sind eine kommutative Halbgrup-
pe, da Addition von reellen Zahlen assoziativ und kommutativ ist.

(b) Die reellen Zahlen mit der Multiplikation (R,-) sind eine kommutative Halbgruppe, da Mul-
tiplikation von reellen Zahlen assoziativ und kommutativ ist.

(c) Fir festes m,n € N ist die Menge aller (m x n)-Matrizen mit reellen Eintrigen mit der Addi-
tion eine kommutative Halbgruppe: (R™*", +), weil Matrixaddition assoziativ und kommu-
tativ ist (Lemma [2.2.7).

(d) Als Spezialfall erhalten wir: Fiir n € N ist (R", +) eine kommutative Halbgruppe.

(e) Fiir jedes n € N ist Menge der (n x n)-Matrizen mit der Multiplikation eine Halbgruppe:
(R™*".), weil Matrixmultiplikation assoziativ ist (Lemma [2.2.12). Fiir n > 1 ist diese Halb-
gruppe nicht kommutativ.

(0 Fur m #n ist (R™*",-) keine Halbgruppe, weil das Produkt von zwei Elementen nicht mehr
in dieser Menge ist

(g) Die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen Q) werden jeweils
zu kommutativen Halbgruppen, wenn man sie entweder mit + oder - versieht.

(h) Die natiirlichen Zahlen (N, 1) mit der Operation x 1 ¥ = x” sind keine Halbgruppe, weil Po-
tenzieren nicht assoziativ ist.

x+y

(i) Die Menge (R, *) mit x = y := % ist auch keine Halbgruppe, weil * :RxR—R, (x,y)— ==
nicht assoziativ ist.

(j) Fiir eine Menge X sei S := 2(X) := {A| A € X} die Menge aller Teilmengen von X. Dann
ist (#(X),Nn) eine kommutative Halbgruppe, denn die Durchschnittsbildung n : (€2 (X)) x
(P (X)) — 2(X) ist assoziativ und kommutativ (Satz|1.2.15).

(k) Fiir eine Menge X sei S := 22(X):={A | A € X} die Menge aller Teilmengen von X. Dann ist
(#(X),u) eine kommutative Halbgruppe, denn die Vereinigung U : (2 (X)) x (22 (X)) — 22 (X)
ist assoziativ und kommutativ (Satz[1.2.15).

() Fiir eine Menge X sei S := XX = {f | f: X — X} die Menge aller Selbstabbildungen von X.
Dann ist (X% ,0) eine Halbgruppe, denn Verkettung von Abbildungen o : XX x XX — XX ist
assoziativ (Lemmal|l.3.7). Diese Halbgruppe ist im Allgemeinen nicht kommutativ.
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3.1. Halbgruppen

(m) Die binédre Verkniipfung * : D x D — D auf Seite ist assoziativ. Dies lasst sich leider
nicht direkt an der Cayley-Tafel ablesen, ldsst sich aber mit etwas Arbeit iiberpriifen. Die
Verkniipfung ist aber nicht kommutativ, weil sonst die Tafel symmetrisch sein miusste. Al-
so ist ({i,s1,592,83,4,u},*) mit der dort definierten Verkniipfung x eine nichtkommutative
Halbgruppe.

Definition 3.1.4. Gegeben sei eine Halbgruppe (S, *). Dann heif3t e € S neutrales Element (oder
Neutralelement) fir *, wenn
VxeS:xxe=x=exx.

Eine Halbgruppe (S, *), die ein neutrales Element besitzt, hei3t Monoid.
Lemma 3.1.5. Wenn eine Halbgruppe ein neutrales Element besitzt, dann ist es eindeutig.

Beweis. Es sei (S, *) eine Halbgruppe und e, f € S seien beide neutrale Elemente fiir *. Dann
gilt

e=exf=f. O
Bemerkung 3.1.6. Die Halbgruppe (N, +) besitzt kein neutrales Element. Alle anderen Halb-
gruppen aus Beispiel besitzen jeweils ein neutrales Element, sind also sogar Monoide.

Definition 3.1.7 (Invertierbarkeit). Gegeben sei ein Monoid (S, *) mit neutralem Element e.
Ein Element x € S hei3t invertierbar beziiglich *, wenn es ein Element y € S gibt mit

X*xy=e=yx*x.

In diesem Fall heillt y Inverses von x beziiglich *. Die Menge aller invertierbaren Elemente
bezeichnen wir mit (S, *)*. Fir jedes x € S ist das Inverse von x eindeutig (siehe Lemma (3.1.8)
und es wird fiir gewohnlich mit x~! bezeichnet.

Lemma 3.1.8. Wenn ein Element x in einem Monoid invertierbar ist, dann ist das Inverse von x
eindeutig.

Beweis. Es sei (S, %) ein Monoid mit neutralem Element e und x € S ein Element. Angenommen,
es gibt zwei Inverse y,z € S, d.h. es gilt:

xky=e=y*xx und x*xz=e=z*x
Dann folgt daraus, dass y = z gilt, weil

y=yxe
=y*(x*z2)
=(y*x)*z
=exz

=2z. O

Beispiel 3.1.9. Gegeben sei eine Menge X und das Monoid (S = X%, o) der Selbstabbildungen
von X (Beispiel[3.1.3). Dann ist das neutrale Element beziiglich o die identische Abbildung idx €
S (siehe Notation [1.3.8). Eine Abbildung f € S ist invertierbar beziiglich o genau dann, wenn f
bijektiv ist (Satz[1.3.12). Das Inverse von f beziiglich o ist dann genau die Umkehrabbildung
(Definition [1.3.11).
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3. Algebraische Strukturen

Lemma 3.1.10. Es sei (S,x*) ein Monoid. Fiir zwei invertierbare Elemente x,y € S gilt: Das
Produkt (x * y) ist auch invertierbar und

(xy) Loy laxl,

Beweis. Gegeben seien zwei Elemente x,y € S*. Dann existieren die dazugehorigen Inverse
x~1,y71 € S. Behauptung: @ := x * y ist invertierbar mit Inversem b := y~! * x~!. Dazu multipli-

zieren wir

axb=(xxy)*(y txxh)

X * (y * (y_1 * x_l))
X * ((y * y_l) * x_l)

X * e*x_l)
1

* X

Il
8

Il
®

Ebenso sieht man:

b*a:(y_l*x_l)*(x*y)
= ((y_1 *x_l)*x) * 7y
=(y TrTxw) xy
:(y_l*e)*y
=y lxy

=e.
Also haben wir gezeigt, dass a * b = e = b xa. Also ist a invertierbar mit a1 = b. O

Achtung: Im Allgemeinen folgt aus der Existenz eines Linksinversen noch nicht die Existenz
eines Inversen.

Beispiel 3.1.11. Gegeben seien die Funktionen
f:N-N, k—Fk+1

und
k-1 k=2

N—-N, k—
& {1 k=1

Die Funktionen f und g sind Elemente im Monoid (N, o) aller Selbstabbildungen der natiirli-
chen Zahlen. Beide Funktionen sind nicht invertierbar beziiglich o, weil sie beide nicht bijektiv
sind. Nichtsdestotrotz gilt

gof =idn.

Dies zeigt, dass in einem Monoid im Allgemeinen x * y = e nicht ausreicht, damit x und y inver-
tierbar sind.
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3.2. Gruppen

Ahnliche Beispiele gibt es bei Operatoren auf unendlich dimensionalen Raumen, wie sie zum
Beispiel in der Quantenmechanik allgegenwirtig sind.

Gliicklicherweise tritt dieses Phianomen im Monoid (R™*",-), der (n x n)-Matrizen mit der Ma-
trixmultiplikation nicht auf, d.h. bei einer Matrix folgt aus der Existenz eines ,einseitigen In-
versen® bereits die Invertierbarkeit (dies werden wir in Satz beweisen).

Notation 3.1.12 (Potenzen). Es sei (S, *) ein Monoid mit neutralem Element e und x € S. Dann
definieren wir

x"i=x%---xx fiiralleneN
—

Desweiteren setzen wir

x =e
und — falls x invertierbar ist —
x = (x_l)” =xlx-xx™l  firalleneN.
(.

n

Somit ist fiir invertierbare x € S und % € Z die Potenz x* definiert. Es gelten die folgenden
Potenzgesetze:

k+1 k l

x"=x"%x" und (xk)l:xkl.

Hierbei konnen k,I beliebige Zahlen aus N sein — im Falle eines invertierbaren Elements sogar
aus Z.
Achtung: (x * y)* ist im Allgemeinen nicht das Gleiche wie x* * y*.

Zusammenfassung von Abschnitt (3.1

(1) Eine Halbgruppe (S, %) ist eine Menge S, zusammen mit einer assoziativen binédren Ver-
kniipfung x*.

(2) Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, das immer eindeutig ist.

(3) Wenn ein Element invertierbar ist, dann ist das Inverse eindeutig.

3.2. Gruppen

Gruppen sind in der modernen Mathematik allgegenwirtig und werden zur Untersuchung von
Symmetrien von geometrischen Objekten oder physikalischen Systemen eingesetzt.

Definition 3.2.1 (Gruppe). Ein Monoid (G, *), in dem jedes Element invertierbar ist, nennt
man eine Gruppe. Das heif3it: Eine Gruppe ist ein Paar (G, %) bestehend aus einer Menge G und
einer Abbildung *, sodass

e x:GxG—-@G
hd vx,y,ZEG:(x*y)*z:x*(y*z)'

o JeeG:xxe=x=exx
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3. Algebraische Strukturen

s VxeG:dyeG:xxy=e=yx*x.
Eine kommutative Gruppe nennt man auch eine abelsche Gruppe{ﬂ

Lemma 3.2.2 (Einheitengruppe). Es sei (S, *) ein Monoid. Dann ist (S*,*) eine Gruppe, ge-
nannt die Einheitengruppe von (S, *). Hierbei bezeichnet S™ := (S, *)* die Menge aller beziiglich
* invertierbaren Elemente und

¥:8 " x8* = 8%, (x,y)—x*y
ist die Einschrdnkungﬁ] der urspriinglichen Operation *:S xS — S.

Beweis. Nach Lemma [3.1.10]ist fiir (x,y) € S* xS auch x * y € S*. Also ist die Einschrinkung
(und Koeinschriankung)
¥:8 xS =>8" (x,y)—x*y

eine wohldefinierte bindre Verkniipfung auf der Teilmenge S*. Da die urspriingliche Verkniip-
fung assoziativ war, ist auch die eingeschriankte Verkniipfung assoziativ.

Das neutrale Element e ist invertierbar, weil e xe =e =e * e gilt. Alsogiltec S* und e ! =e.

Wenn x € S*, dann ist das Inverse x~! wieder invertierbar mit Inversem (x_l)_1 =x. Also ist
S abgeschlossen unter Inversenbildung.

Also ist S* eine Gruppe. O

Beispiel 3.2.3. (a) Die Halbgruppe (N, +) ist nicht einmal ein Monoid — also insbesondere keine
Gruppe.

(b) Die Einheitengruppe von (N, +) ist die einelementige Gruppe ({0}, +).
(c) (Z,+), (@Q,+), (R,+) sind abelsche Gruppen, weil jedes Element additiv invertierbar ist.

(d) In der Halbgruppe (Z,-) sind genau zwei Elemente invertierbar: 1 und (—1). Also ist die
Einheitengruppe die zweielementige Gruppe (Z,-)* = ({-1,1},-).

(e) In den Halbgruppen (Q,-) und (R,-) sind alle Elemente aufler 0 invertierbar. Es gilt also:
(@,9 =(@\{0},-) und (R,-)* = (R\{0},").

(f) Die Halbgruppe (D, x) mit der Verkniipfung auf Seite[61]ist eine Gruppe. Die Assoziativitét
muss man von Hand iiberpriifen, aber man kann der Tabelle direkt ablesen, dass i das neu-
trale Element ist, da weder Linksmultiplikation noch Rechtsmultiplikation mit i irgendet-
was dndert. Ferner sieht man, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte das neutrale Element
i auftaucht, was bedeutet, dass jedes Element invertierbar ist. Also ist ({i,s1,s9,s3,u, g}, %)
eine Gruppe. Die Gruppe ist nicht kommutativ, weil die Cayley-Tafel nicht symmetrisch ist.

(g) Essei X eine beliebige Menge. Wir haben bereits gesehen, dass fiir die Menge aller Selbstab-
bildungen (X%, o) ein Monoid ist, in dem eine Abbildung genau dann invertierbar beziiglich
o ist, wenn sie bijektiv ist. Also ist die Einheitengruppe von (X% ,0) die Menge aller Bijek-
tionen von X nach X:

F(X):i= (XX, 0) :={f : X — X | f ist bijektiv}.

3nach NIELS HENRIK ABEL, norwegischer Mathematiker und Mitbegriinder der modernen Gruppentheorie, der
mit nur 26 Jahren an Tuberkulose starb, 1802-1829
4streng genommen: Einschrinkung und Koeinschrinkung
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(h)

3.2. Gruppen

Diese Gruppe heil3t die symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe der Menge X . Bijek-
tive Selbstabbildungen einer Menge X nennt man auch Permutationen von X.

Man sieht leicht, dass .#(X) unendlich viele Elemente hat, wenn X unendlich viele Elemen-
te hat.

Es sei n € N eine natiirliche Zah]E] und X :={1,...,n}. Dann schreibt man auch #(n) := #(X)
fiir die symmetrische Gruppe auf n Elementen. Per vollstandiger Induktion zeigt man leicht,
dass die Gruppe #(n) genau n!=n-(n—1)---1 viele Elemente besitzt.

Jedes Element ¢ € .#(n) ist eine Abbildung von der endlichen Menge {1,...,n} in sich selbst
und somit eindeutig beschrieben, wenn wir alle Funktionswerte explizit angeben. Beispiels-

weise ist
2 fallsk=1,
0:{1,2,3}—-{1,2,3}, k—<3 fallsk=2,
1 fallsk=3

eine bijektive Selbstabbildung von {1,2,3}, also ein Element in der Gruppe #(3).

Fiir solche Permutationen gibt es viele unterschiedliche Notationen: Beispielsweise kann
man die Permutation o, die wir eben definiert haben, kiirzer iiber ihre Wertetabelle be-
schreiben:
. 1]2]3

77 231
Hier wird explizit fiir jedes Element im Definitionsbereich (obere Zeile) der Funktionswert
(untere Zeile) angegeben. Da der Definitionsbereich nur endlich viele Elemente hat, ist da-
mit o eindeutig beschrieben.

Eine andere iibliche Notation ist die folgende:

(123
7=l2 3 1/

Diese Schreibweise dhnelt einer Matrix, sollte aber nicht mit einer solchen verwechselt wer-
den. Diese Ahnlichkeit ist rein zufillig. Nichts von dem, was wir iilber Matrizen gelernt ha-
ben, liasst sich auf diese Matrix-Schreibweise anwenden. Solche Matrizen lassen sich nicht
addieren, multiplizieren oder transponieren.

Eine andere Schreibweise, die fiir Permutationen gebrauchlich ist, ist die Zykelschreibweise:
o=(1,2,3).
Was hier aussieht, wie ein 3-Tupel oder ein Zeilenvektor sieht wieder nur so aus und bedeu-

tet etwas ganz anderes: Man liest eine solche wie folgt:

Die Permutation (x1,x9,...,x,) bildet das erste Element in der Liste auf das zweite ab:
x1 — X9, das zweite Element auf das dritte xo — x3 und so weiter, bis zum letzten Element
Xm, das wieder auf das erste Element abgebildet wird: x,, — x1.

Wir konnten also ebenso schreiben o =(1,2,3) =(2,3,1) =(3,1,2).

5Wenn man sehr haarspalterisch ist, kann man diese Definition auch fiir n = 0 betrachten; dann ist X = @.
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3. Algebraische Strukturen

Falls ein Element in der Aufzéhlung gar nicht vorkommt, wird es auf sich selbst abgebildet.
Nicht jede Permutation ist von dieser Form, aber jede Permutation (auf einer endlichen
Menge) lasst sich als Verkettung von endlich vielen Zykel-Permutationen schreiben.

Solange n relativ klein ist, gibt es auch die Moglichkeit, eine Permutation durch ihren Gra-
phen darzustellen. Bleiben wir bei dem obigen Beispiel o : {1,2,3} — {1,2,3} und zeichnen
den Graphen. Die drei Elemente des Definitionsbereichs 1,2,3 kommen auf die x-Achse, die
wie gewohnlich nach rechts zeigt. Die drei Elemente des Wertebereichs setzen wir auf die
y-Achse und aus Griinden, die hoffentlich weiter unten klarer werden, machen wir das Un-
gewohnliche und zeichnen die y-Achse nach unten. Der Graph von ¢ sieht dann so aus:

1 2 3

W N =
°

Auch wenn diese Schreibweise fiir grole Werte von n ziemlich unpraktisch wird, hat sie
den Vorteil, dass das Verketten von Permutationen nun genau wie das Multiplizieren von
Matrizen funktioniert. Wenn wir zum Beispiel die Permutation 7 betrachten, die 1 und 2
vertauscht und 3 auf sich selbst abbildet:

1 2 3
1123 1 2 3 1 .
T 2013 (2 1 3)‘(1’2)‘ 2]
3 .
Dann ist die Verkettung o o7 gegeben durch:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
o7 — 1 . o 1 . _ 1 .
gotT= 21 e 21 e 9 . ’
3 o 3 ° 3 °

was nicht nur zufillig genauso aussieht wie die Rechnung

0 0 1y (/0 1 0 0 01
1 0 Of-(1 0 O0)]=|0 1 O].
0 1 .0/ \0 01 1 00

Quadratische Matrizen, die aus einem Graphen einer Permutation auf diese Weise entste-
hen und somit in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 haben und sonst nur Nullen,
nennt man auch Permutationsmatrizen. Das neutrale Element id; 5 der Gruppe #(n)
entspricht hierbei genau der Einheitsmatrix 1,. Auf den Zusammenhang zwischen Per-
mutationen und Matrizen werden spéitet{ﬂ beim Studium der Determinante noch genauer
eingehen.

Beispiel 3.2.4. Es sei A €R? ein gleichseitiges Dreieck in der Ebene. Wir betrachten alle Sym-
metrieoperationen, d.h. alle Selbstabbildungen von R2, die entweder Drehungen oder Spiege-
lungen sind und das Dreieck auf sich selbst abbilden. Durch (systematisches) Herumprobieren

Bsiehe Proposition|5.3.13
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3.2. Gruppen

stellen wir fest, dass es drei Spiegelungen gibt — die Spiegelachsen sind die drei Winkelhalbie-
2n 2n

renden — sowie drei Drehungen, eine um 120° = £, eine um 240° = 2- 5 und eine um 360° = 27
jeweils in mathematisch positivem Drehsinn, d.h. gegen den Uhrzeigersinn.

Die Drehung um 120° im Uhrzeigersinn muss nicht extra aufgelistet werden, weil sie als
Abbildung von R? nach R? identisch ist mit der Drehung um 240° gegen den Uhrzeigersinn.

Weiterhin fallt auf, dass die Drehung um 360° alle Punkte festhélt und somit identisch ist
mit der identischen Abbildung id : RZ — R2, die gar nichts tut.

Es sei nun G die Menge aller Symmetrieoperationen des gleichseitigen Dreiecks. Dann gilt
also |G| = 6, es gibt drei Drehungen (inklusive der Identitidt) und drei Spiegelungen. Da jede
dieser Symmetrieoperationen ja eine Abbildung der Ebene in sich ist, konnen wir Symmetrie-
operationen auch verketten und erhalten wieder eine Symmetrieoperation. Es gibt also eine

zweistellige Verkniipfung zwischen den Symmetrien:
0:GxG—-G, (o,T)—o0orT.

Da die Verkettung von Abbildung assoziativ ist, G die identische Abbildung enthilt und selbst-
verstiandlich jede Symmetrieoperation umkehrbar ist, wird (G, o) zu einer Gruppe, genannt die
Symmetriegruppe des gleichseitigen Dreiecks. Fiir diese sechselementige Gruppe ist auch die

Notation D3 gebriduchlich.

A

N A

R~~~

Abbildung 3.1.: Die sechs Elemente der Gruppe D3

Wenn wir statt des gleichseitigen Dreiecks mit einem gleichseitigen n-Eck anfangen, erhalten
wir die sogenannte Diedergruppe D, die immer aus n Drehungen und n Spiegelungen besteht,
wobei wir die Identitat immer als Drehung betrachten.

Ebenso kann man solche Symmetriegruppen fiir andere Objekte A < R" betrachten, wobei
man auch spezifizieren kann, welche Arten von Operationen erlaubt sind. So gibt es eine Sym-
metriegruppe des Wiirfels im R?, die aus 48 Elementen besteht, wobei es 24 Drehungen und 24
Spiegelungen gibt.

Es stellt sich heraus, dass die Verkettung von zwei Spiegelungen stets eine Drehung ergibt.
Diese Aussagen werden wir hier jetzt nicht beweisen — aber auch nicht verwenden — sie dienen
nur als Motivation, sich mit dem Gruppenbegriff zu beschéftigen.

Die Symmetriegruppe eines Kreises in der Ebene hat unendlich viele Elemente.

Bemerkung. In einer Gruppe (G, *) gilt die folgende Kurzungsregel:

Vx,y,a€G:(axx=a*xy = x=1y).
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3. Algebraische Strukturen

Dies sieht man zum Beispiel so:

xX=eqg*Xx
=@ l*a)*x
=a lx(ax*x)
=a_1*(a*y)
=@ lxa)xy
=egx*x)y
=y.

Analog zeigt man auch die folgende Kiirzungsregel:
Vx,y,2€G:(xxa=y*a = x=y).

Definition 3.2.5 (Untergruppe). Es sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element eq und H <
G eine Teilmenge. Dann heif3t H Untergruppe von G, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt
sind:

() eqe H
(i) Va,beH:axbeH
(iii) YaeH:a leH.

Eine Untergruppe H einer Gruppe (G, *) ist selbst wieder eine Gruppe, wenn sie mit der
(Einschriankung und Koeinschrankung) der Gruppenmultiplikation von G versehen wird.

Beispiel 3.2.6. (a) Z ist eine Untergruppe von (Q,+) und Q ist eine Untergruppe von (R, +).
(b) Jeder Untervektorraum U von R” ist eine Untergruppe von (R", +).

(c) Die Menge der positiven Zahlen H := {t e R| ¢ > 0} ist eine Untergruppe von (R,-)* = (R\
{0}, ).

(d) Die Menge {i,g,u} ist eine Untergruppe der Gruppe auf Seite

Definition 3.2.7 (Gruppenhomomorphismus). (a) Gegeben seien Gruppen (G, *xg) und (H, * 7).
Dann heif3t eine Abbildung
¢:G—H

Homomorphismus von Gruppen (oder Gruppenhomomorphismus), wenn
Vx,y€G:p(x *g y) = @(x) * i ()
gilt. Hieraus folgt dann bereits automatisch (siehe Lemma [3.2.8), dass
pleg)=en

und
VxeG o) = (o)™

gilt.
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3.2. Gruppen

(b) Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen (G, *) und (H, %) heifit
Isomorphismus von Gruppen (oder Gruppenisomorphismus), wenn ¢ bijektiv ist. In die-
sem Fall ist auch ¢! : H — G ein Isomorphismus von Gruppen. Zwei Gruppen (G, *) und
(H, =) heillen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt. Wenn (G, *)
und (H, *) isomorph sind, schreibt man auch (G, *) = (H, *).

(¢) Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G von einer Gruppe in sich selbst nennt man auch
einen Endomorphismus von Gruppen (oder Gruppenendomorphismus). Ein Endomorphis-
mus, der gleichzeitig ein Isomorphismus ist, ist ein Automorphismus von Gruppen (oder
Gruppenautomorphismus).

Lemma 3.2.8. Es seien (G, *g) und (H,*p) Gruppen mit neutralen Elementen eg und ep. Es
sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

(a) Dann gilt
pleg)=eyg und VYxeG:px ) =(pk) L.

(b) Es sei U < G eine Untergruppe von (G, *). Dann ist ¢(U) eine Untergruppe von H. Insbe-
sondere ist Bild(¢) = ¢(G) eine Untergruppe von H.

(c) Es sei W < H eine Untergruppe von (H, *). Dann ist ¢~ Y(W) eine Untergruppe von G. Ins-
besondere ist der Kern ker(¢p) := ¢~ ({eg}) eine Untergruppe von G.

Beweis. (a)
Es gilt:

pleq) * pleg) =pleg *xeq) =pleg) = pleg) * ep.

Nun wenden wir die Kiirzungsregel (Seite [69) an und erhalten:
pleg) =em,

was zu zeigen war.
Sei nun x € G. Dann gilt:

Px) * px ) = plx x 27 = pleg) = e = p(x) (p(x)) .
Nochmaliges Anwenden der Kiirzungsregel (Seite liefert dann:
o= ()

(b)

Es sei U € G eine Untergruppe. Wir miissen zeigen:
* egep),
e Va,beplU):axbep),

* VaecoU):a lep).
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3. Algebraische Strukturen

Nach Teil (a) gilt: ez = ¢(eg) € p(U). Hier haben wir verwendet, dass die Untergruppe U das
Neutralelement e; enthélt.
Gegeben seien nun a,b € o(U). Dann gibt es u,v € U mit

a=@u) und b=¢W).

Es gilt dann also:
axb =) *p)=p=*v)e ).

Hier haben wir verwendet, dass die Untergruppe U unter der Gruppenoperation * abgeschlos-
sen ist.
SchlieBlich sei a € p(U) gegeben. Dann ist a = @(U) fir ein Element u € U. Unter Verwendung
von Teil (a) gilt nun:
a' = ()t = ™) e o).

Hier haben wir verwendet, dass die Untergruppe U unter Inversion abgeschlossen ist.
(c)
Es sei nun W € H eine Untergruppe von H. Dann gilt:

pleg)=egeW,

alsoist eg € rp‘l(W).
Weiter gilt fiir a,b € o~ 1(W):
plaxb)=p@)xpb)eW,
— —~—
ew ewW

also ist a * b € o~ L(W).
SchlieBlich sei a € ¢~ 1(W). Dann gilt:

pa ) =(p@) " eW,
also ist auch a1 € " H(W). O
Beispiel 3.2.9. (a) Die Abbildung exp:(R,+) — R*, ¢~ e’ ist ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Die Abbildung exp : (R,+) — ({s€R|s>0},-), t— e’ ist ein Gruppenisomorphismus zwi-
schen der additiven Gruppe der reellen Zahlen und der multiplikativen Gruppe der positi-
ven reellen Zahlen.

(c) Die Abbildung ¢ :(Z,+)— ({-1,1},-), k+— (=1)* ist ein Gruppenhomomorphismus.
(d) Allgemein: Es sei (H, *) eine Gruppe und a € H ein Element. Dann ist
(Z,+)—(H,*), k—a
ein Gruppenhomomorphismus (siehe Notation [3.1.12).
(e) Gegeben m,n € N. Dann ist die Abbildung
@ R™NM L grm AL AT

ein Isomorphismus zwischen den additiven Gruppen (R™*",+) und (R™*™,+).
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() Die Abbildung ¢ : R* — R, die x auf % abbildet ist ein Automorphismus der Gruppe R* =
(R\A{0},).

(g) Fiir eine Matrix A € R™*" ist die Abbildung
R" - R™, x— Ax
ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe (R"?, +) in die Gruppe (R™,+).
(h) Ist H < G eine Untergruppe, so ist die Inklusionsabbildung
1:H—-G, x—=x
ein Gruppenhomomorphismus von (H, *) nach (G, *).

(1) Die konstante Abbildung G — H, x— ey, die jedes Element aus G auf das neutrale Ele-
ment von H abbildet, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(j) Die Identitat idg : G — G ist ein Automorphismus der Gruppe (G, *).

(k) Es sei (D3,0) die Symmetriegruppe des gleichseitigen Dreiecks (siehe Beispiel [3.2.4). Jede
dieser Symmetrieoperationen permutiert die drei Eckpunkte des Dreiecks. Wenn wir nun
die Eckpunkte gegen den Uhrzeigersinn mit den Zahlen 1,2,3 versehen, dann gibt uns jede
Symmetrie des Dreiecks eine Permutation der Eckpunkte. Wir erhalten also einen Grup-
penhomomorphismus

@:D3— F(3).

Dieser Homomorphismus ist injektiv, weil eine Symmetrieoperation des Dreiecks eindeutig
beschrieben ist, wenn wir wissen, was mit den Eckpunkten passiert. Aullerdem ist er sur-
jektiv, weil jede Permutation der Eckenmenge durch eine Spiegelung oder eine Drehung des
Dreiecks realisiert werden kann. Also ist ¢ ein Isomorphismus und die beiden Gruppen D3
und #(3) sind isomorph, d.h. bis auf Umbenennung der Elemente kann man beide Gruppen
als ,gleich“ ansehen.

Man sollte nun aber nicht denken, dass die Symmetriegruppe eines regelméfligen n-Ecks
immer isomorph ist zur symmetrischen Gruppe auf n Elementen. Man kann zwar immer
einen Gruppenhomomorphismus hinschreiben, der fiir alle n = 3 auch injektiv ist, aber die
Surjektivitat ist fiir n > 3 nicht gegeben, da es Permutationen der Eckenmenge gibt, die sich
nicht durch eine Drehung oder Spiegelung des n-Ecks realisieren lassen.

Es sei nun (D, x) die Gruppe mit der Cayley-Tafel auf Seite Auch diese Gruppe ist iso-
morph zu D3 bzw. #(3). Dazu muss man sich nur davon uberzeugen, dass die folgende
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Bijektion ein Gruppenhomomorphismus ist:

Y : (D, %) —(F(3),0)

.. 1({213
i—idg93 = 1123

SPE
NI LIE

Die Gruppe auf Seite ist somit isomorph zu .#(3) und insbesondere auch isomorph zu Dg.
Spéitelﬂ werden wir noch viele weitere Beispiele fiir Gruppen und Gruppenhomomorphismen
kennenlernen.

Lemma 3.2.10 (Injektive Gruppenhomomorphismen). Ein Gruppenhomomorphismus ¢ :G —
H zwischen Gruppen (G, *) und (H, =) ist genau dann injektiv, wenn ker ¢ = {eg}.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass aus der Injektivitat von ¢ folgt, dass kerp ={eg}.

Da ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt nach Lemma [3.2.8] dass ¢(eg) = eg. Somit ist
eg € ker@. Sei umgekehrt a € ker . Dann gilt:

pla)=eg = gleg).
Also folgt aus der Injektivitéat von ¢, dass a =eg.

Nun zeigen wir die andere Implikation, dass also aus ker¢ = {eg} folgt, dass ¢ injektiv ist.
Gegeben seien also a,b € G mit p(a) = @(b). Es ist zu zeigen, dass a = b.

Pplaxb =@ *pb 1) =pb) b 1) =pb b1 = pleg) = ex.
Alsoistaxble ker. Da aber ker ¢ = {eg} ist, gilt somit
axb 1= eq.

Durch Multiplizieren mit b von rechts erhilt man dann a = b. O

Siehe z.B. Lemma Notation Satz oder Korollar
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Zusammenfassung von Abschnitt 3.2]

(1) Eine Gruppe (G, %) ist eine Menge mit einer bindren Verkniipfung, die gewisse Eigenschaf-
ten erfiillen muss.

(2) Die Menge aller Permutationen .#(()</) einer (endlichen oder unendlichen) Menge ist eine
Gruppe mit der Verkettung als Operation.

(3) Ein Gruppenhomomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung zwischen Gruppen.

(4) Zwei Gruppen sind isomorph, wenn es einen Gruppenisomorphismus zwischen ihnen gibt.

3.3. Ringe und Korper

Wir haben im Letzten Kapitel gesehen, dass Halbgruppen und Gruppen Mengen sind, zusam-
men mit einer bindren Verkniipfung darauf. In vielen Fillen haben wir aber mehr als eine
Verkniipfung auf einer Menge und gerade das Zusammenspiel dieser beiden Verkniipfungen ist
interessant. Beispielsweise gibt auf der Menge Z der ganzen Zahlen die Addition +:Zx7Z — Z
und die Multiplikation - : Z x Z — Z. Additiv gesehen ist (Z,+) eine Gruppe (mit neutralem Ele-
ment 0). Multiplikativ ist (Z,-) nur eine Halbgruppe mit neutralem Element 1. Verbunden sind
die beiden Strukturen durch das Distributivgesetz. Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 3.3.1 (Ring). (a) Ein Ring (R,+,-) besteht aus einer Menge R zusammen mit zwei
zweistelligen Verkniipfungen

+:RxR—R und -:RxR—R,

genannt Addition und Multiplikation, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(i1) (R,-)ist ein Monoid.

(iii) Es gelten die folgenden Distributivgesetze:

Vx,y,2eR:x-(y+2)=x-y+x-z und Vx,y,zeR:(y+2)-x=y-x+2z-x

Ein Ring (R, +, ) heilit kommutativ, wenn die Multiplikation - : R x R — R kommutativ ist.

(b) Es sei (R, +,-) ein Ring. Das neutrale Element der Addition wird mit Og oder einfach 0
bezeichnet und heifit additives neutrales Element oder Nullelement. Das Inverse von x € R
in der additiven Gruppe (R, +) wird mit —x bezeichnet.

Das neutrale Element der Multiplikation wird normalerweise mit 1z oder 1 bezeichnet
und heilit multiplikatives neutrales Element oder Einselement. Ein Ringelement heif3t in-
vertierbar, wenn es beziiglich der Multiplikation invertierbar ist. Das Inverse eines inver-
tierbaren Elements x € R* := (R,-)* wird gewéhnlich mit x~! bezeichnet. Die Notation %
ist — vor allem in nichtkommutativen Ringen — nicht tiblich.

Bemerkung 3.3.2. (a) In Definition haben wir die bei Ringen tibliche Punkt-Vor-Strich-
Notation angewendet.
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(b) Oft wird der ,Multiplikationspunkt” einfach weggelassen und man schreibt xy = x - y.

(c) Die Bedingung, dass (R,-) ein neutrales Element besitzt, ist nicht einheitlich in der Lite-
ratur. In Texten, wo darauf verzichtet wird, wird ein Ring, wie wir ihn definiert haben als
Ring mit Eins bezeichnet.

(d) Dass man die Kommutativitidt von (R, +) in Definition fordert, ist in der Literatur
ublich, aber eigentlich iiberfliissig, da man die Kommutativitiat der Addition aus den rest-
lichen Ringeigenschaften herleiten kann (zumindest, wenn man — wie wir hier — Ringe

mit Eins betrachtet.

Beispiel 3.3.3. (1) (Z,+,-),(Q,+,-),(R,+,-) sind Ringe, wobei + und - die gewohnliche Addition
bzw. Multiplikation ist.

(2) Fiir jedes n e Nist (R®*" +,-) ein Ring (siehe Lemma [2.2.12). Hierbei ist + die Matrixadditi-
on und - die Matrixmultiplikation.

(3) Fiir m # n ist (R™*™, +,-) kein Ring, weil die Multiplikation auf dieser Menge nicht definiert
ist.

(4) (N,+,-) und (Ng, +,-) sind keine Ringe, weil N bzw. Ny beziiglich der Addition keine Gruppe
bildet.

(5) (2Z,+,-) mit 27 := {2k | k € Z} ist kein Ring nach unserer Definition, weil kein neutrales
Element der Multiplikation existiert.

(6) ({0},+,-) mit 0+0=0-0=0 ist ein Ring nach unserer Definition. Hier ist 1z = Og.

Lemma 3.3.4 (Rechenregeln in Ringen). Es sei (R, +,-) ein Ring mit additivem neutralen Ele-
ment Op und multiplikativem neutrale Element 1g. Dann gelten folgende Regeln:

(a) VxeR :0gp -x=0g =x-0g.
(b) VxeR:—x=(-1g)-x=x-(—1R).
Beweis. (a) Es sei x € R. Dann gilt nach dem Distributivgesetz:
Og-x)+(O0r-x)=(O0r +0r)-x=0g-x

Da (R,+) eine Gruppe ist, konnen wir auf beide Seiten das additiven Inversen von Og - x
addieren und erhalten

Op-x=0g.

Die Formel Og = x - Or zeigt man vollig analog.

(b) Es sei —1g das additive Inverse des multiplikativen neutralen Elements 1z und sei x € R
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beliebig. Dann gilt

(=1g)-x=(-1g)-x+0g
=(=1g)-x+(x+(-x))
=((-1r) x +x)+(-x)
=((-1r)-x+1gp-x)+(-x)
=((-1r +1r)-x) +(—x)
=(0g - x) +(-x)
=0g +(-x)

= —X.

Jeder einzelne Schritt ist durch je eine Rechenregel fiir Ringe gerechtfertigt — bis auf den
Schritt Or -x = Og, der aus Teil (a) folgt. O

Notation 3.3.5. Es sei R ein Ring und a € R. Dann ist fiir jedes n € N definiert:

na:=a+---+a und a":=g----- a
——

n n

AuBerdem definiert man Oa := O und a® := 1. Es gelten dann die folgenden Potenzgesetze:
a™"=a™-a" und (m+n)a=ma+na.
Fiir nichtkommutative Ringe gelten aber im Allgemeinen folgende Gesetze nicht:
(ab)" =a"b"
Beachten Sie: Die Potenz a® fiir Ringelemente a,b € R ist im Allgemeinen nicht deﬁniert

Definition 3.3.6 (Unterring). Es sei (R, +,-) ein Ring und T € R eine Teilmenge. Dann heifit T
Unterring von R, wenn folgende drei Eigenschaften erfillt sind:

(i) T ist eine Untergruppe von (R, +)
() 1geT
(iil) Va,beT:a-beT.

Ein Unterring T ist selbst wieder ein Ring (mit demselben neutralen Element), wenn + und -
entsprechend eingeschrinkt werden.

Beispiel 3.3.7. Es sei (R, +,-):= (R?*2, +,) der Ring der (2 x 2)-Matrizen mit reellen Eintrzigen,
wie tiblich versehen mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation von Matrizen.

o

8Es gibt bereits in den reellen Zahlen, keine Méglichkeit, den Potenzen 0742 oder (—2)‘/g sinnvoll eine reelle Zahl
zuzuweisen (Letzteres ist im Bereich der komplexen Zahlen moglich, aber auch nicht auf eine wirklich zufrieden-
stellende, eindeutige Weise.

(a) Die Menge

a,ﬁelR}

ist ein Unterring von (R, +,).
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(b)

(c)

(d)

Die Menge

722 .= {(’IZ ’ll) ‘ k,l,m,ne Z}
ist ein Unterring von (R, +,).
Die Menge

v e

ist kein Unterring von (R, +, ), weil die Einheitsmatrix, das Einselement von (R, +,-), nicht
in N liegt. Alle anderen Unterringeigenschaften sind erfiillt.

Wenn wir die Ringoperationen von R auf N einschrinken, erfiillt (IV,+,-) alle Ringeigen-
schaften bis auf die Existenz eines Einselementes.

s Ofeest

Dann ist (T, +,-) ein Ring mit den eingeschriankten Ringoperationen von R := (IR2X2, +,-).

Wir setzen

Trotzdem ist T kein Unterring von (R,+,-), weil das Einselement von (R,+,-) nicht in T
liegt. Der Ring (T, +,-) besitzt zwar ein Einselement, aber dies ist nicht das Einselement
von R.

Definition 3.3.8 (Ringhomomorphismus). (a) Gegeben seien Ringe (R, +,:) und (T, +,-). Dann

heif3t eine Abbildung
¢o:R—-T

Homomorphismus von Ringen (oder Ringhomomorphismus), wenn
Vx,y € R : @lx+y) = @(x)+@(y)
Va,y€R 1 plx-y) = px)-p(y)
p(1g)=17.
gilt.

(b) Die Begriffsbildungen Isomorphismus, Endomorphismus, Automorphismus sind genauso

wie bei Gruppen.

Vollig analog zu Lemma zeigt man:

Lemma 3.3.9. Es seien (R,+,:) und (T,+,) Ringe und ¢ : R — T ein Ringhomomorphismus.

(a) Es sei U € R ein Unterring von (R, +,-). Dann ist ¢(U) ein Unterring von T. Insbesondere

ist Bild(¢) = ¢(R) ein Unterring von T.

(b) Es sei W< T ein Unterring von (T, +-). Dann ist (p_l(W) ein Unterring von R.

Bemerkung 3.3.10. Der Kern ker(p) := ¢~ 1({07}) eines Ringhomomorphismus ¢ : R — T ist im
Allgemeinen kein Unterring von (R, +,-). Dies ist kein Widerspruch zu Lemma [3.3.9] weil {07}
im Allgemeinen kein Unterring von (T, +,-) ist.
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Definition 3.3.11 (Kérper). Ein Korper ist ein Ring (K, +,) mit den beiden zusétzlichen Eigen-
schaften:

(i) Die Einheitengruppe ist gegeben durch: K* = K \ {Og}.
(i1)) Die Multiplikation ist kommutativ.
In einem Korper ist ein Element also invertierbar genau dann wenn es nicht Ox ist.

Beispiel 3.3.12. Wichtige Beispiele fiir Korper sind der Korper der reellen Zahlen (R, +,-), der
rationalen Zahlen (Q,+,-) sowie der komplexen Zahlen (C,+,-) (siche Satz sowie Korper
der Form (Z/pZ,+,-) (siehe Satz[3.4.19).
Die ganzen Zahlen (Z,+,-) sind ein wichtiges Beispiel fiir einen Ring, der kein Korper ist.
Ebenso sind die Matrizenringe R™*" fiir n > 1 keine Korper.

Bemerkung 3.3.13. (a) In einem Korper gelten nun alle aus der Schule bekannten Rechen-
regeln, sofern sie nur die Grundrechenarten und keine Vergleiche verwenden. Beispiels-
weise gelten die Formeln:

(@a+b)?=a’+2ab+b%> und (a+b)a-b)=a’®-b

(b) Ein Korper ist immer nullteilerfrei, d.h. aus a-b = Og folgt immer a = Og oder b = Og. Dies
ist z.B. im Ring (R2*2 +,-) nicht der Fall.

(¢) Wenn wir in Definition auf die Bedingung der Kommutativitét verzichten, erhalten
wir einen Divisionsring. Ein Korper ist also ein kommutativer Divisionsring. Es gibt auch
den Begriff Schiefkorper, der — je nach Autor — entweder synonym zu Divisionsring ist
oder nur fiir solche Divisionsringe verwendet wird, die nicht kommutativ sind.

Wichtigstes Beispiel fiir einen nichtkommutativen Divisionsring ist der Ring der Qua-
ternionen. Quaternionen sind in gewisser Weise ,vierdimensionale Zahlen“ und eignen
sich gut, um Drehungen im dreidimensionalen Raum zu beschreiben. Deshalb spielen sie
auch eine wichtige Rolle in der Computergrafik und der Robotik. Wir kénnen zum jetzigen
Zeitpunkt nicht weiter auf dieses Thema eingehen, kommen aber vielleicht im zweiten Se-
mester darauf zuriick.

(d) Aus Teil (i) von Definition [3.3.11| folgt, dass Og nicht (multiplikativ) invertierbar ist. Da
andererseits aber 1x immer invertierbar ist, folgt hieraus, dass in einem Korper immer
Og # 1k sein muss.

Der Ring R := ({0}, +,-) aus Beispiel ist insbesondere kein Korper.

Beispiel 3.3.14 (F2 und F4). Auf welchen Mengen kann man eine Korperstruktur definieren?
Diese Frage ist in dieser Allgemeinheit zu schwierig, um sie in dieser Veranstaltung zu beant-
worten.

Da ein Korper auf jeden Fall O und 1x beinhalten muss und diese beiden Elemente nach
Bemerkung unterschiedlich sein miissen, folgt, dass ein Korper mindestens 2 Elemente
haben muss.

Nehmen wir uns also eine Menge mit 2 Elementen her und nennen die beiden Elemente 0
und 1. Ist es moglich, auf K = {0,1} so eine Addition und eine Multiplikation zu definieren, dass
alle Korperaxiome erfiillt sind?
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Wenn wir wollen, dass 0 wirklich das neutrale Element beziiglich der Addition wird, ist klar,
dass das additive Inverse von 0 wieder 0 ist. Was ist also das additive Inverse von 1? Da unsere
Menge nur zwei Elemente hat, und 0 bereits das additive Inverse von 0 ist, bleibt fiir 1 nur das
Element 1. Also gilt

-1=1 wund 1+1=0.

Da 0 das additive Inverse ist, gelten aullerdem die Regeln 0+0=0und 0+ 1 =1+0 = 1. Somit
ist die Addition eindeutig festgelegt.

Die Multiplikation ist noch einfacher: 1-1 =1, weil 1 das neutrale Element der Multiplikation
istund 0-1=1-0=0-0 nach Lemma [3.3.41

FALLS es also einen Korper mit zwei Elementen gibt, dann miissen die Rechenoperationen
so aussehen:

= o+
= oo
O |
(=N e Ne]
= Ok

und 0
1

Nachrechnen jedes einzelnen Koérperaxioms zeigt nun, dass diese Wahl auch tatsichlich einen
Koérper definiert.

Er wird auch mit Fo oder GF(2) bezeichnet. Spéter (Satz werden wir sehen, dass auf
einer Menge mit p Elementen immer eine Korperstruktur definiert werden kann, wenn p eine
Primzahl (also 2,3,5,7,...) ist. Wie sieht es mit anderen Zahlen aus?

Auf einer vierelementigen Menge {0,1,A,B} gibt es eine Korperstruktur, die durch folgende
Tafeln definiert ist:

+/0 1 A B 01 AB
00 1 A B 0[0 0 0 0
1/1 0 BA ud 1|0 1 A B
A|lA B 0 1 A0 A B 1
B|B A1 0 B|0 B 1A

Auch hier kann man von Hand nachrechnen, dass alle Kérperaxiome erfiillt sind. Dieser Kérper
({0,1,A,B},+,-) wird mit F4 = GF(4) bezeichnet. In diesen beiden Koérpern gilt die ungewohnte
Rechenregel 1+1=0.

Es stellt sich heraus, dass auf einer endlichen Menge mit ¢ Elementen genau dann eine
Korperstruktur existiert, wenn g eine Primzahlpotenz (also 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,...) ist.

Wenn wir auch nicht in der Lage sein werden, in dieser Vorlesung zu zeigen, dass die Be-
dingung, dass g eine Primzahlpotenz hinreichend ist (die Konstruktion einer Korperstruktur
erfordert mathematische Methoden, die wir dieses Semester nicht zur Verfiigung haben wer-
den), so werden wir spﬁterﬂ mit Methoden der linearen Algebra zeigen, dass sie notwendig ist.
Das bedeutet, wir werden sehen: wenn die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge keine
Primzahlpotenz ist, dann gibt es darauf keine Korperstruktur. Insbesondere werden wir damit
zeigen, dass es keinen Korper mit 6 Elementen geben kann.

Notation 3.3.15 (Kérperhomomorphismen und Unterkoérper). Ein Ringhomomorphismus zwi-
schen zwei Korpern nennt man auch einen Korperhomomorphismus (oder einen Homomorphis-
mus von Korpern). Ein Unterring K eines Korpers (L, +:) nennt man Unterkérper (oder Teilkor-
per), wenn K mit der Unterringstruktur selbst ein Kérper wird.

9Siehe Satz im Anhang.
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Beispielsweise ist Q ein Unterkorper von R und Fg2 ein Unterkérper von Fy (sieche Beispiel

3.3.14).

Wenn K ein Unterkorper von L ist, nennen wir L eine Korpererweiterung von K.

Zusammenfassung von Abschnitt 3.3]

(1) Ein Ring (R, +,-) ist eine Menge mit zwei bindren Verkniipfungen +,-, die gewisse Eigen-
schaften erfiillen miissen.

(2) Ein Ringhomomorphismus ist eine strukturerhaltende Abbildung zwischen Ringen.
(3) Ein Korper ist ein spezieller Ring.
(4) Die additive Gruppe (R, +) ist eine abelsche Gruppe mit der Addition.

(5) Die Einheitengruppe (R,-)* eines Ringes (R,-,-) ist eine Gruppe mit der Multiplikation.

3.4. Der Ring der ganzen Zahlen und seine Quotientenringe

In diesem Kapitel wollen wir den Ring (Z,+,-) der ganzen Zahlen genauer untersuchen. Nur
weil es sehr wenige multiplikativ invertierbare Elemente gibt (genau genommen nur zwei: —1
und 1), heif3t das nicht, dass es nicht doch manchmal méglich ist, eine Zahl durch eine andere
zu teilen:

Lemma 3.4.1 (Division mit Rest). Gegeben a € Z und m €N, so gibt es eindeutige k,r € Z mit
a=mk+r undO<r<m.

Die Zahl r €{0,...,m — 1} nennt man auch den Rest von a modulo m.

Beweis. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung. Nehmen wir an, es gibt
zweil Darstellungen
a=mk+r=ml+s

mit k,r,l,s€ Z und 0 <r,s <m. Dann bedeutet dies:
mk—1)=r—s.

Nehmen wir auf beiden Seiten den Betrag, so ergibt dies:
mlk—=Ill=|r—s|.

Falls |k — | # 0, dann ist die linke Seite dieser Gleichung mindestens m. Da aber r,s € {0,...,m — 1},
ist der Abstand von |r —s| hochstens m — 1. Die rechte Seite der Gleichung ist also héchstens
m —1, also muss |k — | =0 sein, also £ = . Dann ist aber auch |r —s| =0 und r = s. Dies zeigt die
Eindeutigkeit der Darstellung.

Fiir a = 0 konnen wir die Aussage mit vollstdndiger Induktion beweisen: Induktionsanfang
a =0 ist klar: Wir setzen einfach 2 =1 =0.
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Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an,a = mk+r mitr <m-1. Dannista+1=mk+(r+1)
mit 7 +1 < m. Falls r + 1 < m ist, haben wir so eine Darstellung gefunden. Falls r + 1 = m, dann
konnen wir a + 1 schreiben als

a+l=mk+m=m(k+1)+0.

Somit folgt die Aussage fiir alle a € Ny.
Fir a < 0 nutzen wir aus, dass |a| = —a > 0 ist und somit eine Darstellung hat:

—a=mk+r

Es folgt somit
a=m(-k)-r

Falls r =0, ist dies die gewiinschte Darstellung. Falls r € {1,...,m — 1} gilt, dann ist auch m —-r €
{1,...,m -1} und wir bekommen die gewiinschte Darstellung durch

a=m(=k)-r=m(-k)-m+m-r=m(-1-k)+(m-—r). O

Notation 3.4.2 (Teilbarkeitsrelation). Fiir a,m € Z sagen wir m teilt a (oder a ist durch m
teilbar) und schreiben
mla,

wenn es ein k € Z gibt mit a = mk.
Lemma 3.4.3. Die Teilbarkeitsrelation | hat folgende Eigenschaften:
(@) YaeZ:1la.
(b) YVaeZ:(0la < a=0).
(¢c) Ya€eZ:ala.
(d) Ya,b,ceZ:(albund blc) = alc.
(e) Ya,beZ:(alb und bla) < |a| =b]|.

Beweis. (a)
Es sei a € Z gegeben. Dann gilt ¢ = m - 1. Daraus folgt 1|a.

(b)
Es sei a € Z gegeben mit Ola. Dann heif3t das, dass es ein k& € Z gibt mit a =0-&. Also ist a = 0.
Fir die Riickimplikation nehmen wir an, dass a =0 gilt. Dann kénnen wir schreiben:

a=0=0-42,

woraus sofort Ola folgt/™|
(c)

Es sei a € Z gegeben. Da wir a schreiben konnen als
a=a-1,

gilt folglich ala.

10Es ist streng genommen nicht notwendig, hier im Beweis die Zahl 42 zu verwenden.
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(d)

Es seien a,b,c € Z gegeben mit a|b und b|c. Es ist zu zeigen, dass alc.
Aus a|b folgt, dass es ein k € Z gibt mit b = ak. Aus b|c folgt, dass es ein ¢ € Z gibt mit ¢ = b/.
Figen wir nun beides zusammen, erhalten wir:

c=bl=akl=a(k?).

Also gilt alc.

(e)
Es seien a,b € Z. Wir zeigen zwei Implikationen:
R
Angenommen |a| = |b]. Dann unterscheiden sich a und b hochstens durch ihr Vorzeichen. Es
gibt also ein & € {—1,1} mit b = ak und a = bk. Also gilt a|b und bd|a.
, =
Angenommen wir haben: a|b und b|a. Dann bedeutet dies ausgeschrieben, dass es Zahlen %, ¢ €
Z gibt mit

b=ak und a=5b"¢.

Wenn wir diese Aussagen ineinander einsetzen, erhalten wir:
a=bl=akt.
Wenn wir in der Gleichung a = ak¢ alles auf eine Seite bringen, erhalten wir:

a-a(kf)=0
a(l-k0)=0.

In den ganzen Zahlen gilt: Ein Produkt ist 0, falls einer der Faktoren 0 ist (die ganzen Zahlen
sind nullteilerfrei). Somit gilt:
a=0 oder £k¢=1.

Im ersten Fall a = 0 folgt sofort & = ak = 0 und somit ist |a| =0 =|b].
Im zweiten Fall k¢ =1 folgt, dass & (multiplikativ) invertierbar im Ring Z ist und die einzigen
invertierbaren Elemente sind 1 und —1. Also gilt: |k| = 1 und somit

bl = lak| = lal k| =lal-1=al.
O

Bis jetzt haben wir nur die multiplikative Struktur auf den ganzen Zahlen, also das Monoid
(Z,-) untersucht. Nun bringen wir die additive Struktur hinzu:

Definition 3.4.4. Es seien a,b € Z und m € Z gegeben. Wir sagen a und b sind kongruent
modulo m, wenn

ml|(a —b).

Wir schreiben dafiir auch
a=,b oder a=b(modm).

Bemerkung 3.4.5. Fir m =0 gilt: (e =g b) < a =b.
Fir m=1gilt: Va,beZ:a=,>5b.
Fir m e Nist a =, b gleichbedeutend damit, dass a und b den gleichen Rest modulo m haben.

83



3. Algebraische Strukturen

Die in Definition [3.4.4] eingefithrte Kongruenz-Relation ist ein Beispiel fiir ein viel allgemei-
neres Konzept:

Definition 3.4.6. Es sei X eine Menge.

(a) Eine Teilmenge ~S X x X nennt man eine Relation auf X. Falls ein Paar (x,y) zur Teil-
menge ~ gehoren, schreibt man auch x ~ y anstelle (x,y) €~.

(b) Eine Relation ~ auf X heif3t reflexiv, falls Vx € X : x ~ x.
(c) Eine Relation ~ auf X heilt symmetrisch, falls Vx,ye X :x ~y = y ~x.
(d) Eine Relation ~ auf X heif3t transitiv, falls Vx,y,ze X :(x ~yund y ~2) = x ~ z.

(e) Eine Relation ~ auf X heit Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv ist.

(f) Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X und es sei x € X. Dann heif}t
[x].:={yeX |x~y}
die Aquivalenzklasse von x modulo ~.

Bemerkung 3.4.7. Die Teilbarkeitsrelation | auf Z (siehe Notation|3.4.2) ist reflexiv und transi-
tiv (siche Lemma [3.4.3), aber nicht symmetrisch und somit keine Aquivalenzrelation. Dasselbe
gilt fiir die gewohnliche Ordnungsrelation < auf R.

Lemma 3.4.8. Es sei m € Z. Dann ist die Kongruenz modulo m eine Aquivalenzrelation auf der
Menge 7.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass =, reflexiv ist:
Es sei a € Z. Dann gilt
a-a=0=m-0.

Also gilt: m|(a —a) und somit a =,, a.
Nun zeigen wir Symmetrie:
Es seien dazu a,b € Z gegeben mit a =,,, b, d.h. m|(a — b). Ausgeschrieben bedeutet dies, dass es
ein k € Z gibt mit
a—b=mk,

woraus sofort

b—a=m(-k)

folgt. Da —k € Z ist, gilt damit m|(b — a) und somit b =,, a, was zu zeigen war.

Als Letztes zeigen wir Transitivitat: Es seien a,b,c € Z gegeben mit a =, b und b =, ¢. Wir
miissen zeigen, dass a =, c gilt.

Aus den Voraussetzungen folgt, dass es %,/ € Z gibt mit

a-b=mk und c-b=m/t.
Dies kénnen wir nun zusammensetzen zu:
a—-c=(a-b)+(b-c)=mk+ml=m(k+7).

Also gilt m|(a — ¢) und somit a =, c. O
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Beispiel 3.4.9. Es sei q : X — @ eine Abbildung zwischen beliebigen Mengen X und . Dann
ist die Relation ~, auf X definiert durch

(x~q y): = q(x)=q(y)
eine Aquivalenzrelation auf X.

In gewisser Weise entsteht jede Aquivalenzrelation auf diese Weise: Wann immer wir eine
Aquivalenzrelation auf einer Menge haben, konnen wir alle Elementen identifizieren, die be-
ziiglich dieser Relation dquivalent sind und erhalten somit eine neue Menge, in der nicht mehr
zwischen Elementen unterschieden wird, die vorher dquivalent waren. Diese Idee werden wir
nun formalisieren:

Satz 3.4.10 (Quotientenmengen und Quotientenabbildungen). Es sei ~ eine Aquivalenzrelation
aufeiner Menge X. Dann gibt es eine Menge X/ ~ (genannt Quotientenmenge oder Faktormenge)
und eine surjektive Abbildung q : X — X/ ~ (genannt Quotientenabbildung), sodass Vx,y € X :
x~y &= qx)=q(y)

Beweis. Wir definieren: X/ ~:= {[x]- | x € X} € &?(X) die Menge aller Aquivalenzklassen von Ele-
menten in x.
Die Abbildung
g:X—->X/~, x—Ix].,

die jedem Element aus X seine Aquivalenzklasse zuordnen, ist per Konstruktion surjektiv. Es
bleibt zu zeigen: Vx,ye X :x ~y < [x]. =[y]~.
L=
Wir nehmen zwei Elemente x,y € X mit [x]. = [y]l. und wollen zeigen, dass x ~ y gilt. Weil ~
reflexiv ist, gilt ¥ ~ y. Nach Definition von [y]. bedeutet dies, dass y € [y].. Da wir nun aber
[x]- = [y]. vorausgesetzt haben, gilt demnach auch y € [x]. und demnach x ~ y, was zu zeigen
war.
, =
Wir nehmen an, x ~ y und miissen zeigen, dass [x]. = [y].. Da dies eine Gleichheit von zwei
Mengen ist, werden wir zwei Mengeninklusionen beweisen: Es sei z € [x]. gegeben. Wir wollen
zeigen, dass z € [y].-.

Aus x ~ y und der Tatsache, dass ~ symmetrisch ist, folgt y ~ x. Aus z € [x]~ folgt nun, dass
x ~ z. Kombinieren dieser beiden Aussagen mit der Transitivitat von ~ ergibt dann y ~ z und
somit z € [y]~.

Die andere Mengeninklusion geht analog: z € [y]. ergibt y ~ z, was zusammen mit x ~ y und
der Transitivitiat von ~ schlieflich x ~ z und somit z € [x]. ergibt.

Also sind die beiden Mengen [x]. =[y]- gleich und dies endet den Beweis. O

Kommen wir nun zuriick zum Ring der ganzen Zahlen. Fiir jedes m € Z ist =, eine Aquiva-
lenzrelation auf Z und wir kénnen die Quotientenmenge betrachten. Da fiir negative m keine
neue Aquivalenzrelationen entstehen, beschrinken wir uns im Folgenden auf m € Ny:

Definition 3.4.11. Es sei m € Ny. Dann definieren wir mit
ZimZ =7/ =,

die Menge aller Aquivalenzklassen modulo m.
Andere Notationen, die in der Literatur zu finden sind, sind: Z/,,7 = 72/, = Z,,.
Die Aquivalenzklasse von x modulo m schreiben wir auch als [x],, := [x]=,,.
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Satz 3.4.12. Es sei m € Ng. Dann gibt es auf der Quotientenmenge Z/mZ genau eine Ringstruk-
tur, sodass die Quotientenabbildung

q:Z—7ZimZ, x~Ixln,

zu einem Ringhomomorphismus wird.
Fiir [x]y,[yln, € Z/imZ gilt dann [x],;, +[y], =[x+ y]m, und [x]y - [y]n = [x-¥]m. Das Einselement
ist [11,,, das Nullelement ist [0],,.

Beweis. Die Quotientenabbildung q : Z — Z/m7 ist surjektiv. Es ist also jedes Element in Z/mZ
von der Form [x],, fiir ein (eventuell nicht eindeutiges) x € Z.

Wenn also eine Ringstruktur (Z/mZ, +,-) existiert, sodass ¢ ein Ringhomomorphismus wird,
dann heif3it das, dass fiir [x],,,[y]n,€ Z/mZ die Formeln [x],, + [yl = [x + y];, und [x],, - [y]n =
[x-y], gelten. Somit ist die Ringstruktur eindeutig bestimmt durch die Ringstruktur auf Z.

Es bleibt also nur die Existenz zu zeigen. Die Idee ist hierbei, dass wir diese Formeln als
Definition nehmen, dass wir also definieren:

+:2ImZ xZImZ — ZIm, ([xlyn,[y]n)— [x+ 3]s

und
< ZimZxZImZ —Z/m, ([x1n,[y]n)— [x-y]n.

Die Frage ist nun: Sind diese Abbildungen wohldefiniert?

Wohldefiniert bedeutet hierbei: Wird wirklich jedem Element im Definitionsbereich Z/mZ x
Z/mZ genau ein Element im Zielbereich Z/mZ zugeordnet?

Da die Quotientenabbildung surjektiv ist, kann man jedes Element in Z/mZx7Z/mZ7 als ([x],,,[y1x»)
fiir x,y € Z schreiben. Da diese Darstellung aber nicht eindeutig ist (die Quotientenabbildung
wird im Allgemeinen (fast nie) nicht injektiv sein), bleibt die Frage, ob das Ergebnis [x + y]l,,,
bzw. [x-y]l,, von dieser Darstellung abhéngig ist oder nicht. Wir werden nun zeigen, dass sowohl
die Addition als auch die Multiplikation auf Z/mZ wohldefiniert ist:

Wohldefiniertheit der Addition:

Nehmen wir an, ein Element im Definitionsbereich von + : Z/mZ x Z/mZ — Z/m hat zwei Dar-
stellungen, also
(Tx11m, [y11m) = (x2lm, [y2lm)  mit x1,y1,%2,¥2 € Z.

Dann wollen wir zeigen, dass [x1 + y11, = [x2 + y21,, ist.

Aus ([x1]m,[y1]m) = (x2]m, [y2]n) folgt, dass [x1], = [x2]y und [y1l, = [y2ly,. Mit Satz [3.4.10
folgt nun, dass x1 =, x2 und y1 =, ys ist, was gleichbedeutend ist mit

ml(x1—x2) und m|(y1—y2).
Also gibt es Zahlen %,/ € Z mit
x1—x9=mk und y;—ys=ml.

Addieren ergibt dann
(x1+y1) = (x2+y2) =m(k +1).

Also ist (x1 + y1) — (xg + y2) durch m teilbar, es gilt also x1 + y1 =, 22 + y2 und somit schlief3lich
[x1 + y1]lm = [x2 + y2ln. Die Addition ist also wohldefiniert.
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Wohldefiniertheit der Multiplikation:
Nehmen wir wieder an, ein Element im Definitionsbereich von - : Z/mZ x Z/mZ — Z/m hat zwei
Darstellungen, also

([x11m, [y1]m) = (Lx2lm, [y2lm)  mit x1,y1,%2,y2 € Z.

Wie oben folgt dann, dass Zahlen k,] € Z gibt mit
x1—x2=mk und y;—ys=ml.

Wir wollen nun zeigen, dass x1y1 =5, x2y2 gilt, dass also die Differenz durch m teilbar ist. Dies
geschieht durch den beliebten Trick des ,,geschickten Einfiigens einer Null“:

X1y1 —X2Y2 =X1Y1 —X1y2 tX1Y2 —X2)2
=x1(y1—y2) + (x1 —x2)y2
=y -ml+mk-yy
=m(yil +ky2).

Also teilt die Zahl m die Differenz x1y; — x2y2, woraus x1y1 =, x2y2 und schlieBlich [x1y1], =
[x2y2],, folgt.

Nachweis, dass (Z/mZ,+,-) ein Ring ist:
Wir wissen nun also, dass die bindren Verkniipfungen + und - wohldefiniert sind und dass

qlx+y)=qx)+q(y) und qx-y)=qx) -q(y)

gilt. Da (Z,+,-) ein kommutativer Ring ist, und die Operationen auf Z/mZ durch genau diese
Operationen auf Z eingefiihrt wurden, iibertragen sich sdmtliche Eigenschaften auf Z/mZ. Wir
erhalten, dass Z/mZ ein Ring ist mit dem Einselement ¢(1) =[1]. und dem Nullelement ¢(0) =
[0].. Dies beendet den Beweis. O

Lemma 3.4.13. (a) Falls m =0 ist die Abbildung q : Z — 7/0Z ein Ringisomorphismus, das
heiflt: 7/07 = 7.

(b) Falls m € N ist die Abbildung
b:{0,....m—-1}—-2Z/mZ, r—qx)=I[rl,
eine Bijektion. Also gilt insbesondere |Z/mZ| = m.

Beweis. (a)
Wir wissen bereits, dass q : Z — Z/mZ ein surjektiver Ringhomomorphismus ist. Es bleibt also
nur Injektivitit zu zeigen. Wenn wir also x,y € Z mit g(x) = ¢g(y) betrachten, dann bedeutet dies,
dass x =g y und somit folgt O|(x — y). Nach Lemma folgt damit, dass x —y = 0 und somit
x =y. Das zeigt: ¢ ist injektiv.

(b)
Wir miissen zeigen, dass die Abbildung b :{0,...,m -1} —» Z/mZ, x— q(x) = [x],, bijektiv ist.
Fiir die Surjektivitit nehmen wir uns ein Element in w € Z/mZ. Aus der Surjektivitéit von g
folgt, dass es ein x € Z gibt mit w = [x],,. Nach Lemma konnen wir x schreiben als

x=mk+r und re{0,...,m-1}.
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Also ist [x],,, =[r]; und somit w = q(r).

Fiir die Injektivitidt nehmen wir zwei Elemente r,s € {0,...,m — 1} mit [r],, = [s],,. Dann be-
deutet dies, dass r =, s und somit m|(r —s). Da aber r,s € {0,...,m — 1} kann r — s nur durch m
teilbar sein, wenn r —s = 0 ist, wenn also r = s. O

Bemerkung 3.4.14. Wir sehen also: Fiir jedes m € Nist Z/mZ ein endlicher kommutativer Ring
mit genau m Elementen. Insbesondere sind also

(ZImz,+)

abelsche Gruppen. Es gibt also fiir jede natiirliche Zahl m € N mindestens eine Gruppe mit
genau m Elementen.

Endliche Ringe verhalten sich oft anders als unendliche. Beispielsweise gilt:

Lemma 3.4.15. Es sei R ein endlicher kommutativer Ring mit Or # 1g. Dann sind dquivalent:
(i) R ist ein Korper.
(it) R ist nullteilerfrei, d.h.

Va,beR :(ab=0g) = (a =0g oder b =0g).

Fir unendliche Ringe sind diese beiden Eigenschaften nicht dquivalent, wie der Ring der
ganzen Zahlen zeigt.

Beweis von Lemma[3.4.15]1 Die Implikation ,(i) = (ii)“ gilt auch ohne die Annahme der End-
lichkeit (siehe Bemerkung[3.3.13). Zeigen wir nun ,,(ii) = (i)“:

Nehmen wir an, dass |[R|=q € N.
Wir miissen zeigen, dass R* = R \ {Og}.
Da Og # 1g, bedeutet dies, dass Or nicht invertierbar ist. Das zeigt: ,,.&“.
Es bleibt zu zeigen, dass jedes a € R \ {Og} invertierbar ist. Es sei dazu a € R. Wir betrachten
die TeilmengeEr]
aR={ax|xeR}<R

und die Abbildung

Ag :R—aR, x~— ax.

Wir behaupten nun, dass A, : R — aR injektiv ist. Es sei dazu 1,(x) = 1,(y). Das heif3t:

ax=ay
ax—ay=0
alx—y)=0

Also folgt mit (ii), dass @ = 0 oder x—y = 0. Da aber nach Voraussetzung a # 0 ist, impliziert dies,
dass x = y ist.

Also ist A, : R — aR injektiv und weil die Abbildung offenbar auch surjektiv ist, ist A, eine
Bijektion. Also gilt [aR|=|R| =q.

11Eine solche Teilmenge nennt man auch ein Hauptideal.
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Die endliche Menge R hat ¢ Elemente und die Teilmenge aR hat ebenfalls ¢ Elemente. Dies
ist bei endlichen Mengen nur moéglich, wenn R =aR.

Insbesondere folgt somit, dass aR das Einselement enthilt, also gibt es ein x € R mit ax = 1.
Aus der Kommutativitiat von R folgt dann auch xa = 1 und somit ist a invertierbar. O

Wir méchten nun Lemma [3.4.15| auf unsere neu konstruierten Ringe Z/mZ anwenden und
entscheiden, wann Z/mZ ein Korper ist.
Wir erinnern an den folgenden, wohlbekannten Begriff:

Definition 3.4.16. Eine Zahl p € Z ist eine Primzahl, wenn
p>1 und VmeN:(m|p = (m=1oder m=p)).
Die Bedeutung der Primzahlen liegt in folgendem altbekannten Satz:

Satz 3.4.17 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiirliche Zahl n € N ldsst sich als (end-
liches) Produkt von Primzahlen schreiben. Diese Darstellung ist eindeutig bis auf Umordnung
(Permutation) der Primfaktoren.

Fiir uns wichtiger ist im Moment aber die folgende Aussage:

Lemma 3.4.18 (Lemma von EuklidT_ZI). Es sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir alle a,be Z:
plab) = (pla oder pl|b).

Lemma [3.4.18|folgt leicht aus Satz (man schreibt einfach ab = pk und zerlegt a, b und
k in Primfaktoren. Dann folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung, dass p bereits einer der
Faktoren von a oder b gewesen sein muss).

Fairerweise sollte man aber anmerken, dass man normalerweise Satz (zumindest die
Eindeutigkeit der Zerlegung) mit Hilfe von Lemma beweist (man nimmt an, es géibe
zwei unterschiedliche Darstellungen einer Zahl. Dann gilt fiir jeden Primfaktor in der ersten
Primfaktordarstellung, dass er auch einen der Faktoren der anderen Seite teilen muss). Um hier
also nicht in einen Zirkelschluss zu geraten, miisste man eine der beiden Aussagen beweisen,
ohne die andere zu verwenden. Dies werden wir aber in dieser Veranstaltung nicht tun, weil uns
dies inhaltlich zu weit von der linearen Algebra fortfithren wiirde. Wir verweisen auf andere
Veranstaltungen wie z.B. Einfitlhrung in die Algebra und Zahlentheorie oder praktisch jedes
Buch iiber elementare Zahlentheorie.

Satz 3.4.19. Fiir eine natiirliche Zahl m € N sind dquivalent:
(i) m ist eine Primzahl.
(ii) Der Ring Z/mZ ist ein Korper.

Beweis. (i) = (i1)“

Wenn m eine Primzahl ist, dann gilt, dass m > 1 ist. Das wiederum bedeutet, dass [0],, # [1],
gilt. Nach Lemma gilt, dass |Z/mZ| = m. Also ist Z/mZ insbesondere ein endlicher Ring.
Wir konnen also Lemma (3.4.15| anwenden und erhalten, dass der Ring Z/mZ ein Korper ist,
falls er nullteilerfrei ist. Es sei also

12hach EUKLID VON ALEXANDRIA, griechischer Mathematiker, hat wahrscheinlich im 3. Jahrhundert v. Chr. gelebt
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3. Algebraische Strukturen

Das Produkt auf der linken Seite ist [ab],,. Wir erhalten also die Aussage, das m ein Teiler von
ab ist. Nach (i) ist m eine Primzahl, also folgt mit dem Lemma von Euklid (Lemma|3.4.18), dass
mla oder m|b, was wiederum gleichbedeutend ist mit [a],, = [0],, oder [b],, =[0],,.

Also ist Z/mZ nullteilerfrei und nach Lemma|3.4.15|ein Korper.
L1 = @)«
Da Z/m7 ein Korper ist, gilt insbesondere [0],, #[1],, (sieche Bemerkung|3.3.13)). Also folgt, dass

m > 1 sein muss. Um zu zeigen, dass m eine Primzahl ist, miissen wir annehmen, n|m mit n e N
und folgern, dass n =1 oder n = m ist.

Da n ein Teiler von m ist, gibt es ein k& € Z (was aber auch in N liegen muss, da m,n beide
positiv sind) mit

m=n-k.

Wenn wir nun den Ringhomomorphismus q:Z — Z/mZ, x— [x],, auf diese Gleichung anwen-
den, erhalten wir:

Da m durch m teilbar ist, ist die linke Seite der Gleichung gleich [0],,. Da nach Voraussetzung
(i1) der Ring Z/mZ ein Korper ist und Korper nullteilerfrei sind, folgt somit

1] =[0],, oder [k],, =01,

was nichts anderes bedeutet, als dass m|n oder m|k gilt. Im ersten Falle hei3t das, dass m|n
und n|m und somit gilt [m| = |[n| nach Lemma Da m,n >0, folgt damit n = m.

Nehmen wir nun an, dass m|k. Aus m = nk folgt, dass £|m und somit |m| = |k| nach Lemma
Wieder folgt: m = £ und somit n = 1. Das beendet den Beweis, dass m eine Primzahl
ist. O]

Bemerkung 3.4.20. Wir wissen nun also: Fiir jede Primzahl p gibt es einen Koérper mit p
Elementen, nidmlich Z/pZ. Diese endlichen Korper spielen in der Informatik in der Kodierungs-
theorie und in der Kryptographie eine wesentliche Rolle.

Fiir die Primzahl p = 2 erhalten wir so einen Kérper mit 2 Elementen. Wir haben bereits in
Beispiel einen Korper mit 2 Elementen kennengelernt: Fo und gesehen, dass es — bis auf
Umbenennung der Elemente — keinen anderen Korper mit 2 Elementen geben kann. Es gilt
also: Z/2Z und Fg sind isomorph.

Interessanterweise ist Z/47 nicht isomorph zu F4. Dies sieht man direkt daran, dass [F4 ein
Korper ist, wihrend der Ring 7Z/47 kein Korper ist (weil 4 keine Primzahl ist).

Wir sehen also: Die Korper Z/pZ geben uns viele Beispiele fiir endliche Korper, aber es gibt
auch endliche Korper, die nicht von dieser Form sind.
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Zusammenfassung von Abschnitt 3.4]

(1) Fiir jede Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge X gibt es eine Quotientenmenge X/ ~ und
eine Quotientenabbildung ¢ : X — X/ ~.

(2) Fiir jedes m e Nist Z/mZ ein endlicher kommutativer Ring mit genau m Elementen.

(3) Fiir jede Primzahl p ist Z/mZ sogar ein Korper, aber nicht jeder endliche Korper ist von
dieser Form (Beispiel F4).

(4) Fir endliche kommutative Ringe mit 1 # 0 ist die Eigenschaft, ein Korper zu sein dquivalent
zu Nullteilerfreiheit.

3.5. Der Korper der komplexen Zahlen

Der Korper der rationalen Zahlen (Q, +,-) ist ein Unterkérper von R, d.h. mit den Grundrechen-
arten Addition, Multiplikation sowie deren Umkehrungen Subtraktion und Division kann man
die rationalen Zahlen nicht verlassen. Alle Ausdriicke, die nur mit den Grundrechenarten aus
rationalen Zahlen aufgebaut werden, sind selbst rationale Zahlen.

Dies ist fur die lineare Algebra besonders wichtig, da dies bedeutet, dass alles, was wir fir
lineare Gleichungssysteme und Matrizen mit reellen Koeffizienten bzw. Eintragen gilt, analog
auch fiir rationale Eintrége gelten muss, da wir immer nur die Rechenregeln verwendet haben,
die in jedem Korper, also auch in Q gelten.

Sobald man nicht-lineare Algebra betreibt, sieht die Sache anders aus:

Die Gleichung x? = 2 hat — obwohl alle Koeffizienten aus Q sind, keine Losung in Q, denn in
den rationalen Zahlen gibt es keine Zahl, die quadriert 2 ergibt. In den reellen Zahlen R gibt
es nun Losungen fiir die nichtlineare Gleichung, namlich —v/2 und v/2. Wir sehen also: Durch
Ubergang zu einer Kérpererweiterung von @ sind nun plétzlich Gleichungen l6sbar, die vorher
nicht l6sbar waren.

Nun kann man sich zwei Dinge fragen: Erstens: Gibt es auch noch Koérper ,zwischen“ Q und
R?

Die Antwort darauf ist Ja. Man kann beispielsweise die Menge L := {a + BV2 | a,p € Q} be-
trachten. Dann kann man zeigen: Dies ist echter Unterkérper von R, der wiederum eine Kor-
pererweiterung von Q ist: Q C L C R. In diesem so konstruieren Kérper ist dann die Gleichung
x2 = 2 losbar — allerdings sind dhnliche Gleichungen wie x2 = 3 immer noch nicht lésbar.

Es gibt aber noch eine zweite Frage: Sind in R denn nun alle Gleichungen dieser Art losbar?

Die Antwort hierauf ist leider: Nein.

Lemma 3.5.1. Die Gleichung
x2=-1

hat im Korper der reellen Zahlen keine Losung.

Beweis. Es seix €R. Dann ist x > 0 oder x <0 oder x = 0.
Falls x > 0 ist, dann ist % = x - x > 0 und somit nicht gleich (-1).
Falls x < 0 ist, dann ist —x > 0 und somit x? = (—x) - (—x) > 0 und somit nicht gleich (-1).
Falls x = 0 ist, dann ist x2 = 0 und auch nicht gleich (—1). O
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Die Frage ist nun: Gibt es eine Korpererweiterung K von R, in der es ein Element i € K gibt

mit

i2=-1?
Bevor wir die Frage beantworten, ob es eine solche Korpererweiterung gibt, nehmen wir einmal
an, es gibe sie.

Genau genommen nehmen wir also an, es gibt einen Korper (K, +,-), der R < K als Unterkor-
per enthilt, aber in dem es ein Element i € K gibt mit i2 = —1. Historisch war das der Ansatz,
der lange Zeit verfolgt wurde. Man hat einfach mit diesem i (oft auch als v/—1 notiert) gerechnet
und sich nicht wirklich darum gekiimmert, ob ein solcher Korper tiberhaupt ,,existiert‘@

Wir kénnen nun also beliebige Ausdriicke aus reellen Zahlen und diesem neuen Element :
bilden, wie z.B.

13i* - 5i® + 12i% - 6i+5
und die uiblichen Koérperregeln verwenden, wie Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und das
Distributivgesetz.

Da aber nach Voraussetzung i? = —1 gilt, konnen wir den obigen Ausdruck folgendermafen

umformen:

18i*—5i3 +12i2 +6i+5 = 13i%-i —5i2-i+ 1212 +6i+5 = 13(=1)(-=1)=5(=1)i+ 12(~1) +6i+5 = 6+ 11i.
Es sieht so aus, als lief3e sich 6 + 11i nicht weiter vereinfachen.

Lemma 3.5.2. Es sei K eine Korpererweiterung von R und sei i € K mit i2 = —1. Wenn sich ein
Element z € K schreiben lasst als z=a +1b mit a,b € R, dann ist diese Darstellung eindeutig.

Insbesondere gilt also
(a+1b=0) < (a=0und b=0).

Beweis. Angenommen es gibt zwei unterschiedliche Darstellungen
z=a+ib=x+iy mita,b,x,yeR.

Dann miissen wir zeigen, dass a =x und b = y.
Wir beginnen mit der Gleichung a +ib = x +1iy und formen sie wie folgt um:

a+ib=x+1iy
a—x=1y—1ib
a—x=1i(y—b)
(@-x)?=i%(y-b)?
(@—x)%=(-1)(y-b)>

Die linke Seite der Gleichung ist nun das Quadrat einer reellen Zahl und somit grofer oder
gleich 0. Die rechte Seite ist (—1) mal das Quadrat einer reellen Zahl und somit kleiner oder
gleich 0. Die einzige Moglichkeit, wie die beiden Seiten also wirklich gleich sein konnen, ist
wenn beide Seiten gleich 0 sind.

Also ist (a—x)? =0 und (b - y)? = 0, woraus (weil Korper nullteilerfrei sind) folgt, dass a—x =0
und b -y =0.

Das zeigt: a =x und b = y. O

13 Auch war das Konzept eines Korpers natiirlich noch lange nicht vorhanden.
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Lemma 3.5.3. Es sei K eine Korpererweiterung von R und sei i € K mit i2 = —1. Die Menge
{a +1b | a,b € R} ist ein Unterkiorper von K. Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir z1 = a1 +ib1
und z9 =ag +1ibg:

(a) (a1 +ib1)+(a2 +ibg) = (al +a2)+i(b1 + bg).
(b) (a1+ib1)—(ag +ibg) = (a1 —ag) +i(b1 —by2).

(c) (a1+ib1)-(ag+ibg) =(a1a2 —b1b2) +i(a1ba +agbq).

i : 7., 1 a—ib _a-ib _ _a . —-p
(d) Fiir a+ib #0 gilt: =5 = Gripve=®) = 22357 = 2457 T1° .

Beweis. Die Aussagen (a) und (b) folgen direkt aus den Korperaxiomen und den in allen Kor-
pern giiltigen Rechenregeln.

Aussage (c) ist eine einfache Anwendung des Distributivgesetzes (Ausmultiplizieren) und an-
schlieBender Verwendung von i = —1.

SchlieBlich folgt auch (d) direkt aus den allgemeingiiltigen Rechenregeln. Der einzige Schritt,
der gerechtfertigt werden miisste, ist dass man mit a —ib erweitern darf, d.h. dass a —ib # 0.
Dies folgt allerdings aus a +1b # 0 und Lemma[3.5.2 O

Wenn es also eine Korpererweiterung K von R gibt mit einem Element i € K, das quadriert
(—1) ergibt, dann gibt es einen kleinsten mit dieser Eigenschaft.

Satz 3.5.4 (Existenz der komplexen Zahlen). Es existiert eine Korpererweiterung C von R, die
ein Element i€ C enthdlt mit

.2

i“=-1

und in dem sich jedes Element z € C eindeutig in der Form
z=a+ib mita,b,eR

schreiben ldsst.
Diese Korpererweiterung nennen wir den Korper der komplexen Zahlen.

Beweis. Mal angenommen, wir wiissten schon, dass der Satz, den wir gerade beweisen wollen,

wahr wire, dann gébe es eine Abbildung zwischen R? und C:

1,1/:|R2—>C, (Z)r—»a+ib.

Diese Abbildung wire eine Bijektion mit ¢~ 1(1) = ((1)) und ¢~ 1) = ((1))

Somit kénnen wir die Menge R? verwenden, um die gesuchte Menge C zu konstruieren.
Wir wissen bereits, dass (R2,+) mit der Vektoraddition eine kommutative Gruppe ist. Wir
definieren die Multiplikation

o R2xR% - R2 a1) (az)) _ (a1a2—bibs
’ ’ b1 ’ by ai1bs+aghq ’
Man sieht sofort, dass ¢ kommutativ ist und durch direktes Nachrechnen sieht man, dass e asso-

1
ziativ ist. Das Element 1¢ := ( ) ist ein neutrales Element fiir », sodass (R?, ¢) ein kommutatives

0
Monoid wird.
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Das Distributivgesetz gilt auch (nachrechnen!), und somit ist (R?, +, ¢) ein kommutativer Ring.

0
Wenn wir nun i:= ( 1) setzen, sieht man, dass

rcemafoof}--{)-()

und dass

a

Jedes Element ( b

) =alc+bi# (g) ist invertierbar, weil

(o) (e ) () 22)

_a __p._=b_
— (a a?+b? b a2+b2)
a

)
@ 2ipe +b- a?+b?
a®+b? 1
I w20 N R
= | dbZab —(0)—10
a?+b2

0 1
Somit ist C := (R?, +, ») ein Kérper mit Nullelement ( ) und Einselement 1¢ = ( O)'

0
Die folgende Abbildung ist ein injektiver Ring-Homomorphismus, wie man leicht nachrech-
net:

®:R—C, aHalq;:(g).

Also ist das ®(R) ein Unterring von C isomorph zu R. Es ist daher moglich, die Notation zu
vereinfachen und R mit dem Bild unter dieser Einbettung zu identifizieren.

Somit kénnen wir von nun an annehmen, dass R € C ein Unterring (sogar ein Unterkorper)
ist. Das beendet den Beweis. O

Bemerkung 3.5.5. Es gibt neben der Konstruktion C := R auch noch andere Moglichkeiten,
Satz zu beweisen: Beispielsweise kann man sich folgenden Ring ansehen (siehe Beispiel

o-(5 7

a,,Be[R{}

Dies ist ein Unterring von R2*? und somit ein Ring. Wir definieren
0 -1
I:= ( 1 0 ) eC

und stellen fest, dass jede Matrix Z € C sich eindeutig schreiben lisst als
Z=als+BI.

Hieraus folgt direkt, dass der Ring C kommutativ ist (obwohl der groBere Ring R2*2 nicht
kommutativ ist). AuBBerdem ist I -1 = —15 (direktes Nachrechnen).
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Nun bleibt nur noch zu sehen, dass jedes Z = alg + I € C invertierbar ist, weil

1

T _
2rpl Tl

Also ist C ein Korper.
Wieder konnen wir R in C als Unterkorper einbetten tiber

O:R—C, a—als.

Auf diese Weise erhalten wir ein anderes, aber d4quivalentes Modell der komplexen Zahlen.

Eine noch andere Moglichkeit, die komplexen Zahlen zu konstruieren, ist als Quotientenring
eines Polynomrings, aber dazu vielleicht spater mehr. ...

Wichtig an dieser Stelle ist nur, dass es unwesentlich ist, wie genau man die komplexen
Zahlen konstruiert, solange man weil3, wie man mit ihnen rechnet. Dasselbe Konzept haben wir
auch schon bei den reellen Zahlen angewendet: Auch hier haben wir nie die Frage gestellt, was
eine reelle Zahl ist. Wichtig ist nur, was man auf der Menge der reellen Zahlen fiir Strukturen
hat.

Wie man konkret die reellen Zahlen konstruiert, ist nebenséchlich.

Notation 3.5.6. Jede komplexe Zahl z € C hat eine eindeutige Darstellung als z = a +1b mit
a,b € R. Die Zahl a nennen wir den Realteil von z und schreiben Rez = a. Die Zahl b nennen wir
den Imagindrteil von z und schreiben Imz = b.

Jede komplexe Zahl z = a+ib konnen wir geometrisch mit einem Punkt in einem 2-dimensionalen
Koordinatensystem identifizieren. Die Menge C mit dieser geometrischen Interpretation nennt
man auch die GauBscheFE] Zahlenebene. Die x-Achse entspricht der Menge R und heifit dann
auch die reelle Achse. Die y-Achse entspricht der Menge iR = {ib | b € R}, genannt die imagindre
Achse. Komplexe Zahlen der Form ib nennt man auch imagindre Zahlen.

Zu jeder komplexen Zahl z = a +1b definieren wir die konjugiert komplexe Zahl

z:=a-1ib

In der GauBlschen Zahlenebene entspricht dies der Spiegelung an der x-Achse (der reellen Ach-
se).

Das Produkt 2z = (a +ib)(a —ib) = a® —i2b2 = a2 + b2 ist immer reell und nichtnegativ. Somit
kann man daraus die (gewéhnliche reelle) Quadratwurzel ziehen und erhélt dadurch den Betrag

|z|=\/5=\/a2+b2.

Geometrisch gibt der Betrag |z| den Abstand von z zum Ursprung (also zur komplexen Zahl 0)
an. Dies ist eine Verallgemeinerung des reellen Betrags, weil fiir x € R gilt:

|x|=\/ﬁ=\/x_={x firx=0

-x furx<0.
Die Menge aller komplexen Zahlen mit Betrag 1 ist der Einheitskreis
Sti={zeCllzl=1}

in der Gauf3schen Zahlenebene.

4penannt nach demselben GAUSS, den wir schon vom GauB-Algorithmus kennen.
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Lemma 3.5.7. Die gerade eingefiihrten geometrischen Begriffe haben folgende algebraische Ei-
genschaften:

(a) Die Abbildungen Re:C — R und Im : C — R sind Gruppenhomomorphismen beziiglich der
additiven Gruppen (C,+) und (R, +). Sie sind aber keine Ringhomomorphismen.

(b) Die Menge der imagindren Zahlen iR ist eine Untergruppe von (C,+), aber kein Unterring.

(¢) Die Konjugationsabbildung C — C, z— Zz ist ein Korperautomorphismus (also ein Ring-
automorphismus auf einem Korper).

(d) Die Betragsabbildung C — [0,+00), z— |z|ist multiplikativ und wird eingeschrankt auf
C* zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus

(C*,) = (0,+00),"), 2z~ Izl

Der Kern dieses Gruppenhomomorphismus ist der Einheitskreis ST < C*. Also ist S ins-
besondere eine Untergruppe der Gruppe (C*).

Beweis. (a)
Es seien z1 = a1 +ib; und z3 = ag +1ibg gegeben. Dann gilt

Re(21 +22) = Re(a1 +ib1 + a9 +ibz) = Re((a1 +a2)+i(b1 + bz)) =a1+tag= Re(zl) +Re(22).
Dann gilt
Im(21 +22) = Im(a1 +ib1 + a9 +ibz) = Im((a1 +a2)+i(b1 + bz)) = b1 + bg = Im(21)+ Im(ZQ).

(b)
Die Menge iR ist der Kern des Gruppenhomomorphismus Re : C — R und somit eine Untergrup-
pe. Dai€iR liegt, aberi-i= i2 = —1 nicht, ist iR kein Unterring.

()

Wenn wir die Konjugationsabbildung
k:C—C, z=a+ib—z=a-1ib

mit sich selbst verketten, erhalten wir fiir alle z=a +1b € C:

(kox)a+ib)=a +ib =a—1b =a +1b.

Somit gilt k ox = id¢ und somit ist x bijektiv mit Umkehrabbildung x ! = «.

Es bleibt zu zeigen, dass x ein Ringhomomorphismus ist. Da x alle reellen Zahlen festhilt
(also «(t) = t fiir alle ¢ € R), wird insbesondere 1 auf 1 abgebildet. Es bleibt zu zeigen, dass x die
Addition und die Multiplikation erhalt.

Es seien z1 = a7 +ib1 und z9 = ag +1bg gegeben. Dann gilt

K(Zl +22) = (al +ib1)+(a2 +ibg)

=(a1+ag)+i(b1+b9)
=(a1+ag)—i(b1+b9)

=(a1—1ib1)+(ag—ib2)

=ai +ib1 +a9 +ibz

= K(21)+K(Z2).
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Es bleibt nun zu zeigen, dass x(z1 -z2) = x(21) - k(22). Wir vereinfachen die linke Seite der zu
zeigenden Gleichung:

k(z1-22) = (a1 +ib1)-(ag +ib2)

=(a1a9 +ia1b2 +ibla2 +i2blbz

=(a1az—b1by)+i(a1ba+bias)
=(a1a2—b1bg)—ila1ba+bias)
=(a1a2—-b1b)+i(—a1ba —bias).

Und nun die rechte Seite:

x(z1)-x(z9) = a1 +1b1-ag +1ibs
=(a1—-1b1)-(ag2 —ib2)
=ajag—ia1bs —ibiag —iZb1bs

=(a1ag—b1b2)+i(—a1b2 —b1as).

Dies beendet den Beweis, dass die Konjugationsabbildung ein Korperautomorphismus ist.
(d)
Nun zeigen wir, dass die komplexe Betragsfunktion multiplikativ ist: Gegeben seien z,w € C.
Dann gilt
lzwl? = (zw)zw) = z w Z W = (22)ww) = |2I* lw|* = (2] [w])?.

Da sowohl |zw]| als auch |z||w| reell und nichtnegativ sind, wissen wir, dass Quadrieren bijektiv
ist und somit gilt:
lzw| = |z| |w]. O

Es gibt noch einen weiteren wichtigen Gruppenhomomorphismus, der immer auftaucht, wenn
man mit den komplexen Zahlen arbeitet. Fiir die konkrete Konstruktion, sowie fiir den Nach-
weis der Gruppenhomomorphismuseigenschaft verweisen wir auf die Analysis- bzw. HM1-Vorlesung:

Notation 3.5.8. Die komplexe Exponentialfunktion

P

k!

)

exp:C—C", z—e®:=
k

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe (C, +) in die multiplika-
tive Gruppe (C*,-). Konkret bedeutet dies, dass fiir z,w € C gilt:

exp(z + w) = exp(z) - exp(w),
was sich auch suggestiv als e**% = e? - e¥ schreiben léisstE]

Es gilt |exp(z)| = exp(Re z) und insbesondere |exp(it)| = exp(Re(it)) = exp(0) = 1, also ist exp(it) €
St

15Man sollte sich aber klarmachen, dass diese Schreibweise e? keine Potenz im Sinne von hintereinander durchge-
fithrter Multiplikation (Notation[3.1.12) ist, da wir hier Exponenten erlauben, die keine ganzen Zahlen sein miis-
sen. Aufpassen muss man auch, dass manche Potenzgesetze hier nicht mehr gelten, beispielsweise ist (e?)¥ = e*¥
eventuell nicht korrekt, bzw. eventuell nicht mal definiert.
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Wenn wir also nur imaginére Zahlen in exp einsetzen, erhalten wir nur Zahlen auf dem Ein-
heitskreis. Dies ergibt einen neuen Gruppenhomomorphismus:

¢:(R,+)—(S1,)c(C",), t—e

Fiir ¢ > 0 kann man die Zahl ¢(¢) = e'! geometrisch interpretieren als den Punkt auf dem Kreis,
den man erhélt, wenn man am Punkt 1 auf der reellen Achse anfingt und dann gegen den
Uhrzeigersinn solange auf der Kreislinie 14uft, bis man den Weg ¢ zuriickgelegt hat (oder dqui-
valent: den Winkel ¢ im Bogenmafl). Fiir ¢ < 0 geht man entsprechend im Uhrzeigersinn. Die
Eulersche Forme besag@
e’ = cos(¢) +isin(z).

Der Homomorphismus ¢ ist surjektiv, was heillt, dass jede komplexe Zahl z mit Betrag 1 von
der Form e’ fiir ein ¢ € R ist.

Der Homomorphismus ¢ ist aber nicht injektiv, weil z.B. ¢(27) = p(471) = ¢(0) = 1. Allgemeiner
gilt:

kerop =217 ={2nk |k € Z}.

Bemerkung 3.5.9 (Einheitswurzeln in C). Es sei m € N.

* Die Menge C,, :={z € C | 2™ = 1} ist eine Untergruppe von (S1,-) € (C*,-) mit m Elementen.
Die Elemente heillen m-te komplexe Einheitswurzeln. Geometrisch liegen die Elemente
von C,, auf den Ecken eines regelméfBigen m-Ecks (fiir m = 3).

¢ Die Gruppe (Cj,,-) ist isomorph zur additiven Gruppe (Z/mZ,+) mittels des folgenden
Gruppenisomorphismus:

2
(ZImZ,+)—C,y, [kl — exp (ik —”) .
m

Wir wissen nun also: C ist eine Kérpererweiterung von R und in C hat die Gleichung x% = -1
eine Losung. Genau genommen gibt es sogar zwei Losungen:

2

x2=-1 = x2

=i &= 2?20 = (x-Dx+i)=0.
Da C ein Korper ist und Koérper nullteilerfrei sind, gilt: x —i =0 oder x +1i= 0. Es gibt also zwei
Losungen: x =1 oder x = —i.

Dies war relativ viel Aufwand, nur um eine einzige in R unlésbare Gleichung l6sen zu kon-
nen. Wir haben dann aber gesehen, dass auch viele andere Gleichungen in C lésbar sind (siehe
Proposition [3.5.9). Es stellt sich nun die Frage: Gibt es Gleichungen, die man mit den Grundre-
chenarten in C formulieren kann, die man aber in C nicht 16sen kann? Die verbliffende Antwort
gibt der folgende berithmte Satz:

Satz 3.5.10 (Fundamentalsatz der Algebra). Es sei p(X) =ag+a1X +---+ap X" ein Polynom
mit komplexen Koeffizienten a; € C und aj # 0 vom Grad k € N. Dann gibt es immer eine Losung
zeC mit

p(2)=0.

16 pach LEONHARD EULER, Schweizer Mathematiker, 1707-1783

17Je nachdem wie man die Analysis aufzieht, kann man die Eulersche Formel benutzen, um eit zu definieren, wenn
man Sinus und Kosinus als bekannt voraussetzt oder man man kann Kosinus und Sinus als Real- bzw. Imagi-
niirteil von e’ definieren.
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Ferner ist es sogar maoglich, das Polynom in Linearfaktoren zu zerlegen, d.h. es gibt komplexe
Zahlen z1,...,2, € C mit
p(X)=ap(X —21)(X —29)--- (X —2zp).

Dieser Satz wird normalerweise mit Mitteln der Analysis oder der Topologie bewiesen und ist
somit streng genommen kein Satz der Algebra. Auch wenn die Konstruktion von C aus R eine
rein algebraische ist, so ist die Konstruktion des Korpers der reellen Zahlen selbst nicht alge-
braisch, d.h. um eine solche Aussage tiber C zu verwenden, muss man nichttriviale analytische
oder topologische Aussagen von R verwenden, wie den Zwischenwertsatz oder die Aussage, dass
stetige Funktionen auf kompakten Mengen Maxima und Minima anwenden.

Definition 3.5.11 (Algebraisch abgeschlossen). Ein Korper K heille algebraisch abgeschlossen,
wenn jedes nichtkonstante Polynon‘F_g] mit Koeffizienten aus K mindestens eine Nullstelle in K
hat.

Somit kann man den Fundamentalsatz der Algebra auch kiirzer formulieren:
Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.
Wir werden uns in Kapitel noch ausfiihrlicher mit Polynomen beschéftigen.

Zusammenfassung von Abschnitt 3.5|

(1) Der Koérper der komplexen Zahlen C ist eine Koérpererweiterung von R. Es gibt ein Element
ieCmiti%=-1.

(2) Jede komplexe Zahl z € C lasst sich eindeutig als z = a +1b schreiben mit reellen Zahlen a, b,
die Realteil und Imaginérteil genannt werden.

(3) Die Gaullsche Zahlenebene ist eine geometrische Darstellung der komplexen Zahlen.

(4) Der Betrag |z| gibt den Abstand von z zur 0 an. Die komplexe Konjugation ist ein Korper-
automorphismus von C.

(5) Es gilt der Fundamentalsatz der Algebra: Jedes nicht konstante komplexe Polynom hat eine
komplexe Nullstelle.

183iehe Definition fiir eine Definition, was ein Polynom eigentlich ist.

99






4. Vektorraume und lineare Abbildungen

4.1. Grundlegendes zu Vektorrdaumen und linearen Abbildungen

In Kapitel [2|haben wir untersucht, wie man lineare Gleichungssysteme mit reellen Koeffizien-
ten losen kann. Wir haben gelernt, dass die Losungsmenge immer ein affiner Unterraum von
R” ist und im Fall eines homogenen linearen Gleichungssystems sogar ein Untervektorraum
von R".

Wie Sie sich leicht iiberzeugen konnen, konnen Sie jedes Vorkommen von R im Kapitel
durch einen beliebigen Korper K ersetzen und alles bleibt wahr. In allen Beweisen haben wir
nur die Koérpereigenschaften benutziﬂ

Auch der Gauf3-Algorithmus lasst sich iiber jedem Korper (z.B. iiber K = Fo,F4,Z/pZ,Q,C)
durchfiithren — sofern bekannt ist, wie in diesem konkreten Kérper Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division funktionieren.

Wir kénnen also nun mit Spaltenvektoren im K” rechnen und hier Untervektorrdume, Di-
mensionen und Basen studieren. Wir gehen nun aber noch einen Schritt weiter und verallge-
meinern das Konzept eines Vektors noch weiter.

Wir haben gesehen: Das entscheidende, was man mit Spaltenvektoren tun kann ist, sie zu
addieren und mit Skalaren aus dem Grundkorper zu multiplizieren. Dies fiihrt uns nun zu der
folgenden Definition:

Definition 4.1.1 (Vektorraum iiber K). Es sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum (V,+,-) ist eine
Menge V zusammen mit zwei Operationen

+:VxV -V,

genannt Addition und
cKxV -V,

genannt skalare Multiplikation, sodass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

@) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
(i) VieK,v,weV: A-@w+w)=1-v+1-w. (Skalares Distributivgesetz I)
(i) VA ueK,veV: A+w-v=>A-v+pu-v. (Skalares Distributivgesetz II)
iv) VA pueK,veV: A-w-v=A21-(u-v). (Skalares Assoziativgesetz)
) YveV: 1k-v=v. (Wirkung des Einselementes)

Elemente der Menge V heiflen dann auch Vektoren und Elemente aus K nennt man auch Ska-
lare.

Anstelle K-Vektorraum sagt man auch Vektorraum iiber K.

Aullerdem iiblich sind die Bezeichnungen: reeller Vektorraum (falls K = R), komplexer Vektor-
raum (falls K = C) oder rationaler Vektorraum (falls K = Q).

1Und nicht z.B. die Ordnungsrelation auf den reellen Zahlen.

101
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Bemerkung 4.1.2. (a) Die Vektorraumaxiome in Definition sehen dhnlich aus wie die

(b)

(c)

(d)

Ringaxiome (Definition [3.3.1). Ein entscheidender Unterschied ist: In einem Ring (R, +,)
ist die Multiplikation eine bindre Verkniipfung auf der Menge R.

In einem K-Vektorraum haben wir im Allgemeinen keine Mdéglichkeit, zwei Vektoren mit-
einander zu multiplizieren. Alles, was moglich ist, ist einen Vektor mit einem Skalar von
aullen zu multiplizieren (skalieren). Die skalare Multiplikation ist also keine binére Ver-
kniipfung auf V. In diesem Sinne ist das ,skalare Assoziativgesetz“ auch kein ,echtes”
Assoziativgesetz, weil die darin vorkommenden - unterschiedliche Bedeutung haben: 1-u
steht fiir die Multiplikation im Korper (K, +,-), aber p-v steht fiir die skalare Multiplika-
tion, die Teil der Vektorraumstruktur ist.

Es ist wichtig, dass der Begriff ,Vektorraum® nur sinnvoll ist, wenn man dazusagt (oder
es aus dem Kontext klar ist), iiber welchem Koérper man arbeitet. In diesem Sinne unter-
scheiden sich K-Vektorrdume von anderen algebraischen Strukturen, wie Gruppen oder
Halbgruppen.

Eine wichtige Sache, die oft falsch verstanden wird, ist die folgende: Die Angabe des
Grundkorpers K sagt nur aus, aus welcher Menge die Skalare kommen, mit denen die
Vektoren skalar multipliziert werden konnen. Sie sagt nichts dariber aus, wie die Ele-
mente von V aussehen. Wie bei algebraischen Strukturen allgemein iiblich, kénnen die
Elemente aus V beliebige Objekte sein. Beispielsweise ist es moglich, auf der Menge V :=
{Hund, Katze,Maus, Telefon} die Struktur eines Fy-Vektorraums zu definieren. (Wir neh-
men hier an, dass Hund, Katze, Maus und Telefon vier unterschiedliche Objekte sind...)

Die Vektorraumaxiome sind — wie auch schon die Ringaxiome in Definition nicht
minimal. Insbesondere folgt die Kommutativitat der Addition aus den anderen Axiomen.

Beispiel 4.1.3. Es sei K ein beliebiger Korper.

(a)

(b)

(c)
(d)
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Fur m,n e N ist die Menge aller (m x n)-Matrizen mit Eintrdgen aus K
K™ 4.
ein Vektorraum iiber K. Die Definition von Matrixaddition und skalarem Vielfachen
+ KR ) K S K™ und - K x KT KR

aus Definition ubertrigt sich direkt vom Fall K = R auf den eines allgemeinen Kor-
pers. Lemma (bzw. die offensichtliche Verallgemeinerung auf allgemeine Korper K)
sagt uns, dass (K™*" +,) ein K-Vektorraum ist.

Als Spezialfall folgt, dass der Raum der Spaltenvektoren K fiir m € N ein Vektorraum
ist.

Der Korper K = K! = K1*! selbst ist auch ein Beispiel fiir einen K-Vektorraum.

Eine einelementige Menge {0} ist ein K-Vektorraum (es gibt nur genau eine Moglichkeit,
+ und - zu definieren). Hierfiir werden wir die Notation K° benutzen:

KO := {0}.



(e)

®

(2

(h)

)

4.1. Grundlegendes zu Vektorrdumen und linearen Abbildungen

Es sei J eine beliebige Menge und f, g : J — K Funktionen. Dann lassen sich diese Funk-
tionen punktweise addieren und wir erhalten eine neue Funktion :

f+g:d—-K, x— f(x)+g(x).

Ebenso kann man eine Funktion f : J — K punktweise mit der Konstanten A € K multi-
plizieren:
Af i =K, x—A-f(x).
Wir versehen nun
K ={fIf:d ~ K},

die Menge aller K-wertigen Abbildungen mit einer K-Vektorraumstruktur: Die Addition
ist die eben definierte punktweise Addition:

+: K xK =K, (f,e)—f+ag,
die skalare Multiplikation ist die eben definierte Multiplikation mit einer Konstanten:
cKxKT K7, L) — Af.

Dass die K-Vektorraumaxiome erfiillt sind, folgt nun direkt aus der Eigenschaft, dass alle
Operationen punktweise passieren und die Zielmenge K ein K-Vektorraum ist.

Im Spezialfall sei K =R und = R. Dann ist der Raum der Funktionen von R nach R mit
punktweiser Addition und skalarer Multiplikation ein reeller Vektorraum.

Im Spezialfall sei J = N. Dann ist KN die Menge aller Folgen in K. Fiir K = R sind das
also alle reellen Zahlenfolgen, fiir K = C alle komplexen Zahlenfolgen. Diese Vektorrdume
(und vor allem ihre Untervektorrdume) sind fiir die Analysis sehr wichtig.

Anstelle von skalarwertigen Funktionen oder Folgen kann man auch vektorwertige Funk-
tionen oder Folgen untersuchen. Es sei dazu J wieder eine beliebige Menge (z.B. J =N
oder J =R) und V ein K-Vektorraum (z.B. V = K?3). Dann lisst sich die Menge aller V-
wertigen Abbildungen

VI=(fIf:d=V)

mit der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation zu einem Vektorraum ma-
chen. So kann man beispielsweise die Menge aller Folgen mit Werten in R3*4
Vektorraum machen.

Zu einem

Es sei (L,+,-) ein Korper (denken Sie z.B. an L = C). Dann ist die Multiplikation auf L
bekanntermaflen eine bindre Verkniipfung

cLlxL—-L, (z,w)—zw.

Es sei nun K ein Unterkorper von L (oder was das gleiche ist: L eine Korpererweiterung
von K). Dann kénnen wir die Koérpermultiplikation von L x L auf die Teilmenge K x L
einschrinken und erhalten

Jkx K xL—L, (r,w)—rw.

Die Menge . wird mit der gewohnlichen Addition und dieser eingeschrinkten Multiplika-
tion zu einem Vektorraum tiiber K.

Insbesondere kann also C als Vektorraum iiber R angesehen werden (oder R als Vektor-
raum uber Q oder F4 als Vektorraum tiber Fo).
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Der Begriff des Vektorraums iber einem Korper K ist gerade so gewéhlt, dass man nur die
Strukturen (Addition von Vektoren und skalare Vielfache von Vektoren) hat, die man braucht,
um die entsprechenden Begriffsbildungen (wie Dimension, Kern, Basis, affiner Unterraum) de-
finieren zu konnen. Begriffe, die man im R” auch hitte einfithren kénnen, wie der Abstand
zwischen zwei Punkten oder der Winkel zwischen Vektoren lassen sich in dieser Allgemeinheit
nicht definieren und sind deshalb nicht Teil der Definition eines Vektorraums.

Notation 4.1.4. Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, so nennen wir das neutrale Element
der additiven Gruppe (V,+) den Nullvektor und schreiben dafiir Oy oder einfach 0. Das additive
Inverse von v schreiben wir als —v und die Differenz zweier Vektoren v,w € V durch

v—w:=v+(—w).

Beim Rechnen mit Skalaren und Vektoren kénnen wir wegen der Assoziativgesetze in vielen
Ausdriicken auf Klammern verzichten. Fir u,v,w € V schreiben wir z.B. einfach u + v + w statt
(u+v)+w oder u+(v+w). Dariiber hinaus machen wir die tibliche ,Punkt- vor Strichrechnung*-
Konvention, d.h. fir 1 € K und u,v € V schreiben wir Au +v statt (Au)+v.

Lemma 4.1.5. Seien K ein Korper, L eK, V ein K-Vektorraum und veV.
(i) Av =0y < (A =0k) oder (v=0y)).
(i) (-1)v=-v.
Beweis. (i) ,<=“:FiurveV gilt
Oxv = (0K + 0x)v = 0kv + Ov = Oy = Ok v — Ok v = (OKv + OKv) — O v = Ok w.
Analog gilt fur 1 €K, dass
A0y = A0y + 0y) = A0y + A0y = Oy = A0y — A0y = (A0y + A0y) — A0y = AOy.

»,—>"“: Es sei Av =0y, aber A # 0k. Dann hat A ein multiplikatives Inverses A~ und wegen , <"
gilt
Oy = A7 0y = A7 (Av) = (A" N = 1kv =v.

(i1) Mit (i) erhalten wir
W+ (1) =1kv +(-1Kv = Ak + (-1K))v = Ok v = Oy. O
Wie bei Gruppen und Ringen auch definieren wir nun Unterstrukturen:

Definition 4.1.6 (Untervektorraum).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Teilmenge U € V heifit K-Untervektorraum
oder K-linearer Unterraum von V, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Oy eU (U enthilt den Nullvektor)
(i) Yv,weU: v+welU (U ist abgeschlossen unter Addition)
(1) VveU, eK: AveU (U ist abgeschlossen unter Multiplikation mit Skalaren aus K)

Im Falle K = R und V = R" erhalten wir exakt Definition
Wir haben gesehen, dass Untergruppe von Gruppen wieder Gruppen sind und dass Unterrin-
ge von Ringen wieder Ringe sind. Wenig iiberraschend ist also die folgende Aussage:

104



4.1. Grundlegendes zu Vektorrdumen und linearen Abbildungen

Lemma 4.1.7 (Untervektorraume als Vektorrdume). Ist U ein K-Untervektorraum eines K-
Vektorraums V, so wird (U,+,-) selbst ein KVektorraum, wenn wir + und - entsprechend ein-
schrinken.

Beweis. Es sei ein Untervektorraum U von einem K-Vektorraum V gegeben. Zuerst behaupten
wir, dass U eine Untergruppe von (V, +) ist (siehe Definition [3.2.5). Das neutrale Element von
(V,+) ist der Nullvektor und dieser ist nach (i) in U enthalten. Als nichstes miissen wir iiber-
priifen, dass U abgeschlossen unter der Gruppenoperation (in diesem Falle Addition) ist. Dies
ist aber genau Bedingung (ii). Als drittes brauchen wir fiir eine Untergruppe, dass fiir jedes Ele-
ment v € U auch das Inverse bezuglich + in U enthalten ist. Nach Lemma ist das Inverse
—x aber gleich (—1)x und somit nach Bedingung (iii) in U enthalten.

Also ist U eine Untergruppe von (V,+) und somit insbesondere eine Gruppe. Da V ein Vek-
torraum ist, ist die Addition kommutativ und somit ist (V,+) eine abelsche Gruppe.

Wegen (iii) kénnen wir

KxW-W, (1,x)— Ax

definieren. Die Eigenschaften (ii) bis (v) aus Definition folgen direkt aus denen von V. [

Beispiel 4.1.8. (a) Es seien m,n € N natiirliche Zahlen, und A € K™*" eine (m x n)-Matrix mit
Eintragen aus einem Korper K. Dann ist die Losungsmenge des homogenen linearen Glei-
chungssystems:

{xeK" | Ax =0}

ein Untervektorraum von K”. Alle Argumente aus dem reellen Fall iibertragen sich wort-
wortlich.

Spatelﬂ werden wir sehen, dass jeder Untervektorraum von K" auf diese Weise entsteht.

(b) Es sei n e N und K ein Korper. Eine Matrix A € K**" heifle symmetrisch, wenn A" = A. Die
Menge aller symmetrischen Matrizen ist ein Untervektorraum des K-Vektorraums K™*”,
Dies ist leicht zu uiberpriifen mit Hilfe von Lemma das genauso fiir jeden beliebigen
Korper K gilt.

(c) Es sei L eine Korpererweiterung von K (z.B. K=R und L = C oder K = Q und L =R oder
K =Fg und L = F4). Dann ist L ein Vektorraum iiber K (siehe Beispiel i)). Die Menge K
ist dann ein Untervektorraum von .

(d) Die Menge der imaginiren Zahlen iR < C ist ein reeller Untervektorraum von C.

(e) Es sei [a,b] =R ein Intervall (a,b € R;a < b). Der Raum R%?! aller Funktionen von [a,b]
nach R ist ein R-Vektorraum. Die Menge der stetigen Funktionen C([a, b],R) ist ein Unter-
vektorraum. Dasselbe gilt fiir die Menge der differenzierbaren Funktionen oder die Menge
der Riemann-integrierbaren Funktionen von [a,b] nach R.

Diese Beispiele lassen sich entsprechend verallgemeinern auf offene Intervalle als Defini-
tionsbereich oder auch mehrdimensionale (oder gekrimmte) Definitionsbereiche. Beispiels-
weise ist die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen, die auf der Kugeloberfldche de-
finiert sind, ein R-Vektorraum.

2siehe Bemerkung m
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(f) Die Menge aller Folgen RV ist ein R-Vektorraum. Die Menge c(N,R) < RN aller konvergenten
Folgen ist ein Untervektorraum. Die Menge co(N,R) aller gegen 0 konvergierenden Folgen
ist wiederum ein Untervektorraum von c.

Auch die Menge aller beschrinkten Folgen (meistens mit ¢°(N,R) bezeichnet) ist ein Unter-
vektorraum von RV,

Das gleiche gilt fiir die Menge aller Folgen (x,),cny mit der Eigenschaft, dass die Reihe

2021 lxn| konvergiert. Fiir diesen Raum ist die Bezeichnung ¢ L(N,R) gebrauchlich. Es gelten
die Untervektorrauminklusionen:

YN, R) S co(N,R) € e(N,R) € £°(N,R) < RV

Solche Folgenrdume spielen in der Funktionalanalysis eine gro3e Rolle und lassen sich auch
mit Werten in C statt mit Werten in R definieren. Die Vektorraume werden dann entspre-
chend C-Vektorraume.

Diese Konzepte auf andere Korper als R oder C zu verallgemeinern wird allerdings schwie-
rig, weil sich Begriffe wie Beschrianktheit oder Konvergenz von Folgen nicht fiir beliebige
Korper definieren lassen, sondern von der reellen (oder der komplexen) Betragsfunktion
abhéingen.

(g) Es sei J eine Menge und K ein Korper. Wir setzen
K :={f :J — K | f ist nur an endlichen vielen Stellen ungleich 0} = K.

Auch diese Menge ist ein Untervektorraum von K. Falls J endlich ist, ist dies allerdings
der ganze Raum K.

Nachdem wir nun das Konzept eines Untervektorraums von R"” auf Untervektorraume von
beliebigen K-Vektorraumen verallgemeinert haben, tun wir das gleiche mit affinen Unterriu-
men:

Definition 4.1.9 (Affiner Unterraum).
Es sei K ein Korper. Eine Teilmenge R <V eines K-Vektorraums V heille affiner Unterraum
(oder K-affiner Unterraum) von V, wenn ein p € V und ein Untervektorraum U €V existiert,
sodass

R=p+U.

Den Vektor p in dieser Darstellung nennt man auch FufSpunkt.
Dies ist die natiirliche, direkte Verallgemeinerung von Definition [2.4.2]

Bemerkung 4.1.10. 1. Wie schon bei affinen Unterrdumen von R” gilt auch hier, dass der
FuBpunkt im Allgemeinen nicht eindeutig ist, der Untervektorraum U aber schon.

2. Jede einelementige Teilmenge R :={p} ist ein affiner Unterraum.
3. Jeder Untervektorraum U =V eines K-Vektorraums V ist ein affiner Unterraum.

4. Wie im R” lassen sich Affinkombinationen definieren.

Alle Argumentationen aus Kapitel lassen sich wortlich iibertragen — mit Ausnahme von
Bemerkung die nicht mehr tber jedem Grundkorper gilt. Sie sind herzlich eingeladen
herauszufinden, an welcher Stelle genau die Argumentation zusammenbrichtﬂ

3Sie miissen dafiir natiirlich zuerst das Konzept einer Gerade durch zwei Punkte sinngem4B in diesen allgemeinen
Rahmen tibertragen.
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Der Beweis des folgenden Satzes iibertrigt sich auch wortwortlich aus Satz[2.4.8}

Satz 4.1.11 (Charakterisierung affiner Unterrdume).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Fiir eine Teilmenge R <V sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) R ist ein affiner Unterraum von V.
(ii)) R#Z@pund Vx,y,ze R, AeK:x+A(y—2z)€R.
(iit) R # @ und jede Affinkombination von endlich vielen Vektoren in R ist in R.

Beispiel 4.1.12. (a) Es seien m,n € N natiirliche Zahlen, und A € K™*" eine (m x n)-Matrix mit
Eintrigen aus einem Korper K und b € K™. Dann ist die Losungsmenge des inhomogenen
linearen Gleichungssystems:

{xe K" | Ax = b}

entweder leer oder ein affiner Unterraum von K™. Alle Argumente aus dem reellen Fall
ubertragen sich wortwortlich.

(b) Es sei [a,b] <R ein Intervall (a,b € R;a < b) und f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Nach
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gibt es eine Stammfunktion, also eine
differenzierbare Funktion F :[a,b] — R mit F' = f. Diese Funktion ist aber nicht eindeutig.
Die Menge aller Stammfunktionen einer gegebenen Funktion f ist affiner Unterraum vom
Vektorraum aller differenzierbarer Funktionen, der wiederum ein Untervektorraum vom
Raum aller Funktionen R!%-? ist.

(c) Esseia € R eine reelle Zahl. Die Menge aller Folgen, die gegen a konvergieren ist ein affiner
Unterraum vom Raum aller konvergenter Folgen, der wiederum ein Untervektorraum vom
Raum aller Folgen R ist.

Wie bei Gruppen und Ringen wollen wir nun strukturerhaltende Abbildungen zwischen K-
Vektorraumen betrachten, also Homomorphismen von K-Vektorraumen.

Definition 4.1.13 (Lineare Abbildungen).
Es sei K ein Korper.

(a) Gegeben seien Vektorridume V und W. Dann heif3t eine Abbildung
o:V-W

Homomorphismus von K-Vektorrdumen (oder K-Vektorraumhomomorphismus) oder ein-
fach K-lineare Abbildung, wenn

Vx,y e V:iplx+y) = @(x)+@(y)

und
VxeV, e :p(Ax) = 1p(x).

Hieraus folgt dann bereits automatisch (siehe Lemma [4.1.14), dass
p(0)=0

gilt.
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

(b) Eine K-lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen zwei K-Vektorrdaumen V und W heifit
Isomorphismus von Vektorrdumen (oder K-Vektorraumisomorphismus), wenn ¢ bijektiv
ist. In diesem Fall ist auch ¢! : W — V ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Zwei K-

Vektorrdume V und W heillen isomorph, wenn es einen Isomorphismus von K-Vektorraumen

zwischen ihnen gibt. Wenn V und W als K-Vektorrdume isomorph sind, schreibt man auch
V =K W oder einfach V =2 W, wenn der Grundkorper aus dem Zusammenhang klar ist.

(¢c) Eine K-lineare Abbildung ¢ : V — V von einem K-Vektorraum in sich selbst nennt man
auch einen Endomorphismus von Vektorrdumen (oder Vektorraumendomorphismus). Ein
Endomorphismus, der gleichzeitig ein Isomorphismus ist, ist ein Vektorraumautomorphis-
mus.

Wie bei Gruppen beweist man das folgende Lemma:

Lemma 4.1.14.
Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K und ¢ :V — W eine K-lineare Abbil-
dung.

(a) Dann gilt
p(0y) = Ow.

(b) Es sei U €V ein Untervektorraum von V. Dann ist ¢(U) ein Untervektorraum von W.
Insbesondere ist Bild(¢) = ¢(V') eine Untervektorraum von W.

(c) Es sei U< W ein Untervektorraum W. Dann ist ¢~ (U) ein Untervektorraum von V. Ins-
besondere ist der Kern ker(¢) := ¢~ '({0w}) ein Untervektorraum von V.

Beweis. (a)
Jede lineare Abbildung ist insbesondere ein Gruppenhomomorphismus zwischen den additiven
Gruppen. Somit folgt die Aussage direkt aus Lemma|3.2.8

(b)
Da jeder Untervektorraum auch eine additive Untergruppe ist, folgt, dass ¢(U) eine additive
Untergruppe von (W, +) ist aus Lemma Es bleibt zu zeigen, dass ¢(U) abgeschlossen ist
unter Multiplikation mit Skalaren aus K. Sei dazu y € ¢(U) und A € K. Es ist zu zeigen, dass
Ay € (U) gilt.

Aus y € o(U) folgt, dass es ein x € U gibt mit ¢(x) = y. Da U als Untervektorraum von V
vorausgesetzt wurde, gilt, dass Ax € U. Nun gilt:

Ay = Ap(x) = p(Ax) € p(U).

()
Da jeder Untervektorraum auch eine additive Untergruppe ist, folgt, dass ¢ ~1(U) eine additive
Untergruppe von V ist aus Lemma Es bleibt zu zeigen, dass ¢~ 1(U) abgeschlossen ist
unter Multiplikation mit Skalaren aus K. Sei dazu x € (p_l(U ) und A € K. Es ist zu zeigen, dass
Ax € ¢~ NU) gilt.

Aus x € (p‘l(U ) folgt, dass ¢(x) e U. Da U als Untervektorraum von W vorausgesetzt wurde,
gilt, dass Ag(x) € U. Aus der K-Linearitiat von ¢ folgt nun, dass @(1x) = Ap(x) € U. Also ist
Ax e =1 (U). O

Durch Anwenden von Lemma |[3.2.10| auf die additiven Gruppen der Vektorrdume erhilt man
direkt:
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Lemma 4.1.15.
Es sei K ein Korper. Eine K-lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen K-Vektorrdumen V und W ist
genau dann injektiv, wenn ker ¢ = {Oy}.

Beispiel 4.1.16. Es sei K ein Kérper.

(a) Es seien m,n e Nund A € K™*" gegeben. Dann ist die Abbildung
Dy K"K, x— Ax

K-linear, also ein Vektorraumhomomorphismus zwischen von K-Vektorraumen K" und
K™ (Dies folgt direkt aus Lemma [2.2.1%). Das Bild von @, ist genau das Bild der Matrix
A, wie definiert in Definition Der Kern von @4 ist genau der Kern der Matrix A,
wie definiert auf Seite 29

Falls m = n, so ist ®4 ein Vektorraumendomorphismus.

(b) Allgemeiner: Es seien m,n,p € N und A € K™*" und B € K"*? Matrizen. Dann sind die

Abbildungen

KPP - K™P X—AX
und

K™ -K™*P X —XB
K-linear.

(c) Die Abbildungen Re:C - R, Im:C - R und C — C, z+— Zz sind alle R-linear, aber nicht
C-linear.

(d) Die Abbildung K™*"* — K™ A — AT ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Ins-
besondere ist also der Raum der Zeilenvektoren K" isomorph zum Raum der Spalten-
vektoren K”. Es gilt also: K1*" =, K”.

(e) Die Abbildungen ¢:R—R, x—x2undy:R—R, x~— x+1 sind nicht R-linear.
(f) Eine Abbildung ¢ : R — R ist genau dann R-linear, wenn ¢(x) = ax fiir eine Konstante a € R.

(g) Es sei ¢ :R? — R? die Drehung mit Drehmittelpunkt 0 und Winkel a € R gegen den Uhr-

zeigersinn. Dann gilt fiir alle (zl) e R2:
2

X9 sin(a)x1 + cos(a)xg sin(a) cos(a) J\xg/"

((xl)) _ (cos(a)xl - sin(a)xg) _ (cos(a) —sin(a)) (xl)

Nach Beispiel (a) ist diese Abbildung also R-linear.

Da der Definitionsbereich von ¢ gleich dem Zielbereich ist, ist ¢ ein R-Vektorraumendomorphismus
und da eine Rotation um a immer durch eine Rotation um den Winkel —a rickgéingig
gemacht werden kann, ist ¢ sogar bijektiv und somit ein Automorphismus des reellen
Vektorraums R?.

4verallgemeinert auf beliebige Korper K statt nur R
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

(h) Es sei G ={(0)0¢|teR} < R3 die x3-Achse im Raum R? und @ € R. Eine Drehung ¢ : R? —
R? mit Drehachse G und Winkel a € R ist gegeben durch

X1 cos(a)x1 —sin(a)xg cos(a) —sin(a) O0) (x1
@||x2]]=]sin(@)x1 +cos(a)xe | = [sin(a) cos(a) O]]|x2|.
X3 X3 0 0 1) \x3

Nach Beispiel (a) ist dies also eine R-lineare Abbildung. Wie in Beispiel (e) sieht man, dass
es sich hierbei um einen Automorphismus des R-Vektorraums R3 handelt.

(i) Da C eine Korpererweiterung von R ist, kann man C als R-Vektorraum auffassen. Als
solcher ist C zu R? isomorph mittels des K-Vektorraumisomorphismus

RZ - C, (Z) —a +ib.

Ebenso ist F4 eine Korpererweiterung von Fo (siehe Beispiel [3.3.14). Als Fo-Vektorraum
ist F4 isomorph zum Raum [F% = {(f})

X,y € [Fg} iiber den Fy-Vektorraumisomorphismus:
Fy—F2

0-—»0

)
)
|
)

(=)

=N

=)

—

[y

(G) Es sei ¢(N,R) der R-Vektorraum aller konvergenter Folgen in R. Dann ist Abbildung
lim:c(N,R) =R, (xp)yeny— lim xp,
n—o00

die jeder konvergenter Folge ihren Grenzwert zuweist R-linear. Der Kern dieser Abbildung
ist genau der Raum c((N,R) der Nullfolgen.

(k) Es sei C([a,b],R) der Raum aller stetigen Funktionen von [a,b] nach R (hierbei sind a,b €
R mit a < b). Dann ist die Abbildung

b
f:C([a,b],[R)—»[R, fo f@)dt,

die jeder stetigen Funktion ihr Integral zuweist R-linear.

() Es sei Cl([a,b],R) der Raum der stetig differenzierbaren[ﬂ Funktionen. Dann ist der Ab-
leitungsoperatoﬂ

d

7;:C(@,b1LR —C((a,blB), f—f'

5Eine Funktion fist stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist und ihre Ableitung stetig ist.

6das Wort Operator bedeutet nichts anderes als Abbildung, klingt aber komplizierter und wird (vermutlich aber

nicht deshalb) in der Funktionalanalysis oft verwendet, fiir Abbildungen, die Funktionen auf Funktionen abbil-
den
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eine R-lineare Abbildung. Die Abbildung ist surjektiv (das besagt der Hauptsatz der Differential-

und Integralrechnung), aber nicht injektiv. Der Kern besteht genau aus den konstanten
Funktionen.

Proposition 4.1.17.

Es sei K ein Korper und V und W seien Vektorrdume iiber K. Dann ist die Menge aller IK-linearen
Abbildungen von V nach W ein Untervektorraum des Raumes WV aller Abbildungen von V nach
W (siehe Beispiel (h)

Den Raum aller K-linearen Abbildungen von V nach W nennen wir Homy (V,W).

Beweis. Wir miissen iiberpriifen, dass Homy (V,W)< WV ein Untervektorraum von WV ist.
Das Nullelement von WV ist die konstante 0-Abbildung, also die Abbildung 0:V — W, x—
Oy, die alle Elemente aus V auf den Nullvektor in W abbildet. Man sieht sofort, dass diese
0-Abbildung K-linear ist. Also gilt 0 € Homy (V,W).
Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Summe von zwei linearen Abbildung wieder linear
ist. Dazu seien ¢, € Homy(V,W) lineare Abbildungen. Dann ist zu zeigen, dass ¢ + ¥ auch
wieder linear ist. Dazu nehmen wir x,y € V und erhalten:

(p+y)x+y) = plx+y)+ypx+y) = p(x)+e(¥)+yp )+ (y) = )+ (x)+e(y)+y(y) = (+y)(x)+(@+yw)(y).

In dieser Gleichungskette haben wir die Definition der Addition von Abbildung verwendet
(punktweise), die Tatsache, dass ¢ und v als linear vorausgesetzt waren und die Tatsache,
dass Vektoraddition in W kommutativ und assoziativ ist. Wenn wir nun ein x € V und einen
Skalar A € K hernehmen, erhalten wir:

(@ +y)(Ax) = p(Ax) + Ww(Ax) = Ap(x) + Ay(y) = Me(x) + y(x)) = M@ + @) (x).
Dies zeigt, dass ¢+ : V — W eine K-lineare Abbildung ist. Also ist die Menge Homy (V,W) c wVv

abgeschlossen unter Addition von Abbildungen.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Menge Homy (V, W) € WY unter skalarer Multiplikation
abgeschlossen ist. Sei dazu ¢ € Homk(V,W) eine lineare Abbildung und y € K. Dann ist zu
zeigen, dass ug : V — W eine lineare Abbildung ist. Es gilt aber fiir alle x,y e V:

(pp)x+y)=p-(plx+y) = (px)+@o(y) = p-@x)+ 1 (y) = (Le)(x) + (LpXy).
Ebenso gilt fur x € V und 1 € K:
(pp)(Ax) = p- p(Ax) = p(Ap(x)) = (uA)p(x) = (A @(x) = A(pup(x)) = App)(x).

Also ist die Abbildung p¢@ : V — W linear. Beachten Sie, wie hier die Kommutativitat der Multi-
plikation im Koérper K verwendet Wircﬂ O

"Man kann einen GroBteil der linearen Algebra auch ohne die Kommutativitit von K aufziehen, indem man nicht
fordert, dass K ein Korper, sondern nur ein Divisionsring (siehe Bemerkung ist. Die entsprechenden
»Vektorrdume“ nennt man dann Linksvektorrdume. Viele der Aussagen, die wir hier beweisen, gelten auch in
diesem nichtkommutativen Setting — dieser Proposition ist ein Beispiel fiir eine Aussage, die nicht mehr gilt.
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Zusammenfassung von Abschnitt [4.1]

Es sei K ein Korper.

(1) Ein K-Vektorraum (V,+,) ist eine abelsche Gruppe (V,+) mit einer skalaren Multiplikation
K xV -V,

(2) Eine K-lineare Abbildung ist ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.

(3) Bild und Kern einer K-linearen Abbildung sind Untervektorrdume von Ziel- bzw. Definiti-
onsbereich.

(4) Die Menge Homy(V,W) der K-linearen Abbildungen zwischen zwei K-Vektorrdumen ist
selbst wieder ein K-Vektorraum.

4.2. Lineare Hille, Basis, Dimension

Wir werden nun weitere Begriffe, die wir in Kapitel 2 im Spezialfall von R” und seinen Unter-
vektorrdumen eingefiihrten Begriffe auf beliebige Vektorraume uber beliebigen Kérpern verall-
gemeinern:

Da wir in einem Vektorraum (V, +,-) Vektoren addieren und mit Skalaren aus K multiplizie-
ren konnen, iibertragen sich die Begriffe Linearkombination und lineare Hiille aus Definition

direkt:

Definition 4.2.1 (Lineare Hiille).
Es sei V ein Vektorraum tiber einem Korper K.

(a) Gegeben seien Vektoren vq,...,v, € V mit r € Ny. Eine Linearkombination der Vektoren
v1,...,U, ist eine Summe der Form

r
Z )Ljvj = /llvl+~~-+lrvr,
J=1
wobei die Skalare 1; € K beliebig gewéhlt sein diirfen.
(b) Gegeben sei eine (endliche oder unendliche) Teilmenge M < V. Wir definieren die lineare

Hiille der Menge M als die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus M und
schreiben:

LHKx(M):=LHWM) := { Zr: Ajvj
j=1

rENO;Ver:vjEM;/leK}gV,

Eine leere Summe ist immer 0, deswegen ist LH(@) = {0}.

Wie in Lemma sieht man, dass LH (M) der kleinste Untervektorraum von V ist,
der M enthilt.

Falls M = {vy,v9,...,v,} eine endliche Menge ist, schreiben wir auch
LHg (v1,v2...,v;) := LHk ({vy,v2...,0:D).

und es gilt:
LHy (v1,v2...,0,) = {/1101+'~~+A,«vr | /lj €K}.
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(c) Eine Teilmenge M <V heilit Erzeugendensystem fiir V, wenn

LHxM)=V.

Bemerkung 4.2.2. Sei K ein Korper. Fir einen Vektorraum V iiber einem Koérper K sind dqui-
valent:

e LH(p)=V.
s V=K :={0}. (siche Beispiel [4.1.3/(d)

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit (Definition [2.3.9) fiir endliche Teilmengen tibertragt
sich analog. Den Fall unendlicher Teilmengen kénnen wir auf den endlicher Teilmengen zuriick-
fithren:

Definition 4.2.3 (Lineare Unabhingigkeit).

Gegeben sei ein Vektorraum V iiber einem Korper K.

(a) Essei L ={vq,...,v,} €V eine endliche Menge mit r € Ny Elementen, d.h. vq,...,v, sind r
paarweise verschiedene Vektoren aus V. Wir sagen L ist linear unabhdingig (oder linear
unabhdngig iiber K), wenn die einzige Darstellung des Nullvektors als Linearkombination
aus L die triviale Linearkombination (alle Skalare null) ist. In Formeln:

i/ljvjzo - (Vj:/ljZO))).

L ist linear unabhingig : < (V/ll, oA eK:
j=1

(b) Eine unendliche Teilmenge L <V heil3t linear unabhdngig, wenn jede endliche Teilmenge
von L linear unabhéngig ist.

Eine Teilmenge, die nicht linear unabhingig ist, heil3t linear abhingig.

Wenn wir die Begriffe Erzeugendensysteme und lineare Unabhéngigkeit eingefithrt haben,
konnen wir — wie in Definition [2.3.14|— definieren, was eine Basis ist:

Definition 4.2.4 (Basis).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Teilmenge B €V heilit Basis von V, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Menge B ist ein Erzeugendensystem fiir V, d.h. LHx (B)=V.
(ii)) Die Menge B ist linear unabhéingig tiber K.

Beispiel 4.2.5. (a) Die Menge

1)\ (0O 0
of |1 0
0110{,....]10
0/ \o0 1
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(b)

()

(d)

114

bildet eine Basis fiir den Raum V = K" und wird als Standardbasis des K" bezeichnet. Die
einzelnen Vektoren

1 0 0
0 1 0
€1:= 0 ’ €z = O ’ ’ €n = 0
0 0 1

werden dementsprechend Standardbasisvektoren genannt.

Es sei K ein Korper. Dann ist die Menge

B={lo oo ol oo Pp=r

eine Basis des Vektorraums K2*2,

Allgemeiner: Es seien m,n € N und K ein Kérper. Fiir jedes R <m und [ <n sei E; ; e K™*"
die Matrix, die nur aus Nullen besteht mit Ausnahme der Stelle (%,), wo der Eintrag eine
Eins ist. In Formeln:

~~~~~~

wobei 64, genau dann den Wert 1 hat, wenn a = § und sonst 0.
Die Matrizen der Form Ej; werden auch Standardmatrizen genannt.

Die Menge {Ej; |k €{1,...,m},l €{1,...,n}} ist eine Basis fiir den K-Vektorraum K™*".
Fiir jede reelle Zahl a € R sei f, : R — R gegeben durch:

foR—>R, ¢—e®.
Wir werden nun beweisen, dass L := {f, | @ € R} eine linear unabhéingige Teilmenge des re-

ellen Vektorraums R® aller Funktionen von R nach R ist.

Es sei (fa,,...,fa,) endlich viele Funktion und eine Linearkombination der Nullfunktion
gegeben:

r
Z Akfllk = 07
k=1

was bedeutet:

r
VteR: ) Aze™=0. (4.2.1)
k=1

Es ist zu zeigen: VE =1,...,r: 1, =0.

Essei K={k€{l,...,r}| A # 0}. Wir miissen zeigen, dass K = ¢ ist.

Wir zeigen dies per Widerspruch. Angenommen, </ ist nicht leer. Dann kénnen wir von allen
k € K dasjenige ko auswihlen, sodass aj, maximal ist, d.h.

VkeK :ap <ky.

Nun teilen wir beide Seiten von Gleichung durch e’ und erhalten

r
VteR: ), Ape @)t =
k=1
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Der Faktor im Exponenten aj —ay, ist immer negativ — auBer fiir £ = ko. Da hat er den Wert
0.

r
VteR: ) A el o)t 4 Akoeo =0.
k#ko

Wenn wir nun auf beiden Seiten den Grenzwert fiir ¢ — oo betrachten, steht auf der linken
Seite der Gleichung nur noch A;,, weil der Rest gegen 0 konvergiert und auf der rechten
Seite steht 0. Also ist A3, = 0, was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass k¢ € K ist.

(e) Esseid eine Menge und K ein Korper. Es sei fiir jedes j € J die Funktion e : J — K gegeben:
ej:dJ =K, x—0j,

wobei wieder 6, genau dann den Wert 1 hat, wenn j = x und sonst 0.

Die Funktion e; hat also genau an einer Stelle den Wert 1, ist ansonsten gleich der konstan-
ten Nullfunktion.

Die Menge
L:={ej|jed}ck?
ist linear unabhéngig.

Die lineare Hiille von L ist der Untervektorraum
K< = {f :J — K| f ist nur an endlichen vielen Stellen ungleich0} [KJ,

bekannt aus Beispiel g). Falls also o endlich ist, dann ist K = K und L ist eine Basis
fiir K7, Fiir unendliches o ist K # KY und L ist keine Basis fiir KY. In jedem Fall ist L
aber eine Basis fiir K,

Im Fall J = N besteht K™ also aus der Menge aller abbrechenden Folgen in K, also solche
Folgen, die nach endlich vielen Schritten konstant 0 werden.

(f) Da C eine Korpererweiterung von R ist, konnen wir C als Vektorraum tiber R auffassen. Die
zweielementige Menge {1,1i} € C ist linear unabhéngig (iiber R) und ein Erzeugendensystem
(tiber R). Somit ist {1,i} eine R-Basis fiir C.

(g) Wir konnen C aber natiirlich auch als Vektorraum tiber C auffassen. Dann ist die Menge
{1,1} keine Basis, denn sie nicht linear unabhéngig iiber C. Es gilt ndmlich:

i-1+(-1i=0,

es gibt also eine Linearkombination von 1 und i mit komplexen Koeffizienten, die nicht alle 0
sind. Wir sehen also: Es kommt auf den Grundkérper an, ob eine Menge linear unabhéngig
ist oder nicht.

(h) Wir konnen auch R als Vektorraum iiber ) auffassen. Dann ist die Menge {1, \/§} C R linear
unabhingig. Beweis: Gegeben rationale Zahlen a, f € Q mit

a-1+p-V2=0.

Falls B # 0 ist, konnen wir nach v2 auflésen und erhalten v2 = —%. Da a,p € Q sind und

Q ein Korper, wire damit auch v2 € Q, was aber bekanntermafen nicht stimmt. Also muss
B =0 sein. Dann ergibt sich aber direkt, dass auch a = 0 ist.
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Es ist im Augenblick noch vollkommen unklar, ob ein gegebener Vektorraum V immer eine
Basis hat. Was wir aber schnell sehen konnen, ist, dass sich Basen mit Hilfe von Vektorraumi-
somorphismen iibertragen lassen:

Lemma 4.2.6 (Isomorphismen und Basen).
Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Korper K und ¢ :V — W sei eine lineare Abbil-
dung.

(a) Wenn M 'V ein Erzeugendensystem von V ist und ¢ surjektiv, dann ist ¢(M) ein Erzeu-
gendensystem fiir W.

(b) Wenn L €V linear unabhdngig ist und ¢ injektiv, dann ist ¢(L) linear unabhdingig.

(¢) Wenn B <V eine Basis von V ist und ¢ bijektiv (also ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen),
dann ist ¢(B) eine Basis von W.

Beweis. (a)
Es sei w € W gegeben. Es ist zu zeigen, dass w € LHy ((p(M )). Aus der Surjektivitatvon ¢ : V - W
folgt nun, dass es ein v € V gibt mit ¢(v) = w.

Der Vektor v € V = LHy (M) ist eine Linearkombination von Vektoren aus M, also gibt es
AM,...,Ar € Kund vq,...,v, € M mit

r
v=> Ajv;.
j=1

Nun wenden wir ¢ auf beide Seiten an und nutzen aus, dass ¢ linear ist:

r r
@) = (p(z Ajvj) = Z Ajp(v;).
J=1 J=1
Dies zeigt, dass w = ¢(v) € LHy (o(M)).
(b)
Um zu zeigen, dass ¢(L) € W linear unabhéngig ist, miissen wir zeigen, dass jede endliche
Teilmenge von ¢(L) linear unabhéngig ist.

Seien also wi,...,w, € ¢(L) paarweise verschiedene Elemente gegeben. Wir nehmen an, es
gibt Skalare A1,...,1, € K mit

r

Y Ajwj=0w. (4.2.2)
i=1

Wir miissen nun zeigen, dass alle A; Null sind.

Da jedes w; in ¢(L) liegt, gibt es also v; € L mit ¢(v;) = w;. Somit konnen wir Formel (4.2.2)
umschreiben zu:

r
Z /lj<p(vj) =Ow.
j=1

Aus der Linearitat von ¢ folgt nun:

w(z Mvj) = Ow,

J=1

was bedeutet, dass diese Summe im Kern von ¢ liegt.
Nun ist aber ¢ injektiv und nach Lemma |4.1.15(bedeutet dies, dass ker¢ = {Oy}.
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4.2. Lineare Hiille, Basis, Dimension

Also gilt:
-
Z Ajvj=0y.
j=1
Da die Vektoren v; € L alle paarweise verschieden sind (dies folgt daraus, dass die w; alle

paarweise verschieden sind) und die Menge L linear unabhingig ist, folgt dass alle Skalare
Null sein miissen:

A==, =0k.
Das war zu zeigen.
()
Dies ist einfach nur eine Kombination aus den Teilen (a) und (b). O

Um eine Basis zu konstruieren, wiirden wir gerne den Basisauswahl- und -ergédnzungssatz
(Satz verwenden. Allerdings haben wir in dem Beweis verwendet, dass es eine obere
Schranke fiir die Grofle linear unabhéngiger Teilmengen gibt und das ist nicht in allen Vektor-
rdaumen der Fall.

Satz 4.2.7 (Basisauswahl- und -ergidnzungssatz fiir endlich erzeugte Vektorraume).
Es sei K ein Korper. Gegeben seien

e ¢in K-Vektorraum V,
¢ cin Erzeugendensystem M von V,
* cine linear unabhdngige Teilmenge L < M.

Wenn wir nun zusdtzlich annehmen, dass jede linear unabhdangige Teilmenge von M endlich ist,
dann gibt es eine endliche Basis B von V mit

LcBcM.

Beweis. Wir konnen den Beweis von Satz fast wortlich tibernehmen, die Idee ist also
wieder: Wir fangen mit der Menge L an. Wenn sich mit dieser Menge alle Elemente aus M
erzeugen lassen, sind wir fertig, weil L dann ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also
eine Basis ist.

Wenn nicht, gibt es ein Element aus M \ L, das wir zu L hinzufiigen kénnen, sodass die so
konstruierte groBBere Menge immer noch linear unabhéngig ist. Details zu diesem Argument
sind wortlich aus dem Beweis von Satz zu iibernehmen.

Was wir noch brauchen, ist ein Argument, warum dieser Prozess nach endlich vielen Schritten
abbricht. Nehmen wir per Widerspruch an, er wiirde nicht terminieren. Dann erhalten wir eine
aufsteigende Folge (Lj)zen von immer grofler werdenden linear unabhingigen Teilmengen, die
alle in M enthalten sind.

Wir nehmen nun die Vereinigung L, := Y pcnLi. Dies ist nun eine unendliche linear unab-
hingige Teilmenge von V, die in M enthalten ist, was nach Voraussetzung nicht sein kann.
Dies zeigt, dass der Prozess nach endlich vielen Schritten abbricht und wir eine endliche Basis
erhalten. O

Bemerkung. Es ist eine interessante Frage, ob dieser Satz auch ohne die zuséitzliche Bedin-
gung, dass jede linear unabhingige Teilmenge von M endlich sein soll, gilt und wir so (im
Allgemeinen) unendliche Basen von Vektorrdumen konstruieren konnen. Dies hingt davon
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

ab, ob wir bei der Axiomatisierung der Mengenlehre das sogenannte Auswahlaxiom hinzuge-
nommen haben oder nicht. Wenn wir dieses Auswahlaxiom als wahr annehmen, dann gilt der
Basisauswahl- und ergidnzungssatz fiir jeden Vektorraum, insbesondere besitzt also jeder Vek-
torraum eine Basis. Ohne das Auswahlaxiom ist es allerdings nicht moglich, jedem Vektorraum
eine Basis zuzuweisen. In jedem Falle ist es so, dass es Vektorrdume gibt, wo es nicht moéglich
ist, eine Basis konkret anzugeben. Diese Subtilititen sollen uns aber fiir diese Veranstaltung
erst einmal egal seinE]

Die Begriffe Erzeugendensystem, linear unabhéngige Teilmenge und Basis sind eng verwandt
mit den Begriffen surjektiv, injektiv und bijektiv:

Satz 4.2.8.
Gegeben sei ein Vektorraum V iiber einem Korper K, n € Ng und paarweise verschiedenen Vekto-
ren vi,...,v, € V. Wir untersuchen die Abbildung:

x1 .
v:K"—-V, D= ) xjv;
Jj=1

Xn
(a) Die Abbildung v :K" —V ist K-linear, also ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
(b) Die Abbildung v : K" —V genau dann injektiv, wenn {v1,...,v,} linear unabhdngig ist.

(¢) Die Abbildung v : K" —V genau dann surjektiv, wenn {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem
ist.

(d) Die Abbildung v : K" — V genau dann ein Isomorphismus von [K-Vektorrdumen, wenn
{v1,...,v,} eine Basis von V ist.

Beachten Sie, dass der Fall n = 0 explizit erlaubt ist. In diesem Fall ist KO = {0} (siehe Beispiel
K.1.3(d) und v :{0} =V, 0—O0y.

Beweis. (a)

Es gilt:
X1 Y1 " " " X1 y1
vl ]| [= @i tyui= Y xui+ Y yi=wl] | [ty
j=1 j=1 j=1
Xn Yn Xn Yn
und
X1 X1
n n
v A =Z()ij)vj=/1 xjvj=7u//
Jj=1 Jj=1
Xn Xn

Also ist ¢ : K" — V linear. (b)
Die Vektoren vq,...,v, sind linear unabhéngig, genau dann, wenn die folgende Implikation gilt:

Vx1,...,x, €K :

(ZxJUJ:O) == (VJE{I,,n}xJ:O) .
Jj=1

8Es gibt allerdings ein Video iiber das Auswahlaxiom im ILIAS-Kurs.
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Dies lasst sich d4quivalent umschreiben als:

X1

&
=

X1
V[ |eK":[|¥[]:|[=0]=]:]|=0
Xy Xn Xn
was nichts anderes bedeutet, als ker(y) = {0}. Und das ist nach Lemma |4.1.15|dquivalent dazu,
dass vy : K" — V injektiv ist.
()
Die lineare Hiille von {v,...,v,} ist genau die Menge der Linearkombinationen der Vektoren
und somit genau das Bild der Abbildung .
(d)

Dies ist einfach die Kombination von (b) und (c). O

Satz 4.2.9.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.
(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gibt eine endliche Menge M €V, die V erzeugt.

(ii) Es gibteine Zahl n € Ny, sodass jede Menge mit mehr als n Elementen linear abhdngig
ist.

(iti) Es gibt eine endliche Basis BSV.
(iv) Es gibt eine Zahl n € Ny, sodass V = K"
Ein Vektorraum mit diesen Eigenschaften heifst endlich dimensional. Ansonsten heifst er
unendlich dimensional.
(b) Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Dann hat jede Basis von V gleich viele Elemente. Die Anzahl der Elemente in einer Basis
heifst Dimension von V und wird mit dimy (V) =dim(V) € Ny bezeichnet.

Wenn V unendlich dimensional ist, schreibt man auch dimk (V) = co.

(¢) Die Dimension von V ist auflerdem die minimale Anzahl von Elementen in einem Erzeu-
gendensystem von V, die maximale Anzahl von Elementen in einer linear unabhdngigen
Teilmenge von V und die einzige Zahl n e Ny mit V = K"™.

Beweis. (a)
Wir miissen eine Reihe von Implikationen zeigen.:

@) (ii)

| ><|

(iil)) =——= (iv)
Falls (i) gilt, konnen wir Satz auf das Erzeugendensystem M und die linear unabhéngige
Teilmenge ¢ anwenden und erhalten eine endliche Basis B < M. Also gilt: (i) = (iii).
Auch falls (ii) gilt, konnen wir Satz anwenden, diesmal auf das Erzeugendensystem
V und die lineare unabhingige Teilmenge ¢. Da jede Menge mit mehr als n Elementen linear
abhingig ist, sind insbesondere alle linear unabhéingigen Mengen endlich. Dies zeigt (ii) = (iii).
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Nehmen wir nun an, dass (iii) gilt und V eine endliche Basis B hat. Nach Satz ist V
isomorph zu K”. Im Falle, dass die Basis leer ist, ist V also isomorph zu K° = {0}. Also gilt:
(iii) = (@iv).

Falls (iv) gilt, dann ist V 2 K", d.h. entweder ist V = {0} oder V Z K" fiir n € N. Im ersten Fall
ist klar, dass (i) und (ii) gelten.

Nehmen wir also nun an, dass es einen Isomorphismus @ : K® — V gibt. Der Raum K" hat
eine Basis mit n Elementen, ndmlich die Standardbasis. Also konnen wir den Isomorphismus
® verwenden und die Basis auf den Raum V iibertragen (sieche Lemma [4.2.6). Also hat V eine
endliche Basis und somit insbesondere ein endliches Erzeugendensystem. Also gilt: (iv) = (i).

Fiir den Raum K" haben wir gezeigt, dass jede Teilmenge mit mehr als n Elementen linear
abhingig ist (Satz fiir den Fall K = R, aber der Beweis funktioniert genauso auch fiir
beliebige Korper). Da der Vektorraum V isomorph ist zu K” und Isomorphismen lineare unab-
hiangige Mengen auf linear unabhéngige Mengen iibertragen (siehe wieder Lemma [4.2.6) gilt
die entsprechende Aussage auch fiir den Raum V. Somit gilt (iv) = (ii).

(b)

Wir wissen nach (a), dass es ein n € Ny gibt, sodass V = K". Es gibt also einen Isomorphismus
von [K-Vektorraumen
O:K" V.

Seien nun B und C Basen von V gegeben. Dann sind ® 1(B) und ®~1(C) Basen von K”. Nach
Satz |2.3.22| haben zwei Basen von K" immer gleich viele Elemente. Also sind auch B und C
gleichméchtig und der Begriff der Dimension ist wohldefiniert.

(©
Es sei M ein endliches Erzeugendensystem von V. Dann kénnen wir nach Satz[4.2.7]eine Basis
B von V finden mit B € V. Nach (b) haben alle Basen gleich viele Elemente und somit ist

IM| = |B| = dimk (V).

Jede linear unabhéngige Teilmenge L l4sst sich nach Satz[4.2.7|zu einer Basis B vervollstiandi-
gen und somit gilt:
|L| < |B| = dimg (V).

Wenn V isomorph zu K™ ist, dann kénnen wir die Standardbasis von K™ und den Isomorphis-
mus zwischen V und K” verwenden, um eine Basis von B mit genau m Elementen zu konstru-
ieren. Also muss m = dimy (V) sein. O

Lemma 4.2.10 (Monotonie der Dimension).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und W €'V ein Untervektorraum.

(a) Wenn V endlich dimensional ist, so ist auch W endlich dimensional und es gilt

dimg (W) < dimg (V).

(b) Wenn V endlich dimensional ist und W C 'V, dann gilt sogar

dlmK(W) < dlmK(V)

(¢) Wenn W unendlich dimensional ist, so ist auch V unendlich dimensional.

120
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Beweis. Teil (c) folgt logisch direkt aus Teil (a) durch Kontraposition.
Teile (a) und (b) sind direkte Folgerungen aus dem Basisergidnzungssatz und lassen sich ge-
nauso wie Lemma [2.3.26| beweisen. O

Beispiel 4.2.11. (a) Fiir jedes n € Ny ist der Raum K" endlich dimensional mit dimyk (K") = n.
(b) Fiir jedes m,n € N ist der Raum K™*" endlich dimensional mit dimy (K™*") = mn.
(c) Esgilt dimgp(C) =2 und dim¢c(C) = 1.

(d) Fiir unendliches o ist der Raum K unendlich dimensional iiber K (nach Beispiel e)).

Der Raum KY enthilt k) und ist somit erst recht unendlich dimensional iiber K.

(e) Die Folgenraume 21N, R), co(N,R), ¢(N, R), #°(N,R), RN enthalten alle den unendlich dimen-
sionalen Raum R™ als Untervektorraum und sind somit alle unendlich dimensional iiber
R.

Jetzt, wo wir die Dimension eines beliebigen Vektorraums (als Element in N U {oo}) definiert
haben, bieten sich die folgenden Definitionen als naheliegende Verallgemeinerungen aus Kapi-
tel 2 an:

Definition 4.2.12 (Dimension eines affinen Unterraums).

Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und R ein affiner Unterraum. Wenn wir R = p + U
schreiben mit einem Aufpunkt p € V und einem Untervektorraum U < V, dann sagen wir R
ist endlich dimensional, wenn U endlich dimensional ist und definieren dimy(R) := dimk (U) €
No U {o0}.

Definition 4.2.13 (Rang einer linearen Abbildung).
Es sei K ein Korper, V und W Vektorrdume iiber K und ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung.
Der Rang von ¢ ist definiert als

rgo := dimy (Bild(¢p)) = dimyk (¢(V)) € Ny U {o0}.

Satz 4.2.14 (Fortsetzungssatz).
Es sei K ein Korper und V und W Vektorrdume iiber K.

(a) Es sei M €V ein Erzeugendensystem fiir V und f : M — W irgendeine Abbildung. Dann
gibt es hichstens eine lineare Abbildung ¢ :V — W mit ¢|py = f. Eine lineare Abbildung ist
also eindeutig bestimmt, wenn man sie auf einem Erzeugendensystem kennt.

(b) Es sei B<V eine Basis von V und f : B — W irgendeine Abbildung. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung ¢ :V — W mit ¢|g = f. Es gilt sogar:

Homy (V,W)— W5, ¢—¢lp
ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. (a)
Angenommen, es gidbe zwei lineare Abbildungen ¢, v : V — W mit ¢l = y|p. Dann wollen wir
zeigen, dass ¢ = v, d.h. dass fiir alle v € V gilt ¢(v) = y(v).
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Es sei also v € V gegeben. Da V = LHy (M) gilt, gibt es endlich viele vy,...,v,, € M und Skalare
A1,...,Ap € K mit v = Aqvy + -+ + A,-v,. Hieraus folgt dann:

r r r r
o) = (p(z /ljvj) =Y Aip(vj) =) Ajw(v)) = w(z )Ljvj) =y(v).
j=1 j=1 Jj=1 J=1
(b)
Da B ein Erzeugendensystem ist, gibt es fiir jedes v € V gibt es endlich viele vy,...,v, € M und
Skalare A1,...,A, e K mit v = Aq{v{+---+ A,v,. Diese Notation kénnen wir wie folgt vereinfachen:

v= Z Apb,
beB

wenn wir vereinbaren, dass nur endlich viele der Skalare A; ungleich 0 sind. Die Summe ist
dann zwar formal eine potenziell unendliche, aber da nur endlich viele Summanden ungleich 0
sind, ist sie im Endeffekt eine endliche Summe.

Wir wollen nun definieren:

0:V—-W, Z Apb— Z Ap f(b), wobei immer nur endlich viele der Skalare ungleich 0 sind.
beB beB

Es bleibt aber zu zeigen, dass diese Abbildung wirklich wohldefiniert ist. Wir haben gesehen,
dass sich jedes v € V so schreiben lasst — aber ist diese Darstellung auch eindeutig?

Nehmen wir an,
v= Z/lbb: Zubb,
beB beB

wobei sowohl {b € B | Ay # 0} als auch {b € B | A # 0} endlich sind.
Dann gilt:

Z()Lb—u)b= Z Apb — Zubb:v—v=0.
beB beB beB

Da die Menge B linear unabhéngig ist, miissen alle 1, — u gleich 0 sein und es folgt:
VbeB: Ay =up.

Also ist die Darstellung eindeutig und die Abbildung ¢ : V — W somit wohldefiniert.

Es bleibt zu zeigen: ¢ ist linear und ¢|B = f. Gegeben v,w € V. Wir wollen zeigen ¢(v + w) =
p) + p(w).

Aus v,w € V = LHk (B) folgt: Es gilt:

v= Z/lbb und w= Zubb
beB beB

mit Ay, up € K. Es folgt:

(p(v+w):(p(z Apb + Zubb)

beB beB

= <P(Z(/1b +ﬂb)b)

beB

=Y (Ap +p)f (b)
beB

=Y Wf®)+ Y. upbf(b)

beB beB
=)+ pWw).
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Es sei nun v € V und p € K. Wir wollen zeigen, dass ¢(uv) = ue(v) gilt.
Aus v € V = LHk (B) folgt: Es gilt:
v= Z Apb

beB
mit 1 € K. Es folgt:

P(uv) = (P(M ) Abb)
beB

= (p(Z(u/lb)b)

beB

= Y (uAp)f (b)
beB

=u Z Ao f(b)
beB

= pp(v).

Also ist ¢ : V — W eine [K-lineare Abbildung.
Es sei nun bg € B. Dann kénnen wir b schreiben als:

bo=)_ Apb,
beB

wobei A5, = 1 und alle anderen 15 = 0 sind. Es gilt dann:
@(bo) = ¢ ( > ﬂtbb) =Y Apf(b)=f(bo).
beB beB

Also gilt ¢|p = f. Das war zu zeigen. O

Zusammenfassung von Abschnitt

(1) Die Konzepte Lineare Hiille, lineare Unabhéngigkeit und Basen sind fiir beliebige Vektor-
raume definiert.

(2) Ein Vektorraum ist endlich dimensional, wenn er eine endliche Basis besitzt.
(3) Jeder endlich dimensionale K-Vektorraum ist isomorph zu K” fiir ein n € Nj.

(4) Eine lineare Abbildung ist eindeutig bestimmt, wenn man die Funktionswerte auf einer
Basis des Definitionsbereichs kennt.

4.3. Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen
Vektorraumen und Darstellungsmatrizen

In Beispiel 4.1.16(a) haben wir gesehen, dass die Linksmultiplikation mit einer Matrix A €
K™ immer eine K-lineare Abbildung von K" nach K™ definiert. Abbildungen dieser Art ha-
ben wir in Kapitel [2[ schon verwendet, um Losungsmengen von (homogenen und inhomogenen)
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linearen Gleichungssystemen zu studieren. Es stellt sich heraus, dass jede lineare Abbildung
von K" nach K™ von diesem Typ ist und dass die Matrix A, die zu dieser Abbildung gehort,
eindeutig bestimmt ist:

Satz 4.3.1 (Darstellungsmatrix einer Abbildung von K™ nach K").
Es sei K ein Korper und m,n,p € N.

(a) Fiir jede Matrix A € K™*" ist die Abbildung
pa:K'—>K", x— Ax

K-linear, also @ o € Homy (K", IK™).
In den Spalten der Matrix A stehen die Bilder der Standardbasisvektoren, d.h.

A=( paler) |-+ | palen) ),

mit den Standardbasisvektoren eq,...,e, aus Definition und Beispiel 4.2.5]a).

(b) Umgekehrt gibt es zu jeder linearen Abbildung ¢ : K" — K™ eine Matrix A € K™*" mit
¢ = @a. Diese Matrix ist eindeutig und wird Darstellungsmatrix von ¢ (beziiglich der
Standardbasis) genannt und (zumindest in dieser Veranstaltung) mit Mg g (¢) bezeichnet.

(¢c) Gegeben seien Matrizen A € K™*™ und B € K™*P, Dann ist

PACYPB =PAB,

das heifit: Multiplizieren von Matrizen entspricht dem Verketten von Abbildungen.
Fiir lineare Abbildungen ¢ :V — W und v :U — V gilt also:

Me e (¢) Mg (v) = Meke (o),
wobei auf das Produkt auf der linken Seite das gewdéhnliche Matrixprodukt ist.

(d) Die Einheitsmatrix 1, € K"*" entspricht der Identititsabbildung:
P11, = idKn und ME,E(id[Kn) = ﬂn.
(e) Die Abbildung
KmxnéHomK(Kn,Km)’ A"_’(PA,

die jede Matrix A € K™*" quf die entsprechende Abbildung ¢ 4 abbildet, ist ein Isomorphis-
mus von K-Vektorrdumen mit Umkehrabbildung

Homy (K", K™) — K™", ¢— Mg (¢).
(f) Eine lineare Abbildung ¢ = @ : K" — K™ ist genau dann bijektiv (also ein Vektorraumiso-

morphismus), wenn m = n und die quadratische Matrix A = Mg (@) im Ring (K"*",+,-)
multiplikativ invertierbar ist . In diesem Fall gilt dann:

pa1=(pa)" und (Mee(e) ™ =Mege(p™).
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Beweis. (a)

Dass @4 : K" — K™ linear ist, haben wir bereits in Beispiel |4.1.16(a) gesehen und folgt — wie
dort schon gesagt — direkt aus Lemma [2.2.12] Es sei nun r € {1,...,n} und e, € K" der r-te
Standardbasisvektor, der in der r-ten Spalte eine 1 hat und sonst nur 0:

mit der Notation

1 fallsi=r
5i r=
0 sonst.

Nun multiplizieren wir diesen Vektor von links mit der Matrix A = (a; ;)i=1,.. m;j=1
halten

.....

(pA(er) =Ae,

=(ai)i,j(6jr)j=1,..n
n
= (Z ai,jéj’r)
j=1

und die ist genau die r-te Spalte der Matrix A.

Wir haben also gesehen:
In der r-ten Spalte der Matrix A steht das Bild der r-ten Standardbasisvektors e,.

(b)
Es sei ¢ : K® — K™ eine K-lineare Abbildung gegeben. Wir wissen aus Teil (a), dass — wenn
es eine Matrix A gibt mit ¢ = ¢4 — diese Matrix A eindeutig durch ¢ bestimmt ist, da in den
Spalten von A ja die Bilder ¢(eq),...,¢p(e,) stehen miissen. Die zeigt die Eindeutigkeit von A.
Zu Existenz: Die einzige Wahl von A besteht darin, A wie folgt zu definieren:

A=( pley) |-+ | plen) )

Es ist zu zeigen, dass ¢4 = ¢. Wir miissen also zeigen, dass fiir jedes x = (x;);=1
Werte ¢(x) und @4 (x) tibereinstimmen:

n» € K" die

.....

palx)=Ax

x1
=( gpler) |-+ | pleyn) ) :

xn
=x1p(e)+---+xpp(ey)
=@(x1e1)+ -+ @xpe,)
=p(x1e1+---+xney)

= @(x).

()
Es gilt fiir alle x € K?:

(pao@p)x)=¢a (pp(x)) = A(Bx)= ABx = (AB)x = paB ().
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Hier haben wir die Assoziativitidt des Matrixproduktes ausgenutzt.
(d)
Es gilt fir alle x € K™:
@1, (x) = 1,2 =x =idknr(x).

(e)
Wir wollen zeigen, dass
Y K™ - Homg (K", K™), A—@a

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist, d.h. ¥ ist bijektiv und K-linear. Die Bijektivitét
haben wir in Teil (b) gezeigt. Es bleibt die Linearitéit: Gegeben seien dazu zwei Matrizen A,B €
K™, Dann sind W(A + B), Y(A) + ¥(B) € Homy (K™, K™). Wir wollen zeigen, dass Y(A + B) =
W(A)+ W(B). Es sei dazu ein x € K" gegeben. Es gilt:

(Y(A+B))(x)=¢ap(x)
=(A+B)x
=Ax+Bx
=@a(x)+¢p(x)
=(pa +¢B)x)
=(Y(A)+ ¥ (B))(x).

Der einzige Schritt in dieser Rechnung, in der nicht nur Definitionen eingesetzt wurden, war
die Verwendung des Distributivgesetzes (A + B)x = Ax + Bx beim Matrixprodukt.

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass fiir eine Matrix A € K™*" und ein A € K gilt: ¥(1A) =
AW (A). Es sei dazu wieder ein x € K" gegeben. Dann gilt:

(P(1A))(x) = ppa(x)
=(AA)x
= AMAx)
=Apa(x)
=(Apa)(x)
=(A¥Y(A4)) (x).

Dies beendet den Beweis.

63)
Wir miissen zwei Implikationen beweisen:
»~<—“: Angenommen, m = n und A € K™*" ist eine invertierbare Matrix. Dann ergibt sich mit (c)
und (d) direkt, dass

PaoPa-1 =idkr = @a-1094.

Also ist ¢4-1 eine Umkehrabbildunéﬂ von ¢4 und somit bijektiv, also ein Vektorraumisomor-
phismus.

»—“: Angenommen, @4 : K" — K™ ist ein Vektorraumisomorphismus. Dann heifit dies, dass
K™ = K" und nach Satz [4.2.9(c) geht dies nur, wenn m = n ist. Also ist A eine quadratische
Matrix. Da ¢4 : K" — K" bijektiv ist, gibt es eine Umkehrabbildung (p4)! : K” — K" mit

(pa) topa =idkn = paolpa)™.

9Siehe Definition[1.3.11
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Da @4 linear ist, ist (¢p4)~! ebenfalls linear und somit gibt es nach Teil (b) angewendet auf ¢!
eine Matrix B € K**" mit (p4)~! = ¢p. Eingesetzt in obige Gleichung erhalten wir:

pBo@pa =idk» = Ao @B,
was sich mit (c¢) und (d) vereinfacht zu:
$YBA = P1, = PAB-
Aus der Eindeutigkeit der Darstellungsmatrix folgt schlief3lich:
BA=1,=AB.
Also ist A invertierbar im Ring K™*", O

Wir haben also gesehen, eine lineare Abbildung ¢ : K" — K" ist genau dann ein Isomorphis-
mus von Vektorrdumen, wenn ¢ = ¢4 mit einer invertierbaren Matrix, also einer Matrix, die
als Element im Ring (K™*", +,-) multiplikativ invertierbar ist. Das ist Grund genug, um uns ein
bisschen genauer mit invertierbare Matrizen beschéftigen:

Definition 4.3.2 (Invertierbare Matrizen).
Eine quadratische Matrix A € K™*" heil3t invertierbare Matrix, wenn sie als Element im Ring
(K™*™ +,.) beziiglich der Matrixmultiplikation invertierbar ist, d.h. wenn eine Matrix B € K™*"
existiert mit

AB =1, =BA.

Die Gruppe aller invertierbaren (n x n)-Matrizen mit reellen Eintrigen wird allgemeine lineare
Gruppe genannt und mit GL(n,R) bezeichnet.

Beispiel 4.3.3. (a) Die Einheitsmatrix 1, selbst ist invertierbar: 1, € GL(n,R). Allgemeiner
ist das neutrale Element e in jedem Monoid (S, *) invertierbar.

(b) Wenn A eine Nullzeile hat, ist A auf jeden Fall nicht invertierbar. Denn angenommen A
hitte eine Inverse B, dann wiirde gelten

AB=1, =BA.
Da aber A eine Nullzeile hat, hat auch AB eine Nullzeile und das widerspricht AB =1,,.

(c) Die Matrizen aus Lemma die den elementaren Zeilenumformungen entsprechen,
sind alle invertierbar:
Wenn G eine Matrix vom Typ (G1) ist, die das p-fache der j-ten Zeile auf die i-te Zeile
addiert, dann ist die Inverse von G gegeben durch die Matrix, die das (—u)-fache der j-ten
Zeile auf die i-te Zeile addiert.
Wenn G eine Matrix vom Typ (G3) ist, die eine Zeile mit A # 0 multipliziert, dann ist die
Inverse gegeben durch die Matrix vom Typ (G3), die diese Zeile mit % multipliziert.
Matrizen vom Typ (G2) sind selbstinvers.

Wir haben in Beispiel gesehen, dass es im Allgemeinen fiir Elemente in einem Monoid
nicht ausreicht, ein Rechtsinverses zu haben, um (beidseitig) invertierbar zu sein. Es stellt
sich heraus, dass dieses Problem, dass fiir allgemeine Monoide (und sogar fiir Operatoren auf
unendlich dimensionalen Rdumen) existiert, fiir Matrizen nicht auftritt: Fiir eine quadratische
Matrix A gilt: Wenn es ein B gibt mit AB = 1,, dann ist A invertierbar. Dies werden wir nun
beweisen:
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Satz 4.3.4 (Erste Charakterisierung der Invertierbarkeit von Matrizen).
Es sei n e Nund K ein Korper. Fiir eine Matrix A € K"

sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) AT ist invertierbar.
(iii)) ABeK™":BA =1,,.
(iv) ABe K" :AB=1,.
(v) kerA ={0}.
(vi) rgA =n.
(i) pa :K* —-K", x— Ax istinjektiv.
(iti) @ :K*—> K", x— Ax ist surjektiv.
(ix) @a:K*—>K", x— Ax ist bijektiv.

Spdter, wenn wir Determinanten und Eigenwerte besprochen haben, werden wir noch weitere
dquivalente Bedingungen zur Invertierbarkeit hinzufiigen (siehe z.B. Satz .

Beweis. Wieder gibt es einige Implikationen zu beweisen. Der grundsétzliche Plan dieses Be-
weises sieht so aus:

(i1)

II

(ii7) (@) (iv)

e

(vii) == (ix) == (viii)

e N

v) (vi)

L(1) <= (1)
Es sei A invertierbar, d.h. es gibt ein B € K"*" mit

AB=1,=BA.
Dann koénnen wir diese Gleichung transponieren und erhalten:
(AB)' =1 =(BA),
was sich (siehe Lemma[2.2.13) umformen lisst zu:
B'AT=1,=ATB".

Also ist AT invertierbar mit Inversem B .
Da sich zweimaliges Transponieren wieder aufhebt, folgt die Riickimplikation direkt.
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L) = (1ii)“

Wenn A ein (beidseitiges) Inverses hat, dann insbesondere auch ein Linksinverses.
Lil) = (V)

Nehmen wir an, BA =1, und x € ker A. Dann gilt:

x=1,x=(BA)x=B(Ax)=B0=0.

L(V) = (vii)“:
Dies folgt aus Lemma [4.1.15
H(vil) = (ix)“:
Es sei V :=Bild(A) =Bild(¢4) = ¢4 (K"). Dann ist V ein Untervektorraum von K”. Da die Koein-
schrankung
K-V, x— Ax

bijektiv ist, ist sie ein Vektorraumisomorphismus zwischen K™ und V. Somit gilt dimy(V) =
dimy (K™) = n. Also hat K" einen Untervektorraum mit Dimension n. Dies ist nur méglich, wenn
V = K", weil ein echter Untervektorraum eines endlich dimensionalen Vektorraums immer eine
echt kleinere Dimension hat (siehe Lemma oder Lemma [2.3.26). Also ist Bild(g4) = K"
und somit ist ¢4 bijektiv.

L(1x) = (1)“
Dies ist Satz )
»(1) = ([iv)“

Wenn A ein (beidseitiges) Inverses hat, dann insbesondere auch ein Rechtsinverses.
H(1v) = (vii)“
Nehmen wir an, AB =1,, und y € K". Wir setzen x := By € K. Dann gilt:

y=1,y=(AB)y =A(By)=Ax e Bild(A) = Bild(p,).
Also ist jedes Element y € K" im Bild von ¢ 4. Also ist ¢4 surjektiv.
H(viil) = (vi)*:

Der Rang von A berechnet sich wie folgt:

rgA = dimy (Bild(A)) = dimyk (K") = n.

»(Vi) = (V)
Die Dimensionsformel fiir Matrizen (Satz|2.5.9) besagt: dimk (ker A)+rgA =n. Da A aber Rang
n hat, folgt somit dimy (ker A) = 0 und somit muss ker A = {0} gelten. O

Beispiel 4.3.5. Es sei K ein Koérper und

Wir setzen
B:(d _b)€K2X2.
-c a

Wenn wir nun AB berechnen, erhalten wir

c d 0 ad—bc

AB:(a b)(_dC —ab):(ad—bc 0

) =(ad —bc)ls.
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Wenn also ad — bc # 0 ist, dann konnen wir dies umformen zu:

1 (d —b)_]1
ad—be\-c a ) 2

und wir sehen (mit Satz[4.3.4), dass A invertierbar ist und sich die Inverse schreiben lasst als

1 d -b
Al= ( )
ad—-bcl\—-c a

Wenn allerdings ad — be = 0 ist, dann bedeutet dies, dass die Spalten (j) und (Z

hingig sind und damit, dass A nicht Rang 2 hat und mit Satz[4.3.4]bedeutet dies, dass A nicht
invertierbar ist.

Die Zahl ad — bc, die entscheidet, ob die Matrix invertierbar ist oder nicht, nennt man die
Determinante von A. Determinanten gibt es nicht nur fiir (2 x 2)-Matrizen, sondern allgemein
fiir quadratische Matrizen. Sie spielen auch nicht nur bei der Invertierbarkeit der Matrix eine
Rolle, sondern haben auch eine wichtige geometrische Bedeutung. Wir werden uns in Kapitel
[6.3] ausfiihrlicher damit beschiftigen. Satz bildet eine direkte Verallgemeinerung der

d
-1 _ 1
Formel A = 2d—be (—C

) linear ab-

_ab), die allerdings fiir praktische Berechnungen ziemlich nutzlos ist.

Bemerkung 4.3.6 (Wie berechnet man Inverse?). Die in Beispiel vorgestellte Formel zur
Berechnung Inversen ist sehr hilfreich, aber leider nur fiir (2 x 2)-Matrizen giltig. Es gibt fir
groflere Matrizen auch Formeln, allerdings sind diese so unhandlich, dass man mit ihnen nicht
sinnvoll arbeiten kann. Wir werden deshalb nun ein anderes Verfahren zum Invertieren von
Matrizen kennenlernen, das uns — auch ohne Determinanten — auch sagt, ob eine Matrix inver-
tierbar ist oder nicht und vielleicht wenig tiberraschend ist dies der Gauf3-Algorithmus:

Bis jetzt haben wir den GauB-Algorithmus verwendet, um lineare Gleichungssysteme der
Form

Ax=b

zu losen, wobei x und b Spaltenvektoren waren. Mit exakt demselben Verfahren kann man aber
auch Gleichungen der Form
AX =B

16sen, wenn X und B Matrizen sind. Dies entspricht im Wesentlichen dem simultanen Losen
von mehreren linearen Gleichungssystemen mit mehreren rechten Seiten gleichzeitig.
Wir wissen nach Satz dass A genau dann invertierbar ist, wenn es eine Matrix X € K"*"
gibt mit
AX =1,.

Diese Matrix X ist dann die Inverse A~!. Wir wenden nun Zeilenumformungen auf A und die
Matrix auf der rechten Seite an, bis wir nach endlich vielen Schritten entweder eine Nullzeile
erhalten (Dann war A nicht invertierbar und wir kénnen aufhéren) oder die Matrix in erweiter-
te Zeilenstufenform ohne Nullzeile gebracht haben. Allerdings ist eine (n x n)-Matrix mit vollem
Rang in erweiterter Zeilenstufenform notwendigerweise die Einheitsmatrix:

1,X=C

und somit ist X = C und wir sind fertig.

130



4.3. Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen und Darstellungsmatrizen

Beispiel 4.3.7. (a) Wir wollen die Inverse von

3 -6 5
A=|0 3 -4|e@?®?

3 -6 6
berechnen.
3 -6 5|1 0 O |-(—1) auf Zeile 3 (G1)
0O 3 4,0 1 O
3 -6 6 0 0 1
3 -6 5|1 0 0
0O 3 4,0 1 O
0 O 1 |-1 0 1 | -4 auf Zeile 2 (G1)
3 -6 5|1 0 0
0 3 0|-4 1 4
0 O 1 |-1 0 1 |- (—5) auf Zeile 1 (G1)
3 -6 0|6 0 -5
0 3 0|4 1 4 |-2 auf Zeile 1 (G1)
0 O 1 |/-1 0 1
3 0 0]-2 2 3 |3 (G3)
0 3 0|-4 1 4 | g (G3)
0 O 1 |-1 0 1
72
01 o 113
3 3 3
0 O 1 |/-1 0 1

Also ist A invertierbar und es gilt:

2 2
-2 2 3 -2 2 3
3 1

A‘l_(—g 2 §)=§(—4 1 4).
-1 0 1 -3 0 3

(b) Es sei a € Z/57 ein beliebiges Element. Wir wollen iiber dem Koérper Z/57 die Matrix

[0]5 [2]5 [2]5
A=|[8l5(a+[1l5) [2]5 [0l5]€z/52%*3
[4]l5(a+[1]5) [0]s [3l5

invertieren, falls sie invertierbar ist.

Hinweis zur Notation: Wir werden in der Rechnung die Restklassen [cot]; weglassen, dies
soll aber nicht dariiber hinwegtduschen, dass alle Zahlen fiir ihre jeweiligen Restklassen
modulo 5 stehen.
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| mit Zeile 3 vertauschen (G2)

[-4 (G3)

| -2 auf Zeile 2 (G1)

[-3 (G3)

| -3 auf Zeile 3 (G1)

|-2 (G3)

| -3 auf Zeile 2 (G1)

| -3 auf Zeile 1 (G1)

Q

+

—
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(en)
[\
N

Wenn nun « +[1]5 # [0]5 in Z/57, dann kénnen wir die erste Zeile mit dem multiplikativen
Inversen von (a +[1]5) multiplizieren und erhalten

(@+[115)7" [4l5(a+[115)"Y (a+[115)7!
Al= [1]5 [2]5 [1]5
[2]5 315 [4]5

Falls a +1 =0 in Z/5Z, dann erhalten wir eine Nullspalte, also hat A nicht Rang 3 und ist
somit nicht invertierbar.

Wir erhalten also: Fir a € Z/5Z \ {[4]5} = {[0]5,[1]5,[2]5,[3]5} ist A invertierbar mit der oben
angegebenen Inversen. Fiir a = [4]5 ist A nicht invertierbar.

Nach diesem kleinen Einschub iiber invertierbare Matrizen zuriick zum eigentlichen Thema:
Der Darstellung einer linearen Abbildung mit Hilfe einer Matrix.

Bemerkung 4.3.8. Wir wissen nun: Wenn wir lineare Abbildungen von K” nach K™ untersu-
chen wollen, so reicht es, Matrizen zu untersuchen, weil jede Eigenschaft der linearen Abbil-
dung in der dazugehorigen Matrix kodiert ist. Dies ist sehr wichtig und hilfreich, weil Matrizen
haufig konkretere Objekte sind, mit denen man Rechnungen (z.B. den Gauf3-Algorithmus) durch-
fithren kann. Gewonnene Erkenntnisse kann man dann auf die lineare Abbildung tibertragen.

132



4.3. Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen und Darstellungsmatrizen

Satz [4.3.1] ist somit ein wichtiges Werkzeug zum Studium linearer Abbildungen, aber aus
zwei Griinden noch nicht ganz zufriedenstellend:

Zum Einen ist nicht jeder Vektorraum von der Form K”. Es gibt zum Beispiel Abbildungen,
bei denen Definitions- oder Zielbereich Untervektorraume von K” sind (etwa Geraden oder Ebe-
nen im R"). Auch gibt es lineare Abbildungen, bei denen Definitions- oder Zielbereiche Raume
von Matrizen (oder selbst Rdume von Abbildungen) sind. Gliicklicherweise haben wir in Satz
gesehen, dass jeder endlich dimensionale [K-Vektorraum isomorph ist zu K" — allerdings
ist so ein Isomorphismus nicht kanonisch gegeben, sondern hangt von der Wahl einer Basis ab.

Zum Anderen gibt es auch noch Verbesserungsbedarf bei linearen Abbildungen von K" nach
K™. Oft ist die Darstellungsmatrix, die zu einer linearen Abbildung gehort, viel zu kompliziert,
um daran etwas ablesen oder damit rechnen zu konnen. Dies liegt daran, dass in der Konstruk-
tion der Matrix die Standardbasis (eq,...,e,) von K” benutzt wurde und diese oft nicht die ,be-
ste Wahl“ ist. Oft ist eine andere Basis, die sich an der zu untersuchenden linearen Abbildung
orientiert, besser geeignet.

Beide Probleme werden wir dadurch lésen, Abbildungsmatrizen von linearen Abbildungen
zwischen endlich dimensionalen Vektorraumen beziiglich gegebener Basen in Definitions- und
Zielbereich zu definieren. Allerdings ist dafiir notwendig, auf einer Basis (die bisher einfach nur
eine Menge ohne Ordnung war) eine Ordnung einzufithren.

Definition 4.3.9 (Geordnete Basis und Koordinatenvektoren).
Es sei K ein Korper und V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiiber K. Gegeben sei eine
natiirliche Zahl n € Nj.

(a) Eine geordnete Basis von V ist ein n-Tupel B =(b1,...,b,), bestehend aus n verschiedenen
Vektoren aus V, sodass {b1,...,b,} eine Basis fiir V ist.

(b) Es sei B=(by,...,b,) eine geordnete Basis von V. Dann ist — nach Satz —die lineare
Abbildung
X1

n
K'-V, e Z xpbp,
k=1
Xn
ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Die Umkehrabbildung bezeichnen wir mit
n xl
Op:V—=K", v=) xpbp—(v)g:=

k=1
Xn

Der Spaltenvektor (v)g € K" heifit der Koordinatenvektor von v beziiglich der geordneten
Basis B.

Aus Grinden der Vollstandigkeit ist hier n = 0 erlaubt — ein 0-Tupel besteht aus 0 Vektoren (die
leere Liste sozusagen), und der einzige Vektorraum, der ein 0-Tupel als geordnete Basis hat ist
der triviale Vektorraum V = {Oy} =k K°. Insofern ist n =0 zugelassen, aber uninteressant.

Beispiel 4.3.10. (a) Es sei K ein Korper, n € N und V := K". Die geordnete Standardbasis von
K" ist
E = (elv")en))
wobei eq,...,e, die Standardbasisvektoren sind.

Fiir jeden Vektor x € K" gilt: (x)g = x.

133



4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

(b) Es sei V :=R?*2 mit der geordneten Basis:

ol 90 0 96 )

a b

Dann hat die Matrix A = (c d) € R2*2 beziiglich der geordneten Basis B den folgenden

Koordinatenvektor:

Wenn wir stattdessen die folgende geordnete Basis betrachten:

ol 90 D 340 )

so gilt:

—_—
—_——
o Q
Q o
N —
N —
0
Il
QU S" o Q

b
Wenn wir wissen wollen, wir der Koordinatenvektor von (CCZ d) beziiglich der folgenden

D.— 1 0)(1 1Y(1 0\ (1 O
o -1)'lo 1)°\1 1)°lo 1
aussieht, so miissen wir den Ansatz machen:
1 0 N 11 N 10 N 1 0 (a b
o -1)7 o 1)7®1 1)7™o 1)7\c d

und dann die Koordinaten x1,x2,x3,x4 bestimmen. Die linke Seite der Gleichung lisst sich
zusammenfassen zu einer Matrix, was dann folgende Matrix-Gleichung ergibt:

geordneten Basis

X1 +Xo+x3+x4 X9 _[a b
X3 —x1+x9+x3+x4) \c d

Dies entspricht dem inhomogenen linearen Gleichungssystem:

X1 +x9 +x3 +x4 =a
X9 =b
X3 =cC

—-x1 +x9 +x3 +x4 =d,

was (GauB3-Algorithmus) die eindeutige Losung

X1 al/2—-d/2
xe | b
x3 | c

X4 al2-b—-c+d/2
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. . . b . .
besitzt. Zusammengefasst kann man also sagen, dass die Matrix (Z ) beziiglich der Basis

d
D den Koordinatenvektor
al2—-d/2

e dl,-|

c d D_ c
al2-b-c+d/2

hat.

(c) Der Korper C ist eine Korpererweiterung von R und ldasst sich somit als R-Vektorraum auf-
fassen. Wir betrachten die geordnete Basis:

B:=(1,i).
Dann gilt fiir jede komplexe Zahl z = a +ib, dass (2)g = (Z)

X1
(d) Esseig: [F‘zL — Fog, zz — X1+ %9 + x3 + x4 die Fe-lineare Abbildung zur Matrix
3

X4
A=(1 1 1 1)er

Wir setzen U :=kerp =kerA < le. Das folgende ist eine geordnete Basis von U':

1) (1) (1
of |1|]0
B:= of’|of’|1
1/ \oJ \0
0
Der Vektor v := i € U hat beziiglich B den Koordinatenvektor
0
0
=11,
1
weil

+1- +1-

= o O =
S O H =
O = O =

(e) Der Raum RR® aller Funktionen von R nach R ist ein unendlich dimensionaler R-Vektorraum.
Die Funktionen

fim) =@ +1%;  folx)=(x+2)%  f3x)=(x+3)?
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sind linear unabhéngig (nachrechnen!). Das bedeutet also, dass
B:=(f1,f2,f3)

eine geordnete Basis des Raums V = LHg (f1, f2, f3) ist. Die Funktion f4 :R — R mit
fa(@) = (x +4)?

ist ein Element in V', weil f4 =1- f1 —3f2 + 3f3 (nachrechnen!). Also konnen wir den Koordi-
natenvektor von f4 beziiglich der Basis B schreiben als:

1
(fo)g = (—3)-
3

Die Funktion idg : R — R, x+— x gehort auch zum Raum V, weil idg = -3 f1 +2f2 — 2f3. Es

gilt somit:
_5 -5
4] 1
(id[R)B=( 2 )=—(8).
— 4 _3

(® Es sei K ein Korper und V := K3. Das folgende ist eine geordnete Basis von K3:

0\ [0\ (1
B:=[0],]1],|1]].
1 1 1
a
Der Vektor | b | € K3 hat beziiglich B die Koordinaten:
c
a -b+c
b =|-a+b
cllg a
a 0 0 1
bl=(=b+c)|0|+(-a+b)|1]|+a|l].
c 1 1 1

Diese Koordinaten findet man entweder durch Ausprobieren oder durch das Lésen des da-
zugehorigen lineares Gleichungssystems.

LSy

weil

Wir wissen nun also, dass ein endlich dimensionaler Vektorraum mit einer geordneten Basis
B immer isomorph zu einem Raum der Form K" ist und nach Satz lassen sich lineare Ab-
bildungen zwischen solchen Rdumen immer als Linksmultiplikation mit einer Matrix schreiben.
Wenn wir diese beiden Ideen kombinieren, erhalten wir den folgenden fiir die lineare Algebra
fundamentalen Satz:

Satz 4.3.11 (Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung).
Es sei K ein Korper und V ,W endlich dimensionale Vektorraume iiber K mit n = dimy (V) € Nund
m = dimk (W) e N. Wir nehmen an, es seien geordnete Basen By von V und Bw von W gegeben.
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(a) Es sei A € K™*" eine Matrix und @a : K" - K™, x— Ax die Linksmultiplikation mit
A. Es bezeichne (-)g, : V — K" und (), : W — K™ die Vektorraumisomorphismen aus
Definition
Dann ist das folgende eine lineare Abbildung zwischen V und W:

(P : V - W; v — ((')Bw)_l(A(v)Bv) = ((')Bw)_l o (PA O((')BV)(U)'

Anders formuliert: Das folgende Diagramm kommutierﬂ'

v ¢ W
Osy l l(')BW
n m
K o K™.

In den Spalten von A stehen die Bilder der Basisvektoren aus By, dargestellt beziiglich der
Basis By; genauer: sei b; der j-te Basisvektor der geordneten Basis B. Dann steht in der
J-ten Spalte von A der Spaltenvektor (¢(b))) By

(b) Fliir jede K-lineare Abbildung ¢ : V — W gibt es eine eindeutige Matrix A € K™*" mit
YveV: ((p(v))BW =A(@)g, -

Die eindeutige Matrix A € K™*™ wird Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der geordneten
Basen By und By genannt und mit Mg, g, ((p) bezeichneﬂ Es gilt also:

YveV: ((p(v))BW = Mg, B, (¢) V)8, -

Im Falle, dass V = K", W = K™ und By und Bw die Standardbasen sind, ist dies genau
die in Satz[{.3.1|eingefiihrte Matrix.

(¢) Gegeben sei ein weiterer K-Vektorraum U mit einer p-elementigen geordneten Basis By.
Dann gilt fiir lineare Abbildungen ¢ :V - Wund w:U —V:

Mgy, By ((,0) Mg, By (W) =Mgy, By ((po'(//) ’
das heifft: Multiplizieren von Matrizen entspricht dem Verketten von Abbildungen.

(d) Die Einheitsmatrix 1, € K"*" entspricht der Identitidtsabbildung:
Mg, g, (idv) =1,.

(e) Die Abbildung
Homy (V, W) — K™", ¢ Mg, g, (¢),

die jede lineare Abbildung von V nach W auf ihre Darstellungsmatrix beziiglich der geord-
neten Basen By und Bw abbildet, ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

10Das Konzept von kommutativen Diagrammen wurde in eingefiihrt.
Djese Notation ist uberhaupt nicht einheitlich in der Literatur. Weder der Buchstabe ,,M“ noch die Reihenfolge, in
der die Basen By und By angegeben werden.
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

(f) Eine lineare Abbildung ¢ :V — W ist genau dann bijektiv (also ein Vektorraumisomorphis-
mus), wenn die Matrix Mg, g, (¢) invertierbar ist (insbesondere ist dafiir notwendig, dass
m =n ist). In diesem Fall gilt dann:

(Me, B, (¢)) ' =Ms, g, (¢7).

(g) Die Menge aller Vektorraumendomorphismen Endk (V) := Homy(V,V) von V bildet mit +
und o einen Ring. Die Abbildung

Endx (V) - K"", ¢—Msg, B, (¢),
ist ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis. (a)
Die Abbildung ¢ = ((-)BW)_1 opao((),):V — W ist als Verkettung von K-linearen Abbildungen
wieder K-linear.

Es sei nun b; der j-te Basisvektor aus der geordneten Basis By. Dann ist das Bild unter ¢ :
V — W der Vektor ¢(b ;) € W. Diesen stellen wir nun zur Basis By dar und erhalten (¢(b))) By €
K. Diesen Vektor kann man nun umschreiben zu:

(96 )))g,, =y 0 9(B))
=gy o (O)By) o @a (s, (b))
=@ao(()By)b;)
= ‘PA((bj)BV)
=@ale;)
=Ae;
und dies ist gerade die j-te Spalte der Matrix A. (b)

Nach Teil (a) wissen wir, dass die Matrix — falls sie existiert — eindeutig ist und dass in den
Spalten der Matrix die Bilder der Basisvektoren stehen miissen. Setzen wir also:

A= ((,D(bl))BW ((p(bn))BW e KMm*n.

Es bleibt zu zeigen, dass
YveV: ((p(v))BW =A@)B, -

Da beide Seiten dieser Gleichung linear in v sind, reicht es aus, diese Identitit fiir Basisvekto-
ren zu zeigen.
Es sei also v = b; einer der Basisvektoren. Dann ist

(0@)g,, = (¢(b))g, =Ae;=A(bj)g, =AW®)s, -

(©)
Es sei u € U. Dann gilt:

Msy By (9ow) (W, = ((poy)w))g,
= (o(v))g,
=May gy (¢) - (v@)g,
=Msg,, By (¢)-Ms, By (¥) - (Ws, -
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Also gilt:
Mg, By (9ov) =Msy By (¢)-Msy By (¥)-
(d)
Es sei v € V. Dann gilt:

MBv,BV (ldV) : (U)BV = (ldV(U))BV

=(v)By,
=1,-()s,
Also gilt:
Mg, g, (idy) = 1,.
(e)

Wir wollen zeigen, dass die folgende Abbildung ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist:
Homy (V,W) — K™, ¢ — Mgy g, (¢).

Bijektivitdt wurde bereits in (a) und (b) gezeigt. Es bleibt die Linearitit. Dazu miissen wir
zeigen:
Vo, € Homg(V,W): Mg, s, ((,D-H//) = Mgy, By ((,0) +Mgy, By (W)

und
Vo € Homy(V,W),AeK: Mgy, (l(p) = AMg,, By ((p) .

Es seien ¢, € Homk(V,W) gegeben und v € V. Dann gilt:

Mgy By (9 +¥) )8, = (9 +¥)®))p,
= (@) + p(@)),
= (‘P(U))BW + (W(U))BW
=May, 8y (¢)- ()5, +Msy, By (¥) ),
= (Msy.8y (¢) +May, By (¥)) - )5, -
Also gilt:
Msy, 8y (¢ +v) =Msy. By (¢) + May, by ().
Zu guter Letzt sei ¢ € Homk(V,W) und 1 € K gegeben und v € V. Dann gilt:

Mg, By (19) - (), = ((A9)©)g,

= (’1¢(U))BW
=A (‘P(U))BW
= AMsy g, (#) )5, -
Also gilt:
Mg, gy, (A¢) =AMy, By (¢)-
®

Es sei A := Mg, g, (¢). Dann kommutiert das folgende Diagramm

1% ¢ w

Osy L l(')BW

K* —— K™

PA

139



4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Somit folgt diese Aussage direkt mit Satz

(&

Die Menge Endk (V) = Homk (V, V) bildet mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation
einen Vektorraum (siehe Proposition [4.1.17). Wenn wir die skalare Multiplikation ignorieren,
erhalten wir insbesondere, dass (Endk(V), +) eine abelsche Gruppe bildet.

Da die Verkettung von linearen Abbildungen wieder linear ist, folgt, dass Endk(V) abge-
schlossen ist unter o. Verkettung ist assoziativ nach Lemma|l.3.7|mit dem Neutralelement idy.
Was noch fehlt, damit (Endk(V'), +,0) ein Ring wird, sind die beiden Distributivgesetze:

Es seien also @1, 92, % € Endk (V) gegeben und es sei v € V gegeben. Dann gilt:

(01 +p2) o) (V) = (p1 + 2) (¥ ()
= ¢1(p @) + @2 (v ()
=(p1oy)(V) + (@2 0Y)(V)
= ((p1ow) +(p20y)) (V).
Da v € V beliebig war, gilt somit:

(p1+@2)ow =(p1oy)+(paow).
Fiir das andere Distributivgesetz seien wieder ¢1,¢2,¥ € Endk(V) und v € V gegeben. Dann
gilt:
(W o (@1 + 92))() =y ((p1 + P2)(©))

=1y(1(v) + 92(v))

=y (p10) + ¥ (p2(v))

=(yop1))+(yopa)v)

= ((yo 1) + (o p2)) ().
Da v € V beliebig war, gilt somit:

wolpr+@2)=(wopr)+(wops).

Damit ist (Endy(V), +,0) ein Ring[]
Dass die Abbildung
Endy (V) = K"", ¢— Mg, g, (¢),
bijektiv ist, haben wir in Teilen (a) und (b) gesehen. Dass sie die additive Struktur erhélt, folgt
aus Teil (e). Dass Verkettung auf Matrixmultiplikation abgebildet wird, folgt aus (c), dass das
Einselement der linken Seite auf das Einselement der rechten Seite abgebildet wird haben wir
in (d) gesehen. O

Definition 4.3.12.
Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Gegeben seien geordnete
Basen B und C von V. Die Darstellungsmatrix

MC,B (idv) € [Kan

von idy : V — V beziiglich der Basis B im Definitionsbereich und C im Zielbereich nennen wir
auch Basiswechselmatrix von B nach C.

12Beachten Sie, dass in dieser ganzen Rechnung nur ein einziges Mal verwendet wurde, dass wir nur lineare Ab-
bildungen betrachten. Wenn wir statt Endy (V) die Menge VvV aller Abbildungen betrachtet hitten, so ware alle
Ringaxiome fiir (VV, +,0) mit Ausnahme eines der beiden Distributivgesetze erfiillt.
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4.3. Lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen und Darstellungsmatrizen

Bemerkung 4.3.13. (a) Angenommen, v € V ist ein Element in einem endlich dimensionalen
Vektorraum V und der Koordinatenvektor von v beziiglich einer geordneten Basis B sei
bekannt. Dann lasst sich der Koordinatenvektor von v beziglich einer anderen geordneten
Basis C mit Hilfe einer Basiswechselmatrix wie folgt schreiben:

(v)c =Mcg@Ad)(v)B .-

(b) Da die Abbildung idy : V — V bijektiv ist, folgt, dass eine Basiswechselmatrix immer
invertierbar ist. Es gilt:

(Mc,g(idy)) ™" = Mg ¢ (idy!) = Mg ¢ (idy),

das heilit: Wenn die Basiswechselmatrix in die eine Richtung bekannt ist, so lasst sich die
Basiswechselmatrix in die andere Richtung durch Invertieren der Matrix berechnen.

(c) Gegeben eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen endlich dimensionalen Vektorraumen
V und W. Angenommen, die Darstellungsmatrix Mg, g, (¢) € K" sei bekannt.

Wenn nun Cy und Cy andere geordnete Basen von V bzw. W sind, dann kann man die
Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der neuen geordneten Basen aus der alten Darstel-
lungsmatrix berechnen:

MCW’CV ((,0) = 1VJ:CW’CV (ldW oy Oidv) = MCW,BW (idW)MBW,BV ((P) MBv,CV (idy).

Man muss also nur die Darstellungsmatrix von links und rechts mit entsprechenden Ba-
siswechselmatrizen multiplizieren.

Hierbei entspricht der Linksmultiplikation mit einer Basiswechselmatrix einem Basis-
wechsel im Zielbereich — und eine Rechtsmultiplikation einem Basiswechsel im Definiti-
onsbereich.

Beispiel 4.3.14. Es sei

EH:;1 x1+x9+x3+x4=0

der F2-Vektorraum aus Beispiel |4.3.10(d).
Es sei B die geordnete Basis:

1

1
b 0 b
1/ \0J \0

Nun betrachten wir eine andere geordnete Basis fiir denselben Raum U

Wenn wir die Basiswechselmatrix Mg c (idy7) berechnen wollen, nehmen wir uns also die Vekto-
ren in der geordneten Basis C einer nach dem anderen vor:
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

0
1
Wir beginnen mit c¢; := 1l Diesen Vektor miissen wir nun beziiglich der geordneten Basis B
0
schreiben:
0 1 1 1
1 0 1 0
c1=|4 =0- 0 +1- 0 +1- 1l
0 1 0 0
0
Alsoist (c1)g=[1].
1
0
Als nichstens nehmen wir den zweiten Vektor co := 3 aus der geordneten Basis C:
1
0 1 1 1
1 0 1 0
co = 0 =1- 0 +1- 0 +0- 1l
1 1 0 0
1
Damit gilt: (co2)g=|1]|.
0
1
1
Und schliefllich den dritten Vektor c3 := 1 :
1
1 1 1 1
1 0 1 0
03—1—10+1'0+1~1,
1 1 0 0

1
1].

|
|

der somit den Koordinatenvektor (c3)g = (

—

Fir die Basiswechselmatrix gilt somit:

01 1
Mgc(Gdy)=|1 1 1].
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Die Basiswechselmatrix in die andere Richtung Mc g (idy) ist dann die Inverse davon:

OO H OO H OO HIOCOHOOHIMFOMHKMKO
O R OO H RO KHHIOKR KR KFKMHEKORKR HO KK
—H O OlFR O O|IH O KHIKFHMHEKIOR H|H KH H[FH = =
H O KHRRORHROOIRROOR OlOHR Ol O R
H o R RO R HE O HFHOHOORORO
RO MR RO FROOHOOROOROO

Es gilt also:
110
Mc g (idy) = (0 1 1).
1 11

Wir haben in Bemerkung|4.3.13|gesehen, dass jede Basiswechselmatrix invertierbar ist. Um-
gekehrt kann aber auch jede invertierbare Matrix als eine Basiswechselmatrix aufgefasst wer-
den:

Lemma 4.3.15.
Es sei K ein Korper und V ein n-dimensionaler Vektorraum mit geordneter Basis B. Fiir jede
invertierbare Matrix S € GL(n,KK) gibt es eine geordnete Basis C von V, sodass

S =Mg c(@dy).
Beweis. Da S eine invertierbare Matrix ist, ist die Abbildung
¢s K" —>K", x—Sx
ein Isomorphismus von K-Vektorraumen. Ebenso ist die Abbildung
(B:V—-K", v—(v)g
ein Isomorphismus. Somit kénnen wir durch Verketten so einen Isomorphismus

¢:=(()p) Topgo()g:V =V
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

konstruieren, dass das folgende Diagramm kommutiert:

14 4 v

(‘)BL l(')B

K" ——K"™.

Ps

Die Matrix S = Mg g (¢) ist also die Darstellungsmatrix eines Vektorraumisomorphismus ¢ :
V — V beziiglich der geordneten Basis

B:(bla"'?bn)

in Definitions- und Wertebereich. Ein Isomorphismus von Vektorrdumen bildet Basen auf Basen
ab (siehe Lemma[4.2.6). Somit ist

C:=(p(b1),...,0(by,))

ebenfalls eine geordnete Basis von V.

Da in den Spalten der Matrix Mc g (¢) immer die Bilder der Originalbasis B unter der Ab-
bildung ¢, dargestellt zur neuen Basis C stehen, folgt, dass die Matrix Mc g ((p) gerade die
Einheitsmatrix ist:

MC,B (‘P) = ILn-
Die Aussage folgt nun:
S =Msgg(¢)
= Mg g (idv o ¢)

= Mg c (idy)-Mcg ()
=Mpg,c(@dy)-1,
=Mp,c (idvy). O

Bemerkung 4.3.16 (Zeilen- und Spaltenumformungen). Wir haben in Lemma gesehen,
dass elementare Zeilenumformungen einer Matrix einer Multiplikation mit einer bestimmten
invertierbaren Matrix (vom Typ (G1),(G2) oder (G3)) von links entsprechen. Ebenso entsprechen
Spaltenumformungen einer Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix (vom Typ (G1),(G2)
oder (G3)) von rechts.

Zusammen mit Lemma kann man also sagen: Eine Zeilenumformung entspricht ei-
nem Basiswechsel im Zielbereich — eine Spaltenumformung entspricht einem Basiswechsel im
Definitionsbereich.

Satz 4.3.17 (Smithschd™| Normalform).
Es sei K ein Korper und V und W endlich dimensionale K-Vektorrdume. Zu jeder linearen Ab-
bildung ¢ : V — W existieren geordnete Basen Bw von W und By von V, sodass

1 00 - 0
0 10 -0
Meyer(2)=1o .. o o 0
0 - 0 0 - 0

13hach HENRY JOHN STEPHEN SMITH, engl. Mathematiker, 1826—1883
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gilt. Die Anzahl der Einsen entspricht genau dem Rang von ¢. Eine Matrix von der obigen Form
heif3t eine Matrix in Smith-Normalform.

Beweis. Weil V und W endlich dimensionale Vektorrdume sind, gibt es endliche geordnete Ba-
sen Cy von V und Cy von W. Beziiglich dieser Basen hat ¢ : V — W die Matrix A := M, ¢, (¢) €
K™*"  wobei n = dimyk (V) und m = dimy (W) ist.

Nun wenden wir den GauB3-Algorithmus auf A an, bis wir eine Matrix B erhalten, die in er-
weiterter Zeilenstufenform ist. Da die Zeilenumformungen des GauB3-Algorithmus Multiplika-
tionen mit invertierbaren Matrizen von links entsprechen, entspricht dies einem Basiswechsel
im Raum W. Anschliefend wenden wir elementare Spaltenumformungen an, um die Matrix
in Smith-Normalform zu bringen. Dies dndert zwar den Kern der Matrix, aber da wir ja kein
lineares Gleichungssystem losen wollen, ist das egal. Entscheidend ist, dass diese Spaltenum-
formungen nun einem Basiswechsel im Definitionsbereich V entsprechen. Insgesamt erhalten
wir somit also eine Basis By von V und eine Basis By von W, sodass Mgy, B, ((p) in Smith-
Normalform ist. Da Basiswechsel im Definitions- oder Zielbereich den Rang nicht dndern, ist
der Rang von ¢ gleich dem Rang der Matrix in Smith-Normalform und damit gleich der Anzahl
der Einsen auf der Diagonale. O

Bemerkung 4.3.18. Es seien m,n € N und K ein Korper. Wir sagen: Zwei Matrizen A,B € K"
heiflen dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen S € GL(m,K) und T € GL(n,K) gibt mit

SAT =B.

In anderen Worten: Zwei Matrizen sind dquivalent, wenn sie die gleiche lineare Abbildung be-
schreiben, nur beziiglich unterschiedlicher Basen.

Satz sagt also: Jede Matrix ist dquivalent zu einer Matrix in Smith-Normalform. Wenn
wir also die Basen im Definitions- und Wertebereich beliebig wahlen dirfen, so konnen wir jede
Matrix in Smith-Normalform bringen.

Ein verwandter Begriff, der uns spéiteIE-] noch mehr beschéftigen wird, ist der folgende: Sind
A,B e K™™" zwei quadratische Matrizen derselben Gréf3e, dann sagen wir A und B sind d@hnlich,
wenn eine invertierbare Matrix S € GL(n,K) existiert, sodass

SAS~!=B.

Man sieht dieser Formel an, dass dhnliche Matrizen auch dquivalent sind, allerdings ist dieser
Begriff starker, also nicht alle Matrizen, die 4quivalent sind, sind auch dhnlich. Da die Matrix
S~1 die Inverse der Matrix S ist, miissen A und B quadratisch sein, damit dieser Begriff sinnvoll
ist.

Man kann sagen: Zwei quadratische Matrizen sind dhnlich, wenn sie den gleichen Endomor-
phismus beschreiben, nur beziiglich unterschiedlicher Basen. Der Unterschied zum schwiche-
ren Begriff der Aquivalenz besteht darin, dass wir im Definitionsbereich und im Wertebereich
des Endomorphismus immer dieselbe Basis wihlen miissen.

Korollar 4.3.19.
Es seien m,n € N und K ein Korper. Zwei Matrizen A,B € K™ sind genau dann dquivalent,
wenn sie den gleichen Rang haben.

14Definition m
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Zusammenfassung von Abschnitt [4.3]

(1) Jeder Vektor v € V in einem n-dimensionalen Vektorraum lédsst sich zu einer geordneten
Basis B als Spaltenvektor darstellen: (v)g € K™

(2) Jede lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen endlich dimensionalen Vektorraumen lasst sich
beziiglich einer Basis B im Definitionsbereich und einer Basis C im Zielbereich als Matrix
darstellen: Mc g (¢) € K™,

(3) In den Spalten der Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren!
(4) Verketten von linearen Abbildungen entspricht Multiplizieren von Matrizen.

(5) Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die dazugehorige lineare Abbildung bijektiv,
also ein Isomorphismus ist.

4.4, Direkte Summen und Komplemente

Nachdem wir uns im Letzten Kapitel auf endlich dimensionale Vektorrdaume und geordnete
Basen konzentriert haben, sind in diesem Kapitel alle Vektorraume erst einmal beliebig (also
endlich dimensional oder unendlich dimensional). Viele interessante Beispiele sind aber natiir-
lich trotzdem endlich dimensional.

Definition 4.4.1 (Direktes Produkt von Vektorrdumen).
Es sei r e N und V7i,...,V, Vektorraume uber demselben Grundkérper K. Dann definieren wir
auf dem kartesischen Produkt{lf] Vi1 x---V,. die Addition

w1,...,vp)+Ww1,...,wy):=(V1+w1,...,vr +Wy)
und die skalare Multiplikation
A-(v1,...,0:):=(Avq,...,Av.).

Die Menge (V1 x --- x V., +,) versehen mit diesen Operationen wird selbst ein Vektorraum, den
man auch das direkte Produkt von V1,...,V, nennt. Dass diese Operationen wirklich die Vektor-
raumaxiome (siehe Definition [4.1.1)) erfiillen, sieht man leicht ein.

Analog kann man das direkte Produkt von Halbgruppen, Monoiden, Gruppen und Ringen de-
finieren. Das direkte Produkt von zwei Korpern ist aber interessanterweise niemals ein Korper,
weil es immer Nullteiler enthilt.

Beispiel 4.4.2. Es sei K ein Korper, r € N und jeder Vektorraum V; := K. Dann ist das kartesi-
sche Produkt
Kx--x K
—_—
r Faktoren

isomorph zu K" iiber den natiirlichen Isomorphismus
X1
Kx--xK—-K", (x1,...,%6,)—

Xr

15giehe Notation[1.2.17
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Lemma 4.4.3.
Es seien V1,Vy Vektorrdume iiber demselben Grundkorper K. Weiterhin sei B eine Basis von Vi
und C eine Basis von V. Dann ist

{(6,0)16 € B}u{(0,¢) | c € C}

eine Basis von Vi x Vo. Insbesondere ist das direkte Produkt von zwei endlich dimensionalen
Vektorrdumen V1,Vs wieder endlich dimensional mit

dimK(Vl X Vg) = dimK(Vl) + dimK(Vz).

Beweis. Wir setzen

P :={(,0)1beB}u{0,c)|ceC}.

Wir zeigen zuerst, dass P ein Erzeugendensystem fiir V x W ist. sei dazu (v1,v2) € V1 x Vo. Dann
folgt, dass vy € V1 = LHk (B) und somit lasst sich v als Linearkombination von Elementen aus
B schreiben:

-
v = Z/ljbj mit bj € B,A; € K.

Andererseits gilt aber auch, dass ve € Vo = LHy (C) und somit lédsst sich vg als Linearkombina-
tion von Elementen aus C schreiben:

S
Vg = Z trcr mitcpeC,uy eK.

k=1
Dann gilt fiir (vy,v2e) folgendes:
r S
(v1,v2) = (Z A‘]b]; Z /chk)
J=1 k=1
S
( )L]bJ,O)+(O,Zykck)
J=1 =
r S
=> 1;(5,,0)+ Z pz (0,¢r) € LHy (P).

Dies zeigt, dass P ein Erzeugendensystem ist. Nun zeigen wir noch, dass P linear unabhéngig
ist.
Eine Menge P ist linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge davon linear unabhingig
ist. Seien also endlich viele Elemente aus P = {(6,0) | b € B}u{(0,c) | c € C} gegeben:
(61,0),...,(b,,0),(0,c1),...,(0,c5) € P.

Wir setzen nun eine endliche Linearkombination dieser Elemente gleich (0,0) und zeigen, dass
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alle Skalare 0 sein miissen:

> 4 (8;,0)+ Y pr(0,c)=(0,0)
k=1

J=1
r S

> Ajbj,o) + (o, Y uker | =(0,0)

j=1 k=1

(Z Ajbj, Y wxer | =(0,0)
j=1 k=1

S
+ (0, > uker | =(0,0)
k=1

S

(Z Ajbj, Y wrer | =(0,0)
j=1 k=1

r S
Abj=0 und ) prcr=0
j= k=1

Jj=1
Vje{l,...,r}:2;=0 und Vke{l,...,s}:up=0

Also ist P linear unabhéngig in Vi x Vo und somit eine Basis. O

Lemma 4.4.4.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Dann ist der Durchschnitt von beliebig vielen
Untervektorrdumen wieder ein Untervektorraum.

Beweis. Es sei {Uy}j€ J eine Menge von Untervektorrdumen von V. Wir setzen

U:=Uj={veV|Vjed:velU;}.
jed
Da Oy in jedem Raum U liegt, liegt Oy auch im Durchschnitt.

Es seien nun v,w € U gegeben und j € J. Da v e U und U c U; gilt, folgt, dass v € U;. Ebenso
gilt: Da w € U und U ¢ U; gilt, folgt, dass w € U;. Nun ist aber U; nach Voraussetzung ein
Untervektorraum und somit abgeschlossen unter Addition. Es gilt also v+w € U;. Da j € J
beliebig war, gilt damit also v +w € Njc ;U = U, also ist U abgeschlossen unter Addition.

SeinunveU, eKund jeJ.DaveU und U cUj, gilt, folgt, dass v € U;. Nun ist aber U; ein
Untervektorraum und somit gilt Av € U;. Da j € J beliebig war, gilt damit also Av € Nje ,U; =U,
also ist U abgeschlossen unter skalarer Multiplikation.

Dies zeigt, dass U ein Untervektorraum ist. O

Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist im Allgemeinen kein Untervektorraum. Es gilt
aber:

Lemma 4.4.5.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und Uq,...U, €V seien Untervektorrdume. Dann
ist die Summe der Untervektorrdume

Ui+ +Upi={ur+-+u, |Vjsr:ujeU;} =LHk (U1 U---UU,)

wieder ein Untervektorraum von V.
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Lemma 4.4.6.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und r e N.

(a) Die Additionsabbildung
+3M—>V, (vl,-..,vr)|—>v1+,,‘+vr
r Faktoren

ist K-linear und surjektiv.
(b) Fiir Untervektorrdume Us,...,U, von V gilt: Die K-lineare Abbildung
Uiy x---xU,—V, (ui,...,up)—ui+-+u,
hat als Bild die Summe Uy +---+U,.
(¢) Fiir zwei Untervektorrdume U1,Uy €V gilt: Die K-lineare Abbildung
@:UyxUs—V, (ug,ug)—ui+us
hat als Kern
ker(p) = {(x,—x) | x e U1 nUz} = U1 NUs.

Definition 4.4.7.
Es sei V ein Vektorraum iuber einem Korper K. Es seien Uy,...,U, Untervektorrdume von V.
Wir sagen: V ist die direkte Summe der Untervektorrdume Ujq,...,U, und schreiben

r
V=@U;=Use--oU,,
Jj=1

wenn die Abbildung
Ui x---xU,—-V, (ui,...,up)—ui+--+u,

bijektiv, also ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist, d.h. wenn jedes v € V auf genau eine
Weise als Summe von Elementen aus den Untervektorrdumen geschrieben werden kann.

Lemma 4.4.8 (Direkte Summe von zwei Untervektorraumen).
Im Falle von genau zwei Untervektorrdumen U,W CV gilt:

V=UeW <<— U+W=VundUnW={0})

Beweis. Die Abbildung
e:UxW-V,  (u,w)—u+w.

ist genau dann surjektiv, wenn U +W =V

AuBerdem gilt, dass ¢ : U x W — V genau dann injektiv ist, wenn ker(¢) = {0} ist. Dieser Kern
ist aber isomorph zu U N W nach Lemma [4.4.6{c).

Damit folgt die Behauptung. O

Definition 4.4.9 (Komplementére Unterrdume).
Es sei V ein Vektorraum tiiber einem Korper K und U,W €V Untervektorraume. Dann heifit W
ein komplementdirer Untervektorraum oder Vektorraumkomplement von U, wenn

V=UeW,

wenn sich also jeder Vektor v € V eindeutig schreiben ldsst alsv=u+w mit u €e U und w e W.
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1

Beispiel 4.4.10. Es sei K=R und V = R3. Es sei U = LHp ((1)) c R? ein eindimensionaler
1

Untervektorraum.

1\ (0
Desweiteren sei W = LHp ((0) , (1)) <R3 die x1-x2-Ebene.
0/ \0
Dann ist W ein Komplement von U in V = R3, weil sich jeder Vektor v € R3 eindeutig schreiben
lasst als ein Vektor in U und ein Vektor in W, es gilt also:

RE=UaW.

Anstelle von der Ebene W hitte man auch jede andere Ebene nehmen kénnen, die nicht die
Gerade U enthilt. Die ,natirlichste“ Wahl wire die Ebene, die senkrecht auf U steht:

X1
P:= ) ER?’
X3

allerdings konnen wir in allgemeinen Vektorrdumen iiber beliebigen Korpern geometrische Be-
griffe wie ,,senkrecht” nicht verwenden, weil sie in allgemeinen Vektorrdumen tiberhaupt nicht
definiert sind.

X1 +x2+x3 =0},

Satz 4.4.11.
Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K. Dann hat jeder Untervek-
torraum U von V ein Vektorraumkomplement W. Es gilt:

dimy (W) = dimk (V) — dimy (U).

Beweis. Wir wenden Satz auf den Vektorraum U mit Erzeugendensystem U und linear
unabhéngiger Teilmenge @ an und erhalten eine Basis By von U. Nun wenden wir Satz [4.2.7]
nochmal an, diesmal aber auf V und ergéinzen die linear unabhéngige Teilmenge By; zu einer
Basis By von V. Wir setzen W := LHi (By \ By) € V. Da By eine Basis von V ist, gilt

V = LHy (By) = LHyk (By U(By \By)) SLHK (UUW)=U + W.

Da selbstverstidndlich auch die umgekehrte Mengeninklusion U + W € V gilt, haben wir V =
U+W.

Es sei nun v € U N W im Schnitt der beiden Untervektorraume. Dann kénnen wir v sowohl
als Linearkombination bestehend aus Elementen aus By, als auch als Linearkombination be-
stehend aus Elementen aus By \ By schreiben. Da aber By linear unabhéingig ist, muss dann
v =0 sein.

Also gilt:

V=UeW << U+W=VundUnW={0})

und mit Lemma folgt, dass W ein Vektorraumkomplement von V ist.
Es gilt nun, dass
V=UeW=z=UxW

und damit haben wir:
dimk (V) = dimk (U x W) = dimk (U) + dimy (W)

und durch Subtrahieren von dimy (U) folgt die Behauptung. O
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Beispiel 4.4.12. Es sei K =Q und

e 2o

Wir betrachten den Untervektorraum

U=={AeV|AT=A}.

a+b+c+d=0}.

Gesucht ist nun ein Vektorraumkomplement von U in V. Dazu suchen wir zuerst eine Basis
des Raumes U: Eine Matrix A = (i 2) ist in U, wenn die Summe aller Eintrage 0 ist, d.h.

d = —a — b — ¢ und wenn sie zusitzlich symmetrisch ist (wenn also b = ¢).
Eine allgemeine Matrix A € U ist also von der Form

(i Z)Z(Z —a—bb—C):(Z —alizb):a(é —01)”’(2 —12)'

v-uaof(5 S0 2))

Da diese beiden Matrizen offensichtlich linear unabhéngig sind, ist

so={(s °)(0 )

eine Basis von U und U ist somit 2 dimensional. Nun wollen wir die Basis By zu einer Basis
von V fortsetzen.
0 1
Die Matri
ie Matrix (_ 1 0
nicht symmetrisch ist. Somit ist die Menge

{lo A6 S o

linear unabhéngig. Da der Vektorraum V dreidimensional ist, ist dies nun eine Basis von V.
Wenn wir nun ein Vektorraumkomplement von U in V wollen, konnen wir einfach

w5 o

V=UeW.

Damit folgt:

) liegt in V, weil die Summe der Eintriage 0 ist, aber nicht in U, weil sie

nehmen. Dann gilt

1 1 ) nehmen kénnen und wiirden so eine andere

1 0y(0 1)} (-1 -1
0o -1)’\1 -2J°\1 1
und somit auch ein anderes Vektorraumkomplement:

e[ )

Wir sehen also: W und Z sind beides Komplemente fiir U, ein Komplement ist also im Allge-
meinen nicht eindeutig.

Alternativ hitten wir auch die Matrix (

Basis von V erhalten:
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Zusammenfassung von Abschnitt [4.4]

(1) Ein Vektorraum V ist die direkte Summe von Untervektorrdumen Ujy,...,U;, wenn sich
jeder Vektor v € V eindeutig als Summe von Vektoren aus Ujy,...,U, schreiben lisst.

(2) Fir zwei Untervektorraume gilt: Die Summe ist genau dann direkt, wenn der Schnitt {0}
ist. Fir drei oder mehr Untervektorrdume gilt diese Charakterisierung nicht.

(3) Wenn sich V als direkte Summe von U und Us schreiben lidsst, dann heilit Uy Komplement
von U; und Uj ist ein Komplement von Uy

4.5. Quotientenvektorraume

Wir haben in Satz gesehen, dass Z/mZ ein Ring ist. Die Idee ist, dass wir alle Elemente
in mZ identifiziert haben und gleichzeitig die Ringstruktur erhalten wollten. Dies fiithrt zu der
Aquivalenzrelation x =,, y: < x—y e mZ.

Dieses Konzept einer Quotientenstruktur findet sich in fast allen algebraischen Disziplinen,
es gibt beispielsweise Quotientengruppen und Quotientenringe. In diesem Kapitel mochten wir
uns mit Quotienten von den algebraischen Strukturen beschiftigen, die fiir die lineare Algebra
am Wichtigsten sind: Quotientenvektorraume.

Satz 4.5.1. (Der Quotientenvektorraum)
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und U €V ein Untervektorraum.

(a) Die Relation = auf'V, definiert tiber
v=pw:=v—-welU
ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge V

(b) Auf der Quotientenmenge
VU :=V/=gy

gibt es genau eine K-Vektorraumstruktur, sodass die surjektive Quotientenabbildung
q:V-VIU, v—lvly:=[lg

zu einer K-linearen Abbildung wird.

Der Vektorraum V/U heifst Quotientenvektorraum (oder Faktorraum) von V modulo U.
Fiir [v]y,[wly,e VIU und A € K gilt dann [v]y + [wly =[v+wly und A-[vly =[A-v]y. Der
Nullvektor in V/U ist [0]y.

(c) Es gilt:
ker(q)=U.

Bemerkung 4.5.2 (Quotientenvektorridume und affine Unterrdume). Es sei U ein Untervek-
torraum eines Vektorraums V iiber einem Korper K. Fiir einen Punkt p € V ist die Aquivalenz-
klasse [ply gerade die Menge

[ply={xeV|x—peUl=p+U,
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also der affine Unterraum parallel zu U mit Aufpunkt p. Man kann also sagen: Die Elemente in
V/U sind genau alle affinen Unterrdume parallel zu U, aber mit unterschiedlichen Aufpunkten.
Die Nichteindeutigkeit des Aufpunkts p in der Darstellung p + U entspricht somit exakt der
Nichtinjektivitat der Quotientenabbildung q : V — V/U.

Bemerkung 4.5.3. Wir haben in Lemma [4.1.14| gesehen, dass der Kern einer linearen Abbil-
dung immer ein Untervektorraum ist. Unklar war zu diesem Zeitpunkt noch, ob auch jeder
Untervektorraum als Kern einer linearen Abbildung entsteht. Dies beantwortet nun Satz[4.5.1}
Fir jeden Untervektorraum U gilt U = ker(q), wobei q : V — V/U die Quotientenabbildung ist.

Sei nun konkret V = K" mit K Kérper und n € N. Dann kann jeder Untervektorraum U von
V als Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems geschrieben werden. Wir
wissen, dass U der Kern der linearen Abbildung ¢ : K® — K™/U ist. Der Raum K"/U ist als
Bild eines endlich dimensionalen Vektorraums wieder endlich dimensional. Es gibt also eine
geordnete Basis B von K"*/U. Nun setzen wir

A= MB,E(CI) € Kan’

wobei m = dimk (K"/U) und E die Standardbasis auf K" ist. Dann ist der Kern von A gleich dem
Kern von g und somit gleich U. Anders formuliert: Das homogene lineare Gleichungssystem

Ax=0

hat als Losungsmenge genau den Vektorraum U.

Ebenso ist jeder affine Unterraum R von K" die Losungsmenge eines (im allgemeinen) in-
homogenen linearen Gleichungssystems. Sei dazu R = p + U mit Aufpunkt p € K” und U c K"
Untervektorraum. Dann gibt es nach obiger Uberlegung eine Matrix A € K" mit U = ker A
und es gilt:

xeER —= xep+U < x—-pelU < x—-pekerA < A(x—p)=0 < Ax=Ap.
Also ist R die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax=0>
mit b:=Ap.

Bemerkung 4.5.4. Quotientenvektorriaume sind (nicht nur, aber) vor allem bei unendlich di-
mensionalen Vektorrdumen in der Funktionalanalysis von Bedeutung. Beispielsweise sagt man
eine Teilmenge A <R der reellen Zahlengerade ist eine Nullmenge, falls man ihr in einem gewis-
sen Sinne das ,Maf}“ 0 zuordnen kann. Man sagt nun, eine Funktion f : R — R ist gleich 0 ,fast
uberall®, falls die Menge der Punkte, wo die Funktionen nicht null ist, eine solche Nullmenge
ist.

Funktionen, die fast iiberall 0 sind, spielen fiir die meisten Anwendungen keine Rolle und
man wiirde gerne Funktionen g,h : R — R identifizieren, wenn sie sich nur durch eine solche
Funktion unterscheiden, wenn sie also gleich sind ,fast tiberall®.

Wir wiirden also als V den Vektorraum aller*d| Funktionen von R nach R nehmen und den
Untervektorraum U aller Funktionen, die fast iiberall 0 sind, herausfaktorisieren. Der Quo-
tientenraum V/U besteht dann nicht mehr aus Funktionen, sondern aus Aquivalenzklassen,

16Meistens nimmt man nicht alle Funktionen, sondern nur einen Untervektorraum wie z.B. den der Lebesgue-
messbaren Funktionen, was auch immer das bedeuten mag.
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

wobei wir Funktionen identifiziert haben, die fast iiberall gleich sind. Man faktorisiert sozu-
sagen das weg, was einen fiir die Anwendung nicht interessiert und konzentriert sich auf das
Wesentliche.

Ein analoger Begriff existiert in der Stochastik. Eine Zufallsvariablﬂ heif3it ,fast sicher”
gleich 0, falls das Ereignis, dass sie nicht den Wert 0 annimmt, Wahrscheinlichkeit 0 hat. Man
untersucht dann den reellen Vektorraum aller Zufallsvariablen modulo dem Untervektorraum
derjenigen Zufallsvariablen, die ,fast sicher” 0 sind. Auf diese Weise identifiziert man zwei Zu-
fallsvariablen, falls sie ,fast sicher” denselben Wert annehmen. Fiir die meisten Eigenschaften
einer Zufallsvariable (wie Erwartungswert, Varianz, Verteilung) spielt diese Unterscheidung
keine Rolle.

Beim Arbeiten mit Quotientenvektorrdumen stellt sich oft die Frage, wie man Abbildungen
definiert, die auf einem Quotientenvektorraum definiert sind. Die Antwort darauf gibt der fol-
gende Satz:

Satz 4.5.5 (Faktorisieren von linearen Abbildung).
Es seien V,W und @ Vektorrdume iiber demselben Korper K. Weiter seien lineare Abbildungen
q:V—-Qund ¢:V — W gegeben. Wir nehmen an, q:V — Q sei surjektiv.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) ker(q) < ker(yp)

(ii) Es gibt eine Abbildung ¢ :Q — W mit ¢ = poq. Man sagt dann auch ¢ faktorisiert durch
q.

Eine solche Abbildung ¢ : @ — W ist eindeutig, falls sie existiert, sie ist automatisch linear und
es gilt Bild(p) = Bild(¢).

Beweis. Zuerst zeigen wir die Eindeutigkeit einer solchen Abbildung, wenn sie existiert. Es
seien also @1, 92 : @ — W Abbildungen mit

@p=@10cq und @=¢@20q.

Wir wollen zeigen: @1 = @2. Dazu sei u € @ ein beliebiges Element. Da g : V — @ als surjektiv
vorausgesetzt wurde, gibt es ein v € V mit q(v) = u. Dann gilt:

@1(1) = P1(q()) = (P109) W) = P(v) = (P20 q) (V) = Pa(u).

Dies zeigt, dass — falls so eine Abbildung ¢ existiert —, diese eindeutig ist.
Als néchstes zeigen wir, dass diese Abbildung — wenn sie existiert — linear ist: Es seien dazu
ui,ug € Q. Aus der Surjektivitiat von g : V — @ folgt, dass es vi,ve € V gibt mit g(v1) = u; und

17Nein, wir werden Ihnen hier nicht formal definieren, was das genau ist.
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q(v2) = u2. Wenn wir nun ausnutzen, dass ¢ :V — W und ¢ : V — @ als linear angenommen
wurden, dann gilt:

P(u1+uz)=9(qw1) +qv2))
=@(qv1+v2))
=(@oq)(vy +vg)
=¢(vy +v2)
=@(v1) +@(v2)
=(@oq)(v1)+(poq)(ve)
= ¢(qw1) +9(q2)
=¢(u1) +p(uz)

Analog zeigt man @(Au) = 1p(u).
Wir zeigen nun: Bild(¢) = Bild(¢). Hier gibt es zwei Mengeninklusionen zu zeigen:

«
T
n= -

Wenn w € Bild(@) gilt, dann gibt es ein a € @ mit ¢(a) =w. Da q : V — @ surjektiv ist, gibt es ein
v €V mit q(v) = a. Nun gilt:

P)=(@o )W) =P(q)) = p(a) =w.

Also gilt: w € Bild(¢p).
o“

Wenn w € Bild(¢) ist, dann gibt es ein v € V mit ¢(v) = w. Nun gilt (auch ohne Surjektivitat von
q zu verwenden), dass:

?(q)) =(@o)v) = p(v) = w.
Also gilt w € Bild(p).
Es bleibt zu zeigen, dass (i) und (ii) dquivalent sind.
»(1) = (1)
Wir definieren:
P:Q—-W, q)— o).

Wir miissen nun kliren, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Aus der Surjektivitit von q :
V — @ folgt, dass jedes Element in @ von der Form g(v) fur ein v € V ist. Somit wird jedem
Element in @ mindestens ein Element in W zugewiesen. Es bleibt zu zeigen, dass der Wert ¢(v)
nicht von der Wahl von v € V abhéngt. Es seien deshalb v1,v9 € V gegeben mit q(v1) = q(ve). Wir
miissen zeigen, dass ¢(v1) = @(ve) ist.
Es gilt:
q(v1—v2)=q(v1)—qve) =0.

Also ist v] —vg € ker(q). Nach Voraussetzung ist ker(q) enthalten in ker(¢p), d.h.
p1) —@2) = vy —v2) =0,

woraus sofort ¢(v1) = p(ve) folgt.
Somitist p:Q — W, ¢q(v)— ¢(v) wohldefiniert. Nach Konstruktion gilt:

Yo eV :(¢oq)) =p(qv)) = p).
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L) = (1)«
Wir nehmen also an, es gebe eine solche Abbildung ¢. Nach der Voriiberlegung oben wissen wir,
dass @ linear ist, also insbesondere 0 auf 0 abbildet.

Es sei v € ker(q). Wir wollen zeigen: v € ker(¢p). Es gilt:

P)=(@oq)w)=p(q)) =p(0) =0.
Also gilt: v € ker(¢) und dies endet den Beweis. O

Beispiel 4.5.6. Es sei V = C®°(R,R) der Vektorraum aller Funktionen von R nach R, die beliebig
oft differenzierbar sind und U = {f : R — R| f ist konstant} der 1-dimensionale Untervektorraum
aller konstanten Funktionen.
Fiir zwei Funktionen f,g € V gilt nun, dass sie kongruent modulo U sind, wenn f —g e U ist,
wenn sich also f und g nur durch einen konstanten Summanden unterscheiden.
Esseinun¢:V —R, [ — f(42) die Abbildung, die eine Funktion an der Stelle 42 auswertet.
Man kann sich nun fragen: Ist es moglich diese Abbildung auf den Quotienten @ := V/U zu
ubertragen, d.h. ist die Abbildung

§:VIU—-R, [fly— f(42)

wohldefiniert? Die Antwort gibt genau der Satz Es ist moglich, ¢ in ¢pogq zu zerlegen, falls
ker(q) c ker(g), d.h. falls fur alle f € V die Implikation gilt:

q(f)=0 = ¢(f)=0.

In Worten: Wenn f konstant ist, dann ist /(42) = 0. Aber das ist offenbar Unfug, denn es gibt vie-
le konstante Funktionen, die an der Stelle 42 nicht den Wert 0 haben. Also gilt nach Satz
dass sich ¢ nicht iiber V/U faktorisieren lasst und dass die Abbildung ¢ nicht wohldefiniert,
also gar keine Abbildung ist.

Betrachten wir nun stattdessen die folgende lineare Abbildung:

vV =R, e f42),

die jede Funktion aus V auf ihre Ableitung an der Stelle 42 abbildet, dann gilt ker(g) < ker(y),
denn jede konstante Funktion hat an der Stelle 42 Ableitung 0. Also ist die folgende Abbildung
auf dem Quotienten wohldefiniert

F:VIU=R, [fly— f'(42).

Man kann sich analog auch iiberlegen, dass die lineare Abbildung D:V —V, f— f’, die eine
Funktion auf ihre Ableitungsfunktion abbildet durch V/U faktorisiert und dass die dazugehori-
ge Abbildung

D:VIU-V, [fly—f

nicht nur wohldefiniert, sondern auch ein Isomorphismus von Vektorraumen ist.
Als Spezialfall von Satz erhalten wir den folgenden Satz:

Korollar 4.5.7 (Homomorphiesatz).
Es sei K ein Korper und ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen IK-Vektorrdumen V und
W. Dann ist die folgende Abbildung

¢ :Viker(p) — Bild(¢), [vlkerp) — @)
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ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Man kann also jede lineare Abbildung ¢ :V — W im-
mer wie folgt zerlegen.:

p=tLopoq,
wobei q : V — V/ker(p) die (surjektive) Quotientenabbildung, ¢ : V/ker(p) — Bild(p) ein (bijekti-
ver) Vektorraumisomorphismus und 1 : Bild(p) — W die (injektive) Inklusionsabbildung ist.

4

v W
| |
V/ker(p) —— Bild(¢p)

1

Satz 4.5.8 (Quotienten und Komplemente).

Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und U €V ein Untervektorraum. Wir nehmen an,
dass U ein Komplement W besitzt, dass also V =U & W gilt. Dann ist die folgende Abbildung ein
Isomorphismus von K-Vektorrdumen:

qlw:W—-V/IU, x—qkx)=I[xly.
Wenn V endlich dimensional ist, dann gilt
dimg (V/U) = dimg (V) — dimk (U).

Beweis. Die Abbildung q : V — V/U ist linear, folglich ist auch die Einschriankung auf den Un-
terraum W linear. Wir wollen nun zeigen, dass diese Abbildung

qglw:W—-V/IU, x—q).
bijektiv ist.
Beginnen wir mit der Surjektivitat. Sei dazu a € V/U gegeben. Da q : V — W surjektiv ist, gibt

es ein v € V mit g(v) = a. Nun ist nach Voraussetzung V die Summe der Untervektorrdume U
und W. Also gibt es u € U und w € W mit v =w + u, also w = v — u. Dann gilt:

glww)=qw)=qv-—u)=qw)—q(u)=a-0=a.

Also ist glw : W — V/U surjektiv.

Nun zeigen wir die Injektivitit. Sei dazu w € ker(q|w). Dann bedeutet dies ja, dass w € W und
g(w) =0. Somit ist w € Wnker(g) = WnU. Weil aber die Summe von W und U direkt ist, folgt
mit Lemma [4.4.8] dass WU = {0}. Also ist w =0 und qlw : W — V/U injektiv. O

Beispiel 4.5.9. Wir kehren zuriick zu Beispiel [4.4.12; Es ist also K = Q,
_J[a b 2x2
vi={fe g0

U=={AeV|AT=A}.

a+b+c+d:0}

und

Wir wollen nun eine Basis des Quotientenraums V/U finden.
Nach Satz ist der Quotientenraum V/U, dessen Elemente Aquivalenzklassen von Ele-
menten aus V sind, als Vektorraum isomorph zu einem Komplement von U in V. Somit kénnen
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wir eine Basis von V/U finden, indem wir zuerst eine Basis eines Komplements von U in V
finden und dann den Isomorphismus aus Satz[4.5.8/ anwenden.
In Beispiel 4.4.12| haben wir gesehen, dass

weeting|[%) 1) <v

ein Komplement von U in V ist. Somit ist

BW:Z{(—Ol 3)}
CZ:{[(—Ol (1)) U}

eine Basis von V/U, jedes Element in V/U ist also ein Vielfaches von dieser einen Aquivalenz-

(—01 é)]u

Alternativ hitte man auch das Komplement

eine Basis von W und schliefllich

klasse

Z:=LHg ((_11 _11)) cv

nehmen konnen und wiirde dann

als Basis fiir V/U bekommen.

Wir kénnen also — wenn wir unterschiedliche Komplemente wiahlen — unterschiedliche Basen
fiir den Quotientenraum bekommen.

Man kann sich nun fragen: Wie kann man die Aquivalenzklasse aus Basis D als Vielfaches
des Aquivalenzklasse aus Basis C schreiben? Da C eine Basis ist, muss dies ja moglich sein.
Wir miissten um diese Frage zu beantworten, eine Zahl u € Q finden mit

3] =# ] o

Da die Quotientenabbildung q: V — V/U, A — [A]y linear ist, konnen wir den Skalar y in die
Aquivalenzklasse hineinziehen:

3] =1 o

Nun nutzen wir aus, dass zwei Aquivalenzklassen modulo U genau dann gleich sind, wenn ihre

U

U
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4.5. Quotientenvektorrdume
Differenz in U liegt:
[Py | RS Tl
1 1/, -1 0
-1 -1 0 1
4:(1 1)—;1(_1 O)EU

-1 -1-u
(:)(1+pt 1 )eU

U

-1 -1-p) (-1 -1-p
1+pu 1 \1+p 1
-1 1+p

(-1 -1-um
-1-p 1 ) 1+p 1

— l+u=-1-pu

=|

= u=-1.

Hier haben wir aulerdem ausgenutzt, dass [A]ly =[0ly < A€ U.

Es gilt also:
-1 —1) 0 1
~[[5
(1 1)y -1 0)],

Schliefen mochten wir mit einen neuen Beweis fiir die Dimensionsformel (Satz [2.5.9) aus

Kapitel

Satz 4.5.10 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen).
Es sei K ein Korper und ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und
W. Wir nehmen an, dass V endlich dimensional ist. Dann gilt:

rg(p) + dimy ker(¢) = dimyk (V),
wobei rg(¢p) = dimy (Bild(p)).
Beweis. Nach dem Homomorphiesatz (Korollar [4.5.7) gilt:
V/ker(p) = Bild(¢).
Folglich haben beide Seiten dieselbe Dimension:
dimy (V/ker(¢)) = dimy (Bild(¢)).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist der Rang der Abbildung ¢ und die linke Seite ist dimy(V)—
dimg (ker(¢)) nach Satz O

Korollar 4.5.11 (Dimensionsformel fiir Summe und Schnitt).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Gegeben seien zwei endlich dimensionale Unter-
vektorrdume U,W € V. Dann gilt:

dimy (U + W) = dimk (U) + dim (W) — dimi (U nW).
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis. Wir wenden die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (Satz}4.5.10) auf die folgen-
de lineare Abbildung an:
UxW-V, (u,w)—u+w.

Der Kern ist isomorph zu U N W nach Lemma ¢) und das Bild ist genau U + W. O

Zusammenfassung von Abschnitt

(1) Wenn U ein Untervektorraum von V ist, dann existiert der Quotientenvektorraum V/U.

(2) Die Quotientenabbildung q: V — V/U, v~ [v]ist surjektiv und es gilt ker(q) = U. Insbe-
sondere ist also jeder Untervektorraum der Kern einer linearen Abbildung.

(3) Eine lineare Abbildung ¢ : V — W induziert genau dann eine lineare Abbildung ¢ : V/U —
W, wenn U C ker¢.

(4) Jede lineare Abbildung ¢ : V — W lésst sich zerlegen in ¢ =10@ogq, wobei q : V — V/U
surjektiv, ¢ : V/U — Bild(¢p) bijektiv und ¢ : Bild(¢) — W injektiv ist.

(5) Wenn W ein Komplement von U in V ist, dann gilt V/U = W.

(6) Es gilt die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen:
rg(e) + dimy (ker(¢)) = dim(V).

(7) Es gilt die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume:
dimg (U + W) = dimk(U) + dimg (W) — dimk (U N W).

4.6. Der Dualraum

Wir haben in Proposition[4.1.17|gesehen, dass die Menge der [K-linearen Abbildungen von einem
K-Vektorraum V in einen K-Vektorraum W mit punktweiser Addition und skalarem Vielfachen
selbst ein Vektorraum wird. Interessant sind zwei Spezialfille: Mit dem Fall W =V also mit
dem Raum aller Endomorphismen eines Vektorraums V werden wir uns in Kapitel [5| beschfti-
gen. Jetzt interessiert uns der Spezialfall W =K, also der Raum aller linearen Abbildungen von
V in den Grundkoérper K:

Definition 4.6.1.
Es sei K ein Korper und V ein Vektorraum. Eine Linearform o auf V ist ein Element in
Homy (V,KK), also eine lineare Abbildung o : V — K.

Der Vektorraum V* := Homy (V,K) aller Linearformen auf V heif3t der Dualraum von V.

Bemerkung 4.6.2. Dualridume spielen vor allem in der Funktionalanalysis und der Differenti-
algeometrie eine wichtige Rolle.

Es sei V := C*°([-1,1],R) der R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
auf [-1,1]. Weiterhin sei f :[-1,1] — R eine stetige Funktion. Dann ist die Abbildung

1
or:V—R, h-—»f_lf(t)h(t)dt
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4.6. Der Dualraum

linear, also ein Element in V* = Homk (V,R).

Man kann zeigen, dass beim Ubergang der Funktion f zu der Linearform o  keine Informati-
on verloren geht, dass man also f rekonstruieren kann, wenn man nur oy kennt. Man kann also
eine nichtlineare Funktion f ersetzen durch eine lineare Abbildung, die dann allerdings auf ei-
nem unendlich dimensionalen Vektorraum definiert ist. Auch wenn es auf den ersten Blick nicht
klar ist, warum man das tun sollte, so hat sich diese Sichtweise oft als hilfreich erwiesen, weil es
viele Funktionale auf V gibt, die nicht von dieser Form sind, die man aber als ,verallgemeinerte
Funktionen® auffassen kann.

Die bekannteste solche ,verallgemeinerten Funktionen®, die in der Elektrotechnik und der
Physik immer wieder auftaucht, ist die ,Dirac-Delta-Funktion® §. Sie ist iiberall gleich 0, nur an
der Stelle 0 ist sie unendlich grof3 und das Integral iiber diese ,,Funktion ist gleich 1. Obgleich
sehr hilfreich in den Anwendungen, war es fiir die Mathematik lange Zeit nicht klar, wie man
diese Idee formalisieren kann. Denn eine ,echte” Funktion, die iiberall 0 ist bis auf einen Punkt,
kann niemals Integral 1 haben — das ldsst die Integrationstheorie nicht zu. Allerdings wird diese
Delta-,Funktion“ auch nie wie eine normale Funktion benutzt, sondern immer nur als Faktor
in einem Integral der Form f_ll O0(t)h(t)dt, sodass man das Problem dann dadurch lésen konnte,
indem man sagt, die Dirac-Delta-,Funktion und andere ,verallgemeinerte Funktionen“ sind
gar keine richtigen Funktionen, sondern nur Linearformen auf V (sogenannte Distributionen).

Dies ist z.B. in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen von Vorteil, wo es wesent-
lich einfacher ist, eine Losung im Raum der ,verallgemeinerten Funktionen® (Distributionen)
zu finden als in dem kleineren Raum der echten Funktionen.

Proposition 4.6.3 (Dualisierung von linearen Abbildungen).
Es seien V und W Vektorrdume iiber demselben Grundkérper K.

(a) Gegeben sei eine K-lineare Abbildung ¢ :V — W. Dann ist die Abbildung
" W =V*, o—oogp,
die eine Linearform auf W mit ¢ verkettet, selbst eine K-lineare Abbildung.
(b) Ist ¢ :V — W surjektiv, so ist ¢* : W* — V* injektiv.
(c) Ist ¢ :V — W bijektiv, so ist ¢* : W* — V* bijektiv.

(d) Es gilt
(idy)* =idy-.
(e) Es sei U ein Vektorraum iiber K und ¢ :V — W und v :U — V lineare Abbildungen. Dann
gilt:
(poy) =y o™
Proposition 4.6.4.

Es sei V ein Vektorraum tiber einem Kérper K und U €V ein Untervektorraum. Die Menge aller
Linearformen auf'V, die auf U verschwinden

{oev*|oly=0}cV*

ist ein Untervektorraum von V* und ist isomorph zum Dualraum des Faktorraums (V/U)* iiber
den Isomorphismus
ViU —={peV*|ply=0}, o—q*(0)=00q,

wobei q : V — V/U die Quotientenabbildung ist.
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beweis. Die Quotientenabbildung ¢ : V — V/U ist linear und surjektiv (Satz[4.5.1). Nach Pro-
position ist die dualisierte Abbildung

q* (VU -V*, o—o0oq
injektiv.

Wie jede andere injektive Abbildung auch kann man diese Abbildung bijektiv machen, indem
wir sie auf ihr Bild koeinschrinkt (Bemerkung[1.3.13), das folgende ist also ein Isomorphismus
von K-Vektorrdumen:

(V/U)* — Bild(¢g*), o—o0o0q.

Was ist aber nun das Bild(¢*)? Eine Linearform p € V* l4sst sich genau dann als o oq schreiben
(mit o € (V/U)*), wenn U = ker(q) < kerp (Satz [4.5.5) und das ist gleichbedeutend mit ply =
0. O

Lemma 4.6.5 (Auswertungsabbildung).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und v € V ein Element. Dann ist die Auswertungs-
abbildung

nv(@):V*—-K, o—a)

eine K-Linearform definiert auf dem Dualraum V.

Proposition 4.6.6 (Bidual).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K.

(@) Die Abbildung ny :V — (V*)*, v—ny(v), die jeden Vektor auf die dazugehorige Auswer-
tungsabbildung abbildet, ist K-linear.

(b) Es sei W ein weiterer Vektorraum iiber K und ¢ : V — W eine K-lineare Abbildung. Dann
ist das folgende Diagramm kommutativ:

W

ol o

(")

es gilt also:
(@") ony =nwoep.
(c) Es gilt:
(nv)* onv- =idy-.
Der Raum (V*)* wird auch als der Bidualraum von V bezeichnet.

Satz 4.6.7.
Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit Basis B = {b; | i € I}. Wir nehmen an, b; # b;

fiir i # J.
(a) Fiir jedes j € I ist die Koordinatenabbildung
b;: V=K, } Aibi—21;
iel
die einen Vektor auf seine b j-Koordinate abbildet, linear. Fiir unendliches I ist diese Sum-
me ist so zu verstehen, dass immer nur endlich viele Skalare ungleich 0 sind.

162



4.6. Der Dualraum

(b) Die Menge {b; | i€ I} ist eine linear unabhingige Teilmenge von V*.

(¢) Der Dualraum V* ist isomorph zu KB, dem Raum aller Funktionen von B nach K (und
damit auch isomorph zu KI).

(d) Die Abbildung
ny:V—->WV"" v—o—o),

ist injektiv.

Beweis. (a)
Fiir ein j € I betrachten wir die Funktion

fiB—K, b; 1 furi=y
a ’ ' 0 sonst.
Nach dem Fortsetzungssatz fiir lineare Abbildungen (Satz [4.2.14) gibt es eine lineare Fortset-
zung ¢ : V — K und man sieht leicht, dass dies genau die Koordinatenabbildung b;‘. ist, die somit
wohldefiniert und linear ist.
(b)
Eine Menge ist linear unabhéngig, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhéngig ist.
Es sei deshalb

YA jb;‘. =0, ()
jel
wobei nur endlich viele A; nicht 0 sind. Wir miissen zeigen, dass alle 1; = 0 sind.

Sei dazu i € I. Es ist zu zeigen, dass 1; = 0 gilt.
Wir wenden nun die Gleichung (*) an auf den Vektor b; € V:

Z/ljb;(bi) =0.
jel
Die linke Seite der Gleichung wird nun einfach zu 1; und damit folgt die Behauptung.
()
Dies folgt durch direkte Anwendung von Satz[4.2.14]
(d)
Es sei v e ker(ny), d.h. ny(v) = 0. Wir wollen zeigen, dass v =0 ist.
Weil V = LHi (B), gilt:
v= Z A;b;,

iel
wobei wieder nur endlich viele 1; ungleich 0 sind. Wir wollen nun zeigen, dass alle A; null sind.
Es sei dazu j € I gegeben. Dann ist b;f € V* und ny(v) € (V*)*. Es ist somit moglich, ny(v) auf
b; anzuwenden:

(v @)(b};) =03 () =b] (Z Aibi) =Ai.

el
Andererseits ist aber (nV(v))(b;) =0, weil ny(v) die konstante Nullabbildung ist. Daraus folgt
die Behauptung. O

Kommen wir nun zu dem endlich dimensionalen Fall:

163



4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Satz 4.6.8.
Es sei K ein Korper und V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K mit geordneter Basis

B=(b1,...,b,).
Dann bilden die Koordinatenabbildungen aus Satz
B*:=(b7,...,b;)

eine geordnete Basis des Dualraums V*, genannt die duale Basis. Insbesondere gilt also dimy (V*) =
dim (V) und V* 2K V.
Fiir eine Linearform o : V — K gilt:

(0)g+ = (ME,B(U))T-
Beweis. Nach Satz (e) ist die Abbildung
V* - K", o—Mgg(0)
ein K-Vektorraumisomorphismus. Insbesondere gilt:
dimy (V*) = dim (K™) = n.

Die Koordinatenabbildungen b7,...,b; sind linear unabhéingig nach Satz Eine linear un-
abhéngige n-elementige Menge in einem n-elementigen Vektorraum ist eine Basis.
Es bleibt zu zeigen, dass fiir ein 0 € V* die folgende Formel gilt:

(0)g+ = (ME,B(U))T-

Wir setzen a := 0(b;) € K fiir jedes j€{1,...,n}.
Da in den Spalten der Darstellungsmatrix die Bilder der Basisvektoren stehen, folgt somit:

ME’B(U)=(051 an)e[le”.

Definieren wir nun die Linearform p := a1b6] +---+ apb, € V*, dann sehen wir durch direktes
Einsetzen, dass
pbj)=0b; firalleje{l,...,n}.

Die linearen Abbildungen ¢ und p stimmen somit auf einer Basis von V iiberein, somit miissen
sie gleich sein (siehe Satz|4.2.14)). Es gilt also:

og=p=aib] +---+anb,.

Also sind die Koordinaten von ¢ aufgefasst als Element im Vektorraum V* beziiglich der Basis

B* = (b;, ...,b :‘1) genau die Skalare a1, ..., a, und der Darstellungsvektor von ¢ beziiglich B* ist
also
ai
(U)B* =
an
und dies endet den Beweis. O
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4.6. Der Dualraum

Proposition 4.6.9 (Transponieren entspricht Dualisieren).
Es seien V und W endlich dimensionale Vektorrdume tiber einem Korper K. Weiterhin sei eine
geordnete Basis B von V, sowie eine geordnete Basis C von W gegeben. Die dazugehdérigen dualen
Basen von V* und W* werden mit B* und C* bezeichnet.

Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W und ihre duale Abbildung ¢* :W* — V* gilt:

* T
Mg ¢+ (¢*) = (Mc (¢))
Das Dualisieren einer Abbildung entspricht also dem Transponieren der Matrix.

Beweis. Es sei 0 € W* ein beliebiges Element im Dualraum von W*. Dann gilt:

9" (0)g.
o9
Meg (00p))"

Mg: ¢+ (¢™) (@) = (
=
=
= (Mgc(0)-Mcg (9)
=
=

Mcg(¢))' - (Mec(o)'
Mcpg (<,0))T “(0)cx .

Da o € W* beliebig war, gilt somit:

Mg ¢+ (¢) = (Mcg (9)) - O

Proposition 4.6.10 (Bidual endlich dimensional).
Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Dann ist die Abbildung

nv:V—-WV"" v—n):o—o@)

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen. Man sagt: Der Bidualraum eines endlich dimensiona-
len Vektorraum V ist natiirlich isomorph zu 'V

Beweis. Nach Satz[4.6.7(d) ist nv : V — (V*)* injektiv, d.h. Bild(ny) ist isomorph zu V.

Nach Satz[4.6.8gilt: dimk((V*)*) = dimk (V*) = dimk (V).

Also ist Bild(ny) ein Untervektorraum von (V*)* mit der gleichen (endlichen) Dimension.
Demnach muss Bild(ny) bereits der ganze Raum (V*)* sein und ny ist auch surjektiv. O

Bemerkung 4.6.11. Fiir einen endlich dimensionalen Vektorraum gilt auch V =i V*. Trotz-
dem ist der Dualraum V* nicht natiirlich isomorph zu V. Dies liegt daran, dass ein solcher
Isomorphismus immer von der Wahl einer Basis abhéngt. Der Isomorphismus zwischen V und
dem Bidualraum (V*)* ist dagegen natiirlich, weil man ihn explizit ohne willkiirliche Wahl
einer Basis schreiben kann.

Der Versuch, eine formal korrekte Definition dieser intuitive Idee einer natiirlichen Abbil-
dung zu geben fiithrte zu einem Gebiet der Mathematik, das man als Kategorientheorie nennt.
Dort werden Begriffe wie Objekte, Morphismen und Funktoren eingefiihrt, um schliefllich eine
korrekte Definition einer natiirlichen Transformation geben zu konnen. All dies wiirde fiir diese
Veranstaltung zu weit fithren. Es ist aber — je nachdem, wie Thre weiteres Studium verlauft —
sehr wahrscheinlich, dass Sie sich frither oder spéter mit Kategorientheorie beschiftigen wer-
den, da diese die Sprache ist, in der Grofiteile der MathematikF_g] formuliert werden.

18und auch Teile der theoretischen Informatik
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4. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Beispiel 4.6.12.
Es sei K =R und V := K™ der Raum der abbrechenden Folgen (siehe Beispiel e) oder
Beispiel [4.2.11(d)). Dann ist {e;, | 2 € N} eine unendliche Basis fiir diesen Vektorraum.

Die Koordinatenabbildungen
ez V=R, ((x))jen—2xp

bilden nun eine abbrechende Folge (x;) cn auf den k-ten Folgenterm ab. Nach Satz b) ist
die Menge L := {e;} k €N linear unabhéngig in V*. Allerdings ist L keine Basis fiir V*, weil L
kein Erzeugendensystem ist.

Beispielsweise ist die Linearform
o0
2:V-R, (x);— ij,
j=1

die eine abbrechende Folge auf ihre Summe abbildet, keine Linearkombination der Linearfor-
men aus L.

Allgemein gibt es sehr viele Linearformen in V*, die nicht in LHg (L) sind. Fiir jede beliebige
(nicht notwendigerweise abbrechende) Folge (y)ren ist das folgende eine Linearform auf V

o0
Z(yj)j VR, (xj)j — Zijj.
j=1

Man beachte, dass alle auftauchenden Summen immer endliche Summen sind, weil immer nur
endlich viele Terme nicht null sind. Man kann relativ leicht nachweisen, dass alle Linearformen
auf V von diesem Typ sind, es gilt:

N
RY = V™, (5))j— 2y,

ist ein Isomorphismus.
Der Dualraum von R™ ist also isomorph zu RV.

Allgemeiner gilt: Fiir jede Menge J und jeden Korper K ist der Dualraum von K der Raum
K?, wenn wir also den Raum der Funktionen, die nur an endlich vielen Stellen ungleich 0 sind,
dualisieren, erhalten wir den Raum aller Funktionen von J nach K. Falls J unendlich viele
Elemente hat, gibt es somit immer Elemente im Dualraum, die keine Linearkombination der
Koordinatenabbildungen sind.

Kurz gesagt: Das Konzept einer dualen Basis existiert nur im Endlichdimensionalen.
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4.6. Der Dualraum

Zusammenfassung von Abschnitt [4.6|

(1) Zu jedem Vektorraum V ist der Dualraum V* der Raum aller linearen Abbildungen von V'
in den Grundkorper K.

(2) Zu jeder geordneten Basis B eines endlich dimensionalen Vektorraums V gibt es eine duale
Basis B* des Dualraums V*. Es gilt: V = V* fiir endlich dimensionale Vektorraume.

(3) Es gilt die Formel: (0)g: = (ME,B(O'))T
(4) Im Unendlichdimensionalen gibt es keine duale Basis.

(5) Jede lineare Abbildung ¢ :V — W lisst sich dualisieren zu einer dualen linearen Abbildung
p* W —>V*,

(6) Wenn wir fiir V und W geordnete Basen wihlen und die Dualrdume mit den entsprechenden
dualen Basen versehen, so ist die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung ¢* genau die
Transponierte der Darstellungsmatrix von ¢.

(7) Es gibt eine natiirliche lineare Abbildung ny : V — (V*)* von V in seinen Bidual (V*)*.

(8) ([K(J))* =~ [KJ.
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5. Endomorphismen

In diesem Kapitel mochten wir uns nun mit Endomorphismen beschéftigen, also mit linearen
Abbildungen ¢ : V — V, die von einem K-Vektorraum V in sich selbst abbilden. Ist V endlich
dimensional, so konnen wir dem Endomorphismus ¢ eine Darstellungsmatrix

A= MB,B ((p) e K™

zuordnen, die dann quadratisch ist. So ist das Studium von Vektorraumendomorphismen eng
verkniipft mit der Theorie der (n x n)-Matrizen.

Neben dem bereits eingefithrten Rang einer Matrix ist die Determinante ein wichtiges Werk-
zeug zur Untersuchung von quadratischen Matrizen und Endomorphismen.

5.1. Das Signum einer Permutation

Bevor wir uns mit der Determinante eines Endomorphismus beschéftigen kénnen, miissen wir
ein wenig ausholen:

Es sei n € N. Eine Permutation auf der Menge {1,...,n} ist eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} —
{1,...,n}. Die Menge aller Permutationen auf {1,...,n} bilden (mit der Hintereinanderausfiih-
rung o) eine Gruppe, die symmetrische Gruppe genannt und mit

F(n):={o:{1,...,n} —{1,...,n}| o ist bijektiv}

bezeichnet wird. Sie hat [#(n)| = n! viele Elemente. Wir haben uns in Beispiel h) schon
ausfiihrlich mit solchen Permutationen beschaftigt.

Definition 5.1.1 (Transpositionen).
Es sei n € N. Eine Permutation 7 € #(n) heile Transposition, wenn sie genau zwei Elemente
k,le{l,...,n},k #1 vertauscht und alle anderen Elemente festhilt:

[ falls j=k,
t:{1,...,n}—A{1,...,n}, j—<k fallsj=I,
Jj  sonst.

Lemma 5.1.2 (Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen).
Es sei n e Nund o € #(n). Dann gibt es ein r € Ny und Transpositionen 11,...,T,, sodass

O=Tp0-:0T].

Im Falle r = 0 ist die Verkettung von 0 vielen Transpositionen gerade die Identitdt id1 . ny. Man
sagt auch die Gruppe ¥ (n) wird von den Transpositionen erzeugt.
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5. Endomorphismen

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Induktion tiber n € N.

Induktionsanfang n = 1:
Eine Permutation o € #(1) ist eine Abbildung von {1} nach {1}. Es gibt nur eine solche Abbil-
dung. Also ist o =idyy;.

Induktionsschritt:
Es sei nun n € N so gewdhlt, dass sich jede Permutation o € .#(n) als Verkettung von Transpo-
sitionen aus .#(n) schreiben lasst.

Es sei nun 0 € #(n + 1) gegeben. Dann sind zwei Falle zu unterscheiden:

Fall I:.0(n+1)=n+1
Betrachten wir o¢ := 0l(1,... ») die Einschrankung auf die Menge {1,...,n}. Da o injektiv ist, ist
¢ auch injektiv. Aus o(n + 1) = n + 1 folgt, dass o ausschlieBlich Werte in {1,...,n} annimmt.
Wir kénnen also (durch eine Koeinschriankung) o als Abbildung von {1,...,n} nach {1,...,n}
auffassen.

Da das Bild der injektiven Abbildung o( genau n Elemente hat, ist

oo:{1,...,n}—{1,...,n}, j—o())

sogar bijektiv, also gilt: o¢ € #(n). Nach Induktionsvoraussetzung ist oo also eine Verkettung
von endlich vielen Transpositionen der Menge {1,...,n}. Da 0 den Punkt n + 1 festhilt, ist somit
auch o eine Verkettung von endlich vielen Transpositionen.

Fall I.o(n+1)#n+1
Wir setzen k :=c(n+1)€e{l,...,n} und 7 € #(n+1) sei die Transposition, die £ und n + 1 ver-
tauscht.

Betrachten wir nun 7o0 € %(n + 1). Diese Permutation hat nun die Eigenschaft, dass n +1
auf sich selbst abgebildet wird:

(too)n+1)=1(c(n+1)=1(k)=n+1.

Also gilt nach der Argumentation aus Fall 1, dass sich 700 als Produkt von endlich vielen
Transpositionen schreiben lisst:
TOO=T,0:-:0T1

Wenn wir nun diese Gleichung mit der Transposition 7 von links verketten, erhalten wir:
TOTOO =TOT,0+-:0T1
Da tot=idg,. n+1 gilt, folgt die Behauptung. O

Man beachte, dass der Beweis von Lemma konstruktiv ist, in dem Sinne, dass er einen
Algorithmus liefert, wie man eine gegebene Permutation in Transpositionen zerlegen kann.
Man beachte, dass diese Zerlegung aber iiberhaupt nicht eindeutig ist.

Wir wollen nun jeder Permutation eine Zahl zuweisen, die eine wesentliche Eigenschaft der
Permutation widerspiegelt:

Definition 5.1.3 (Signum einer Permutation).
Es sei n € N und o € #(n) eine Permutation auf {1,...,n}. Das Signum der Permutation o ist
definiert als:

o) —o(j)
sgn(o) = | | —J
{i,j1c{1,...,n} =]
i#£]
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5.1. Das Signum einer Permutation

Man beachte, dass dies wohldefiniert ist, denn wenn fur {i, j} = {j, i} folgt, dass

o@)-o(j) _ o(j)—o(@)
i-J i

Dies ist nicht die einzige Moglichkeit, das Signum zu definieren. Andere Moglichkeiten, die

aber alle dquivalent zu dieser Definition sind, finden Sie in Bemerkung und Proposition

b.3.13l<

Beispiel 5.1.4.
Esseio:{1,...,4} —({1,...,4}, j— 5—j.Die Abbildung o ist bijektiv, also eine Permutation auf
{1,...,4}, d.h. 0 € F(4).

1 2 3 4

(1234

43 9 1)=(1,4)0(2,3)=

=W N =
.

Das Signum von o berechnet sich nun per Definition zu:

o(1)-o0(2) ‘ o(1)-0(3) . o(l)—o4) . o2)-0(3) ' o2)—o04) . o3)—o4)
1-2 1-3 1-4 2-3 2—-4 3-4

sgn(o) =

Lemma 5.1.5.
Fiir neNund o € #(n) gilt:
sgn(o) € {—-1,1}.

Beweis. Es sei 0 € #(n). Dann ist sgn(o) € R und wir konnen darauf die Betragsfunktion an-
wenden:

a(i)—a(j)
lsgn(o)l = [T —
G, .n  tJ
i#]
o) -a(j)
Gl t=J
i#]
Gpcto.n 11 =Jl
i#]
i, jicit,...n loG) — o ()l
_ i#]
[T jicq,...ny 12— Jl

i#]
Im Nenner dieses Bruches steht nun das Produkt iiber alle Absténde |i — j| zwischen je zwei
verschiedenen Elementen i,j € {1,...,n}.
Da die Abbildung o : {1,...,n} — {1,..., n} bijektiv ist, steht exakt dieselbe Zahl auch im Zahler.
Somit ist der Bruch gleich 1, woraus die Behauptung folgt. O
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5. Endomorphismen

Lemma 5.1.6.
Fiir n e Nund t € #(n) eine Transposition. Dann gilt: sgn(t) = —1.

Lemma 5.1.7 (Signum ist ein Gruppenhomomorphismus).
Die Abbildung

sgn:(#(n),0)— 72" =({-1,1},"),

ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.
Vo,7€.#(n):sgn(oot)=sgn(o)-sgn(r).

Beweis. Es seien 0,7 € #(n) gegeben. Dann gilt:

(go1)(@)—(ooT)())
Sgn(oor) = d :
(i 1L, i—J
i£]
_ o(r(@) —o(r())
(i J)e(L,...n) i—J
i#]

o(t@®)-o(r()) (@) -7()

ipet,.n  TO=7() i—j
i)

- 11 (a(r(i))—a(r(j))). (M)

ipc..m\  T@=1() R = A )

i#] oy

S R U I U

R A R =T A )

k#l i#]

=sgn(o)-sgn(1). .

Satz 5.1.8 (Charakterisierung der Signum-Funktion).
Es sei n € N gegeben. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus

(P:(y(n),o) — ZX = ({_171}7')$

der jede Transposition auf (—1) abbildet. Dieser Gruppenhomomorphismus ist das Signum (De-

finition [5.1.3).

Bemerkung 5.1.9. Sei o eine Permutation, die sich als Verkettung von r Transpositionen
schreiben lasst. Nach Satz gilt nun: sgn(o) =(-1)".

Definition 5.1.10.
Eine Permutation o € .#(n) heifit gerade, falls sgn(o) = 1 und ungerade, falls sgn(o) = —1.
Die Untergruppe

2 (n):=ker(sgn) ={o € #(n)|sgn(o) = 1}

der geraden Permutationen heil3t auch alternierende Gruppe.
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5.1. Das Signum einer Permutation

Lemma 5.1.11 (Ungerade Permutationen).
Es sei n e Nund 1 € #(n) mit sgn(t) = —1. Dann gilt:

{oeF(n)|sgno) =-1}={po1|peL(n)}.
Insbesondere gibt es also genauso viele gerade wie ungerade Permutationen und es gilt:

n
| (n)| = 5

Beweis. In jeder Gruppe (G, *) ist die Rechtsmultiplikation mit einem Element a € G bijektiv:
G—G, u~u=*a.
Also ist auch in (#(n), o) die Verkettung mit 7 eine bijektive Abbildung:
O:F(n)— L), p—port.
Da die Signumsabbildung sgn : (¥*(n),0) — ({—1,1},) ein Gruppenhomomorphismus ist, folgt,
dass @ gerade Permutationen auf ungerade Permutationen und umgekehrt abbildet. Somit ist
insbesondere die Abbildung
(n)—{oeS(n)|sgnlo)=-1}, p—port

eine Bijektion, d.h. es gibt gleich viele gerade wie ungerade Permutationen.

Es sei m := |/ (n)| = {0 € #(n)|sgn(o) = —1}|.

Da jede Permutation entweder gerade oder ungerade ist, folgt somit:

n!=Fm)| =1L n)u{oeF(n)lsgn(o)=-1}| =L (n)| +|{o € L(n)|sgn(og)=—-1} =m+m =2m.

Hieraus folgt die Behauptung. O

Zusammenfassung von Abschnitt [5.1]

(1) Jede Permutation auf {1,...,n} ist eine Verkettung von Transpositionen. Diese Darstellung
ist nicht eindeutig.

(2) Es gibt genau einen Gruppenhomomorphismus sgn : (¥(n),c) — ({—1,1},-), der alle Trans-
positionen auf —1 abbildet.

(3) Permutationen o mit sgn(c) = 1 heillen gerade, solche mit sgn(c) = —1 heillen ungerade.
(4) Fir n = 2 gibt es gleich viele gerade wie ungerade Permutationen.

(5) Die geraden Permutationen bilden die Untergruppe </ (n) := ker(sgn).
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5. Endomorphismen

5.2. Alternierende Abbildungen

Definition 5.2.1.
Es seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K und es sei n € N. Wir bezeichnen das
n-fache kartesische Produkt von V' mit

V=V x--xV ={(vy,...,v,) | Vj€L,...,n} :vj eV}

(a) Esseije{l,...,n}. Eine Abbildung w: V" — W heil3e linear in der j-ten Komponente, falls
fiir fest gewéhlte vq,...,v;-1,vj41,...,v, €V die Abbildung

V-W, v—oli,...,0j-1,U,U41,...,0n)
linear ist, d.h. falls fiir v,v’ € V und 1 € K gilt:
li _ /
w1,...,0j-1,0+0,0j41,...,0) = 001,...,0-1,0,Vj11,...,0p) +@(V1,...,0j-1,U",Vj11,...,Un)

und
w(vl,...,vj_l,/lv,vj+1,...,vn) = Aw(vl,...,vj_l,v,vj+1,...,vn).

(b) Eine Abbildung w : V" — W heille multilinear, falls sie in jeder einzelnen Komponente
linear ist. Fur n = 2 nennt man dies auch bilinear.

(c) Eine Abbildung w : V"* — W heil3e alternierend, falls sie multilinear ist und jedes Tupel
(v1,...,v,) auf 0 abgebildet wird, sobald mindestens zwei der Komponenten gleich sind,
d.h. falls gilt:

(3i,jef1,...,n}: (vi=vjund i #j)) = w(v1,...,v,)=0.

Beispiel 5.2.2. (a) Fiir n = 1 ist jede lineare Abbildung ¢ : V! =V — W alternierend.

(b) Es sei K =R und V :=R3. Das Kreuzprodukt auf R? ist definiert als

x1) (y1 x1)  (y1\  [%2¥3—X3Y2
< REx R —RE, | |xa|,|ye || = |x2| x| ye|:=|xsy1 - %13
X3 Y3 X3 y3 X1y2 —X2¥1

Diese Abbildung ist alternierend.

(c) Essei K=Rund V :=R3. Das Standardskalarprodukﬂ auf R? ist definiert als

X1 Y1 X1 )1
() R3xR® - R, x2 |, | ¥2 *—>< x2 |, y2 >:=x1y1+x2y2+x3y3
X3 Y3 X3 Y3

Diese Abbildung ist bilinear, aber nicht alternierend.
(d) Die gewohnliche Multiplikationsabbildung in einem Koérper
KxK—-K, (xy—xy

ist bilinear, aber nicht alternierend, weil z.B. 1-1 # 0 ist.

LWir werden uns genauer mit Skalarprodukten in LA2 beschéftigen.
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5.2. Alternierende Abbildungen

(e) Es sei K =R und V := R® der Vektorraum aller Funktionen von R nach R. Die Verkettungs-
abbildung
0:VxV-=V, (f,g)—fog

ist linear in der ersten Komponente, aber nicht multilinear, weil sie nicht linear in der
zweiten Komponente ist.

Lemma 5.2.3 (Rechenregeln fiir alternierende Abbildungen).
Es seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und n € N. Weiterhin sei w : V* — W eine
alternierende Abbildung und (v1,...,v,)€ V™.

(G1) Wenn man das p-fache der i-ten Komponente auf die j-te Komponente addiert (i # j), so
andert sich der Wert unter w nicht:

w(vl,...,vj_l,vj+uvi,vj+1,...,vn)=w(vl,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn)

(G2) Wenn man den i-ten und den j-ten Eintrag vertauscht (i # j), so wird der Wert mit (—1)
maultipliziert:
01,...,0i-1,V,Vit+1,--+,Vj-1,Vi,Uj41,..-,Up) = (=1)@(v1,...,0i-1,0i,Vi+1,...,Uj-1,Vj,Vj11,...,Un)

(G3) Es ist moglich, aus jeder Komponente einen Koeffizienten A € K herauszuziehen

w(vl,...,vj_l,/lv,vj+1,...,vn):Aw(vl,...,vj_l,v,vj+1,...,vn).

Beweis. (G1)

Nach Voraussetzung ist w : V* — W linear in jeder Komponente, wenn man die anderen Kom-
ponenten fest hilt. Insbesondere gilt also:

01,...,0j-1,0j+ UU;,Vj41,...,0p) = 0V1,...,U;-1,U;,Vj11,...,Un) + PO@1,...,0j-1,V;,Vj+1,...,Up)
Der zweite Summand ist aber 0, weil w alternierend ist und zwei der Eintréage identisch sind —
namlich v;.
(G2)
Wir betrachten das Tupel
n

(vly""vi—].,vi +Uj7vi+17""vj—17vi +ijvj+1,--~,vn)€V ’
das in der i-ten und in der j-ten Komponente den Eintrag v; +v; hat. Da w alternierend ist,
wird dieses Tupel also auf 0 abgebildet:

0=w(1,...,0;-1,0; +0U;,Vi+1,...,0-1,0; +vj,vj+1,...,vn)

:w(Ul,...,Ui_l,Ui,Ui+1,...,Uj_l,vi +Ujan+1,---7Un)
+(,U(U1,...,Ui_l,Uj,Ui+1,...,Uj_l,Ui +Uj,vj+1:---avn)

:(,U(Ul,...,Ui_l,vi,vi+1,...,Uj_l,vi,vj+1,...,vn)

=0
+w(vl,...,vi_l,vi,viﬂ,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn)
+w(vl,...,vi_l,vj,vlurl,...,vj_l,vi,vj+1,...,vn)
+fu(v1,...,vi_l,vj,vlurl,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn2
=0

=+w1,...,0i-1,0i,Vit1,--,Uj=1,U;,Vjt1,-.,Vn)

+(U(U]_,---,vi—]_,vj,vi+]_,---,vj—]_,vi,vj+]_,-.-,vn).
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5. Endomorphismen

Hieraus folgt direkt die Aussage.

(G3)
Hierfiir ist die Alterniertheit iiberhaupt nicht notwendig. Diese Eigenschaft folgt also direkt
aus der Multilinearitit. O

Wir konnen also elementare Umformungen — wie im Gaul}-Algorithmus — auf die Argumente
von w anwenden, um den Wert zu berechnen.
Was passiert nun, wenn wir die Reihenfolge der Eintrége verindern?

Lemma 5.2.4.
Es seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und n e N. Es sei w : V"™ — W eine alternierende
Abbildung. Weiter sei 0 € ¥ (n) eine Permutation. Dann gilt:

© (V1) -+ Vo)) = SER(0) - (V1 ..., V).

Beweis. Nehmen wir zuerst einmal an, 0 = 7 ware eine Transposition. Dann gilt sgn(r) = -1
nach Lemma Mit mit der Rechenregel (G2) aus Lemma erhalten wir dann:

w(vT(l),...,vT(n)) = (—1)-w(v1,...,vn) = sgn(r)-w(vl,...,vn).

Damit ist die Aussage bewiesen, wenn o = 7 eine Transposition ist.
Es sei nun o € #(n) eine beliebige Permutation. Nach Lemma lasst sich o schreiben als

O=T,0---0T7.

Es gilt (mit Lemma und Lemma [5.1.6), dass:
sgn(o) = sgn(t,)---sgn(r1) =(=1)---(=1) =(-1)".

Wenn wir nun ¢ = 7,0---071 auf das Tupel (v1,...,v,) anwenden, so wenden wir einfach der
Reihe nach alle Transpositionen an (von rechts nach links). Bei jedem Mal wird der Wert der
alternierenden Abbildung mit (—1) multipliziert, sodass wir am Ende erhalten:

0 (Vo) Vom)) = (=1 @(v1,...,v,) = sgn(@)w(v1,...,vp). 0O

Wir haben bei linearen Abbildungen gesehen, dass es ausreicht, die Werte auf einem Er-
zeugendensystem zu kennen, um die Abbildung allgemein zu berechnen. Wir wollen nun eine
analoge Aussage fiir alternierende Abbildungen formulieren:

Satz 5.2.5 (Transformationsformel fiir alternierende Abbildungen).
Es seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und n € N. Weiterhin sei w : V* — W eine
alternierende Abbildung. Gegeben seien u1,...,u, €V und v1,...,v, € LHx (u1,...,un). Dann gibt
esein A € K mit

w1,...,vp)=A-w(uq,...,un).

Wenn wir jeden Vektor v; als Linearkombination der u1,...,u, schreiben:
n
vJ-:Zai,jui mit a; j €K,
i=1

so ldsst sich der Wert von A berechnen sich als

A= ) sgn(o) Ae1)1 " Aoty
geAn)

Insbesondere hangt der Wert nicht von der Abbildung w ab.
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Korollar 5.2.6.
Es seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und n € N. Weiterhin sei w : V* — W eine
alternierende Abbildung und v1,...,v, € V. Falls w(vy,...,v,) #0, so sind die Vektoren v1,...,v,
paarweise verschieden und linear unabhdngig.

Umgekehrt heifst dies, dass fiir linear abhdngige Vektoren v1,...,v, gilt: w(vy,...,v,) =0.

Beweis. Wir zeigen die Implikation:

(w(vy,...,v,) #0) = (vy,...,U, sind paarweise verschieden und {vi,...,v,} ist linear unabhingig).
durch Kontraposition (Siehe Satz iv)), d.h. wir zeigen:

(v1,...,v, sind nicht paarweise verschieden oder {v1,...,v,} ist linear abhingig) = (w(v1,...,v,) =0).

Falls die Vektoren vq,...,v, nicht paarweise verschieden sind, folgt w(v1,...,v,) =0 direkt aus
der Definition einer alternierenden Abbildung (siehe Definition [5.2.1).

Nehmen wir also an, dass {v1,...,v,} linear abhangig sind, so gilt m = dimk(LHk (v1,...,v,)) <
n. Es gibt somit eine geordnete Basis (u1,...,u;) von LHy (v1,...,v,). Fir alle je {m+1,...,n}
setze u; := 0. Dann gilt:

vi,...,0p € LHx (uq,...,u,) = LHK (©1,...,um,0,...,0).
Also gilt nach Satz[5.2.5] dass es ein A € K gibt mit
w1,...,p)=AN-0w(u1,...,umn,0,...,0).

Da w in der n-ten Komponente linear ist, ist dies gleich 0. O

Zusammenfassung von Abschnitt [5.2]

(1) Eine alternierende Abbildung w: V" — W ist eine multilineare Abbildung, die ein Tupel auf
0 abbildet, sobald mindestens zwei Eintrdge im Tupel gleich sind.

(2) Den Wert einer alternierenden Abbildung kann man mit Hilfe von ,Gaul3-Algorithmus®-
Schritten auf den Eintriagen berechnen.

(3) Beim Permutieren der Eintridge wird der Funktionswert mit dem Signum der Permutation
multipliziert.

(4) Es gilt die Transformationsformel, in dem die Determinante vorkommt.

5.3. Determinanten

Der Ausdruck A in Satz bekommt nun einen eigenen Namen:

Definition 5.3.1 (Die Determinante einer Matrix).
Es sei n e Nund A =(a;;); jeq1,..,n) € K**" eine quadratische Matrix mit Eintrégen aus einem
Korper K. Dann ist die Determinante von A definiert als

det(A) = Z sgn(U) *Ag(1),1° " Qo(n),n-
o€EAn)
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5. Endomorphismen

Diese Formel ist auch als Leibniz-Formel?l bekannt.

Bemerkung 5.3.2. (a) Es gibt — neben der hier verwendeten Leibniz-Formel auch andere Mog-
lichkeiten, die Determinante einer (n x n)-Matrix zu definieren. Es stellt sich aber heraus,
dass sie alle dquivalent sind (siehe Satz[5.3.12).

(b) Ausgehend von dieser Definition der Determinante ist erst einmal tiberhaupt nicht klar,
warum dies — auller der Verwendung in der Transformationsformel (Satz[5.2.5) — ein sinn-
volles oder interessantes Konzept sein sollte. Dies wird hoffentlich spéitex{ﬂ klar.

(c) Die hier vorgestellte Leibniz-Formel ist fiir praktische Berechnungen von Determinanten
vollig ungeeignet, sobald n > 3 ist, da die Anzahl der Summanden rn! ist und dies schneller
als exponentiell wichst. Gliicklicherweise gibt es ein Verfahren, mit dem die Determinante
von Matrizen beliebiger Grofle in vertretbarer Zeit berechnen kann. Dies werden wir in
Bemerkung vorstellen.

Beispiel 5.3.3.
Es sei K ein Korper.

(a) Fir n =1 gilt det(a) =a.
(b) Fiir n =2 erhalten wir direkt die Formel

a b

ot

) ad—be,

die bereits in Beispiel gesehen haben.

(c) Fiir n =3 erhalten wir die sogenannte Regel von Sarruﬂ
a b c
det|d e f|=aei+bfg+cdh—-gec—hfa—idb,
g h i

NN\ S
XX/
XX\

WARNUNG! In Dimensionen = 4 gilt keine Regel dieser Art!

2nach GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ, deutscher Philosoph und Mathematiker, 1646-1716

32.B. in Satz

4PIERRE FREDERIC SARRUS, franzésischer Mathematiker, 1798-1861
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Aus der Leibniz-Formel (Definition [5.3.1) folgt nun relativ direkt die folgende wichtige Re-
chenregel:

Proposition 5.3.4 (Determinanten &ndern sich nicht beim Transponieren).
Es sei A e K™*™ mit n € N und K ein Korper. Dann gilt

det(A") = det(A).

Beweis. Zu gegebener Matrix
A =(a;)ijeq,. ,ny EK®"

ist die Transponierte gegeben als
AT =(a; )i jet...n-

Die Determinante von AT ist nach Definition m gegeben durch:

det(AT):= Y sgn(0)-a1,6(1) Anom)-
ogeS(n)

In jeder Gruppe (G, *) gilt, dass die Inversionsabbildung
G—-G, u~ u!

bijektiv ist. Wenn wir also in der Summe iiber alle o € .#(n) summieren, so kénnen wir in den
Summanden ¢ durch 6! ersetzen und dndern den Wert nicht:

det(AT):= Y sgn(o7Y)-a10-10) Anoi(n)-
geHA(n)

Da sgn:(&(n),*) — ({—1,1},) ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt mit Lemma [3.2.8] dass

sgn (0_1) = (sgn(a))_1 = ; =sgn(o),
sgn(o)

weil die Zahlen 1 und —1 beide identisch mit ihren Kehrwerten (=multiplikativen Inversen)
sind. Das heif3t, wir haben nun:

det(A'):= ) sgn(0)-ay o) no-in).
ogeSA(n)

Fiir gegebenes o € .#(n) lautet der entsprechende Summand:
sgn(a) . a1,0-1(1) cee an’a-1(n).

Da o~ ':{1,...,n} — {1,...,n} bijektiv ist, wird jede Spalte j € {1,...,n} hier genau einmal als
o 1(4) vorkommen, ndmlich fiir i = o(j). Wir konnen denselben Ausdruck — nach Umsortierelﬂ
— schreiben also als:

sgn(0) - ag(1),1° " Ao(n),n-

Wenn wir dies bei allen Summanden machen, erhalten wir schlief3lich:

det(AT) = Z Sgn(U)-ag(l)yl---ag(n),n.
ogeA(n)

Das war zu zeigen. O

5Qliicklicherweise ist die Multiplikation in einem Kérper ja kommutativ und assoziativ.
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Fiir besonders schione Matrizen lasst sich die Determinante ganz leicht berechnen:

Definition 5.3.5.
Es sei n € N und K ein Korper. Eine quadratische Matrix A =(a; ;); je(1,..,n) € K" heille

(a) obere Dreiecksmatrix, wenn alle Eintriage unterhalb der Hauptdiagonale 0 sind, d.h. wenn
gilt

Vi>j:a;;j=0

(b) untere Dreiecksmatrix, wenn alle Eintriage oberhalb der Hauptdiagonale 0 sind, d.h. wenn

gilt
Vi<j:a;;j=0
(c) Diagonalmatrix, wenn alle Eintriage aufler der auf der Hauptdiagonale O sind, d.h. wenn
gilt
Vi#j: ai;= 0
Proposition 5.3.6.

Es sei n € N und K ein Korper. Angenommen eine Matrix A =(a; ;)i jeq1,..n) € K"*" ist eine obere
Dreiecksmatrix, eine untere Dreiecksmatrix oder eine Diagonalmatrix. Dann ist die Determinante
das Produkt der Diagonaleintrdge:

detA=ai1--ann.
Insbesondere ist die Determinante der Einheitsmatrix gleich 1.

Beweis. Esreicht, die Aussage fiir obere Dreiecksmatrizen zu beweisen; jede Diagonalmatrix ist
insbesondere eine obere (und untere) Dreiecksmatrix und der Fall der unteren Dreiecksmatrix
folgt sofort aus Proposition [5.3.4]

Es sei nun also A eine obere Dreiecksmatrix und o € #(n) eine beliebige Permutation. Wir
wollen den Ausdruck

Ag(1),1° " Qg(n),n

berechnen. Falls es ein j € {1,...,n} gibt mit o(;) > j, so ist der entsprechende Term a(;) ; gleich
0, weil A eine obere Dreiecksmatrix ist und somit wird das ganze Produkt gleich 0.

Es bleiben also nur solche Summanden iibrig, bei denen o(j) < j fur alle j € {1,...,n} gilt.
Hieraus folgt aber mit der Injektivitit von o direkt, dass o =id(y,.. ,) sein muss.

Das bedeutet, dass sich die Summe in der Leibniz-Formel (Definition [5.3.1) auf einen einzigen
Summanden reduziert:

det(A):= ) sgn(0):ag1)1: Aom)n =s8nAda, ) a11 " npn-
————

ogeA(n) 7

Das war zu zeigen. O

Wir wollen nun alle Erkenntnisse iiber alternierende Abbildungen auf Determinanten an-
wenden. Dazu verwenden wir den folgenden Satz:

Satz 5.3.7.
Es sei K ein Korper und n € N. Dann gilt:
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(a) Die Abbildung
det : K"" - K

ist alternierend in den Spalten, d.h. die Abbildung
K" - K, (vl,...,vn)-—>det( U1l o, ),

die n Spaltenvektoren aneinanderklebt und dann die Determinantenabbildung auf die so
erzeugte quadratische Matrix anwendet, ist eine alternierende multilineare Abbildung (De-

finition [5.2.1).

(b) Die Abbildung
det: K" - K

ist auferdem alternierend in den Zeilen, d.h. die Abbildung

21
KM 5K, (21,...,2,)— det

Zn

die n Zeilenvektoren aneinanderklebt und dann die Determinantenabbildung auf die so
erzeugte quadratische Matrix anwendet, ist eine alternierende multilineare Abbildung (De-

finition [5.2.1).

Achtung: Die Abbildung det : K*** — K ist nicht linear (aul3er fiir n = 1)!

Beweis. Wir zeigen Teil (a); Teil (b) folgt dann sofort mit Proposition [5.3.4]
Nach Definition gilt:

ailr ... Qip

det| : = Z sgn(0) - ag(1),1°* Ao(n),n-
o€EA(n)
Gn1l ... Gnpp

Fiir jedes j € {1,...,n} gilt: Jeder einzelne Summand enthélt genau einen Faktor aus der j-ten
Spalte. Somit ist jeder Summand linear in der j-ten Spalte.

Also ist die Determinante insgesamt linear in jeder Spalte, also multilinear in den Spalten.

Es bleibt zu zeigen, dass diese multilineare Abbildung auch alternierend in den Spalten ist.
Nehmen wir dazu also an, dasses &,/ € {1,...,n} gibt mit £ <, sodass die k-te und die /-te Spalte
der Matrix A identisch sind. Wir werden dann zeigen, dass det(A) = 0.

Es sei 7 € #(n) die Transposition auf der Menge {1,...,n}, die die Zahlen % und ! vertauscht.

Nach Lemma gilt: det(r) = -1.

Jede Permutation o € #(n) ist entweder gerade (sgn(o) = 1) oder ungerade (sgn(o) = —1). Die
Menge der geraden Permutationen haben wir mit «/(n) bezeichnet. Die Menge der ungeraden
Permutationen lidsst sich nach Lemma [5.1.11] schreiben als:

{oeF(n)|sgn(o)=—-1}={oot|0oeA(n).
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5. Endomorphismen

Nun benutzen wir diese Darstellung, um die Summe aus Definition wie folgt zu zerlegen:

detA= ) sgn(0)-ao1)1 Aot

oeHn)

= Z sgn(o)- Ag(1),1"" " Qg(n),n + Z sgn(o)- Ag(1),1° " Ag(n),n
sgn(o)=1 sgn(o)=-1

= ) sgn(0)-ae)1 - Gomant+ Y. SEUOOT):A(gor 1)1 Aloor)(n)n
oedd(n) oedd(n)

= ) sgn(0)-ae)1 - Gomat+ Y. S80)-SgN(T) Qo)1 Corn)n
ged(n) oeA(n) —

=-1

Y sgn(0)-ao)1Gotmn— Y. SEMO) Aoz 1" BoGE)E  Co@i)l " ot n-
oed(n) oegl(n)

Weil die Transposition 7 gerade £ und [/ vertauscht und diese beiden Spalten gleich sind, gilt:

Aok = Qo) e = o)y  UNd Qo) = Qo(k),l = Qalk)k

Wenn aber j € {%,[} ist, dann gilt 7(j) = j. Also ist insgesamt:

Qg(r(1),1° " Qa(r(k)),k " Ao(z(])),l " Ao(r(n),n = Aa(1),1" " Ao(n),n

und die Determinante wird 0. Das war zu zeigen. O

Bemerkung 5.3.8 (Berechnung einer Determinanten).

Jetzt, wo wir wissen, dass die Determinante alternierend in den Zeilen (Satz[5.3.7(b)) ist, kon-
nen wir — nach Lemma — den GauB-Algorithmus auf die Zeilen anwenden, um die De-
terminante zu berechnen. Bei Schritt (G1) (Addieren des p-fachen einer Zeile) dndert sich die
Determinante iiberhaupt nicht, bei Schritt (G2) (Vertauschen zweier Zeilen) wird die Determi-
nante mit (—1) multipliziert und statt — wie beim Gauf3-Algorithmus iiblich — eine Zeile durch
eine Zahl A # 0 zu teilen, sollte man eher die Denkweise verwenden, dass man die Linearitat in
den Zeilen verwendet, und Skalare aus der Determinante nach vorne zieht.

Nach endlich vielen Schritten hat man die Matrix in Zeilenstufenform gebracht (erweiterte
Zeilenstufenform ist hierfiir nicht notwendig). Eine quadratische Matrix in Zeilenstufenform
ist immer eine obere Dreiecksmatrix, sodass sich nun die Determinante direkt mit Proposition
[5.3.6l berechnen lisst.

Dieses hier skizzierte Vorgehen funktioniert fiir jede Matrix und ist fiir grofle Matrizen (d.h.
n > 3) deutlich schneller als direkt die Leibniz-Formel (Definition[5.3.1) zu verwenden und zwar
sowohl beim Rechnen von Hand — als auch beim Berechnen mit einem Computer. Der Gaul3-
Algorithmus (und nichts anderes ist das hier ja) ist erstaunlich schnell und mit der richtigen
Wahl der Pivot-Elemente auch numerisch einigermaflen stabil, d.h. beim gerundeten Rechnen
mit Gleitkommazahlen lassen sich die Fehler einigermalf3en im Griff halten. Die Leibniz-Formel
auf der anderen Seite hat n! Summanden und das ist schon fiir noch relativ kleine n fiir einen
Computer nicht mehr in sinnvoller Zeit machbar.

Oft kann man die Rechnung auch noch weiter vereinfachen:

Da die Determinante ja auch alternierend in den Spalten (Satz [5.3.7(a)) ist, konnen wir wih-
rend der Rechnung auch jederzeit Spaltenumformungen durchfithren, solange wir dieselben
Regeln wie bei den Zeilenumformungen beriicksichtigen, d.h. Faktoren entsprechend vor die
Determinante ziehen.
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5.3. Determinanten

All diese moglichen Rechenschritte lassen sich auch noch mit den (noch nicht eingefiihrten)
Laplace-Entwicklungen nach Zeilen oder Spalten (siehe Satz kombinieren, sodass es ei-
ne Unzahl an unterschiedlichen Rechenwegen gibt, eine gegebene Determinante auszurechnen.

Aullerdem kann man die Rechnung auch sofort beenden, wenn man eine Nullzeile oder -spalte
sieht (Satz[5.3.7), sobald zwei Zeilen oder Spalten gleich sind oder sobald man sieht, dass die
Zeilen oder Spalten linear abhéngig sind (siehe Korollar [5.2.6).

Wir kommen nun zu den wirklich wichtigen Eigenschaften der Determinantenabbildung:

Satz 5.3.9 (Die Determinante ist multiplikativ).
Es sei K ein Korper und n € N. Dann gilt:

VA,B e K"" :det(AB) = det(A)det(B).

Beweis. Wir bezeichnen die Spalten der Matrix A mit u1,...,u, € K™:

Die Spalten der Produktmatrix AB bezeichnen wir mit vq,...,v, € K™:

ABz( vl |vp )

Nach Definition des Matrixproduktes gilt nun:

n
Vk E{l,...,n}ka = Zbi,jui7
i=1

wobei (b; j) wie gewohnlich die Eintrige der Matrix B sind.
Nach Satz a) ist die Abbildung

w: (KM - K, (w1,...,wn)-—>det( wi |- | wy )

alternierend. Wir kénnen somit die Transformationsformel fiir alternierende Abbildungen (Satz
5.2.5) anwenden und erhalten:

det(AB) = w(vy,...,vp) =A-w(uq,...,u,) = Adet(A)
mit A = det(B). O

Der folgende Satz ist die wohl wichtigste Anwendung der Determinanten fiir diese Veranstal-
tung:

Satz 5.3.10 (Kriterium fiir die Invertierbarkeit).
Es sei K ein Korper und n € N. Dann gilt:

VA e K" : (A ist invertierbar) < (det(A) #0).

Wenn A invertierbar ist, dann gilt: det(A™1) = m.
Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen ist somit

GL(n,K) ={A e K**" | det(A) # 0}.
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5. Endomorphismen

Beweis. Wir miissen zwei Implikationen zeigen:

«

w—> .

Wenn A invertierbar ist, dann gibt es ein B € K™*" mit AB = BA = 1,,. Mit Satz gilt nun:
det(A)det(B) = det(AB) = det(1,) = 1.

Also muss det(A),det(B) # 0 gelten und det(A) = g5

L=
Nach Satz [5.3.7(a) ist die Determinante alternierend in den Spalten. Da wir annehmen, dass
die Determinante nicht 0 ist, folgt mit Korollar dass die Spalten linear unabhéngig sind,
folglich hat die Matrix Rang n. Dies ist aber dquivalent zur Invertierbarkeit von A nach Satz

[4.3.4 O

Korollar 5.3.11.
Es sei K ein Korper und n € N. Dann gilt:

(GL(n,K),)— (K" =K\{0},), A~ det(A)
ist ein Gruppenhomomorphismus. Insbesondere ist der Kern
SL(n,K) = {A e K™*" | det(A) = 1}
eine Untergruppe von GL(n,K), genannt die spezielle lineare Gruppe.

Oft wird die Determinante nicht mit Hilfe der Leibniz-Formel (Definition[5.3.1), sondern axio-
matisch eingefiihrt als die einzige Abbildung 6 : K**" — KK, die alternierend in den Zeilen ist und
die Einheitsmatrix auf 1 abbildet. Wir wollen nun zeigen, dass dies 4quivalent zu dem von uns
gewihlten Ansatz ist:

Satz 5.3.12 (Charakterisierung der Determinantenabbildung).
Es sei K ein Korper und n e Nund 6 : K"*" — K eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) O ist alternierend in den Spalten und 6(1,) = 1.
(it) O ist alternierend in den Zeilen und 6(1,) = 1.
(iti) & =det.
Beweis. Nach Satz[5.3.7folgt (i) und (ii) aus (iii).

Zeigen wir nun (i) = (iii)“:
Dann ist die Abbildung § alternierend in den Spalten, d.h.

w: (K" - K, (wl,...,wn).—>5( wi || wy )

ist alternierend. Dann folgt — genau wie im Beweis von Satz[5.3.9]— mit Hilfe der Transforma-
tionsformel fur alternierende Abbildungen:

6(AB) =det(B)5(A) fiir alle A,Be K"™".

Mit A =1, folgt nun: 6(B) = det(B)d(1,). Da B beliebig gewahlt war, folgt § = det.
~——
=1
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Zeigen wir nun ,,(ii) = (iii)“:
Wir definieren 7 : K**" - K, A — det (AT). Dann ist n alternierend in den Spalten und nach
der soeben bewiesenen Rechnung gilt: n = det.

Damit folgt fiir alle A € K™*":

5(A)=n(AT)=det(AT) = det(A).

Das war zu zeigen. OJ

Wir hatten in Definition die Determinante mit Hilfe des Signums definiert. Umgekehrt
kann man aber auch das Signum mit Hilfe der Determinante berechnen:

Proposition 5.3.13 (Signum als Spezialfall der Determinante).
Es sei n € N. Fiir 0 € #(n) definieren wir die Permutationsmatrix von o als

AU:Z( o) || €a(n) )E[Rnxn‘

In der j-ten Spalte von A steht also der o(j)-te Standardbasisvektor.
Dann gilt:
sgn(o) =det(Ay).

Beweis. Wir setzen wieder
w: (K" - K, (vl,...,vn)Hdet( vl | vn )

Durch Anwenden von Satz und Lemma folgt dann sofort:

det(A4,) = w(as)---,A0m)) = sgn(o) - wley,...,e,) = sgn(o)-det(1,) = sgn(o). 0O
=1

Definition 5.3.14 (Streichungsmatrix).
Es sein € N,n =22 und A = (a; ;)i jeqt,...ny € K" mit Eintragen aus einem Korper K. Fiir jedes
(k,1)e{1,...,n} x{1,...,n} definieren wir die Streichungsmatrix von A beziiglich (k,l) als die
(n—1) x(n—1)-Matrix, die durch das Streichen der k-ten Zeile und der /-ten Spalte entsteht. In
Formeln:
St.(A) = (b; )i jeqt,...n-1 € K" P71

mit
a;; firi <k und j <!
b = aj+1,j firi =k und j <!

“"Najj  firi<kund j=1

ajy1,j+1 firi=kund j=!/

Satz 5.3.15 (Entwicklungssatz von Laplaceﬁ).
Es sei K ein Korper und n € N mit n = 2. Gegeben sei eine Matrix A =(a; ;); jeq1,..,ny € K"

6nach PIERRE-SIMON LAPLACE, frz. Universalgelehrter, 1749-1827

185
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(a) Fiir jedes 1 €{1,...,n} gilt:

det(4) = Y (-1)**ay, ; det (St 1)(A))
=1

Diese Art der Determinantenberechnung nennt man auch Entwicklung nach der [-ten
Spalte.

(b) Fiir jedes k €{1,...,n} gilt:

n
det(A) = Y (-1)F*ay,; det (St 1y(A))
=1
Diese Art der Determinantenberechnung nennt man auch Entwicklung nach der k-ten Zei-
le.

Fur praktische Berechnungen ist diese Laplace-Entwicklung nur sinnvoll, wenn eine Zeile
(oder Spalte) gewahlt wird, in der sehr viele Nullen stehen, da in diesem Falle viele der Unter-
determinanten det (St(z,)(A)) gar nicht erst berechnet werden miissen.

Definition 5.3.16 (Adjunkte).
Es sei K ein Korper und n € N mit n > 2. Gegeben sei eine Matrix A = (a; ;); je(1,..,n) € K**".
Die Adjunkte von A ist die folgende Matrix:

AYi= (@ i jeqt....
mit N
a;j:=(—1)"" det(St(; i(A)).

Man beachte die Verdrehung der Indizes in der Definition von a; ;!

Beispiel.
Es sei A = (Ccl 2) € K2*2. Dann gilt St(1 2)(A) = ¢, und daher (—1)>*! det(St(1 2)(A)) = —c. Durch
vier solche Rechnungen erhilt man
Al = ( d _b) :
-c a

Ist A invertierbar, so haben wir andererseits in Beispiel gesehen, dass

1 d -b 1
-1_ - f
A ad—-bc (—c a ) 4

T det(d) T
Das gilt ganz allgemein:

Satz 5.3.17 (Cramerschem Regel).

Es sei K ein Korper und n e Nmit n = 2. Ist A =(a; ;)i jeq1,..n) € K"*", so gilt

A-Af=det(4) - 1,.

Ist speziell A invertierbar, so gilt
oL 4
det(A)
"nach GABRIEL CRAMER, Schweizer Mathematiker, 1704-1752
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Zusammenfassung von Abschnitt[5.3]

(1) Die Determinantenabbildung det : K"*" — K ordnet jeder quadratischen Matrix ein Ele-
ment im Grundkoérper zu.

(2) Die Definition uiber die Leibniz-Formel ist fiir n > 3 nicht praktikabel.

(3) Die Determinante einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix (oder sogar einer Diagonalma-
trix) ist das Produkt der Diagonaleintrige.

(4) Die Determinantenabbildung ist alternierend in den Zeilen und in den Spalten. Insbeson-
dere kann man GauB3-Schritte auf Zeilen und Spalten verwenden, um die Determinante zu
berechnen.

(5) Man kann die Determinante auch durch Laplace-Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte
berechnen. Fiir praktische Berechnung ist dies nur sinnvoll, wenn die entsprechende Zeile
oder Spalte viele Nullen enthélt.

(6) Die Determinante ist multiplikativ: det(AB) = det(A)det(B) fiir quadratische Matrizen A, B.
(7) Die Determinante dndert sich nicht, wenn eine Matrix transponiert wird: det(AT) = det(A).
(8) Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn die Determinante ungleich 0 ist.

(9) Die Cramersche Regel zur Berechnung der Inversen ist fiir n > 2 nicht praktikabel.

5.4. Polynome

Bemerkung 5.4.1.
Wir betrachten die Menge R® aller Funktionen von R nach R. Auf dieser Menge haben wir
(mindestens) drei naheliegende Operationen:

e Die Addition + : R® x R®R — R®, die zwei Funktionen f,g : R — R auf deren punktweise
Summe f + g : R — R abbildet.

e Die Multiplikation » : R® xR® — RR, die zwei Funktionen f, g : R — R auf deren punktweises
Produkt fg:R — R abbildet.

* Die skalare Multiplikation - : R x RR — RR, die eine Zahl A € R und eine Funktion f : R — R
auf die skalierte Funktion Af : R — R abbildet.

Mit der Addition und der skalaren Multiplikation wird R® ein R-Vektorraum, mit der Addition
und der punktweisen Multiplikation wird R® ein Ring.

Es stellt sich heraus, dass dies relativ haufig vorkommt, dass eine Menge sowohl eine Vektor-
raumstruktur tragt als auch eine Ringstruktur, wobei beide Strukturen dieselbe Addition ver-
wenden und die beiden Multiplikationen in einer gewissen Weise vertraglich sind. Deswegen
lohnt es sich, eine neue algebraische Struktur einzufiihren. Bei der Benennung dieser algebrai-
schen Struktur waren die Algebraiker diesmal aber relativ einfallslos. ..
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Definition 5.4.2 (Algebren).
Es sei K ein Korper.

(a) Eine K-Algebra ist ein Tupel (A, +, ¢, ) mit der Eigenschaft, dass
(i) (A, +,e) ein Ring ist,
(i) (A,+,-) ein Vektorraum iiber K ist und

(iii) die beiden Multiplikationen auf folgende Weise vertriglich sind:

Va,be A VAeK:(A-a)eb=ae(A-b)=A-(aeb).

Eine K-Algebra (A, +,¢,-) heille kommutativ, wenn der Ring (A, +, ) kommutativ ist. Ei-
ne K-Algebra (A, +,e,-) heil3e endlich dimensional, wenn der Vektorraum (A, +,-) endlich
dimensional ist. Die Dimension einer K-Algebra ist dann die Dimension des zugrundelie-
genden K-Vektorraums.

(b) Eine K-Unteralgebra ist genauso definiert, wie man es erwarten wiirde, wenn man das
Konzept von Unterringen und Untervektorraumen schon gesehen hat: Es sei (A, +,e,-)
eine K-Algebra und B € A eine Teilmenge. Dann ist B eine K-Unteralgebra von (A, +,,-),
wenn B ein Unterring von (A, +,¢) und ein Untervektorraum von (A,+,-) ist. Eine K-
Unteralgebra ist mit den eingeschrankterﬁ Operationen wieder eine [K-Algebra.

(¢c) Eine Abbildung ¢ : A — B zwischen zwei K-Algebren (A, +,¢,:) und (B, +,e,-) ist ein K-
Algebra-Homomorphismus, wenn sie ein Ring-Homomorphismus zwischen (A, +,¢) und
(B, +,¢) und ein K-Vektorraum-Homomorphismus (also eine K-lineare Abbildung) zwi-
schen den Vektorrdumen (A, +,-) und (B, +,) ist.

Ein K-Algebra-Isomorphismus ist ein bijektiver K-Algebra-Homomorphismus und zwei
K-Algebren heiflen isomorph, wenn es einen [K-Algebra-Isomorphismus zwischen ihnen
gibt.

Bemerkung 5.4.3.
Diese Definition ist iiberhaupt nicht einheitlich. Manchmal wird auch deutlich weniger gefor-
dert. Zum Beispiel ist es — wie schon bei Ringen — nicht einheitlich, ob ein multiplikatives
Inverses gefordert wird.

Manchmal wird auch nicht gefordert, dass (A, +, ¢) ein Ring ist, d.h. oft wird auf die Assozia-
tivitdt von e verzichtet. Um sich von solchen Definitionen abzuheben, nennt man eine Algebra,
wie wir sie hier definiert haben auch assoziative Algebra mit Eins.

Beispiel 5.4.4. (i) Der Grundkorper K ist immer eine 1-dimensionale kommutative [K-Algebra.

(i1) Jede Korpererweiterung L von K ist eine kommutative K-Algebra. Insbesondere kann man
also 4 als [Fo-Algebra auffassen, oder R als Q-Algebra.

Der Raum der komplexen Zahlen kann entweder als (unendlich dimensionale) Q-Algebra,

als 2-dimensionale R-Algebra oder als 1-dimensionale C-Algebra aufgefasst werden.

(iii) Fir jeden Korper K und jede natiirliche Zahl n € N ist K"*" eine n2-dimensionale K-
Algebra, die fiir jedes n > 1 nichtkommutativ ist.

8und koeingeschrinkten
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(iv) Es sei K ein Korper und V ein Vektorraum tuber K. Dann ist die Menge (Endk(V),+,0)
aller Vektorraumendomorphismen von V eine [K-Algebra. Falls V endlich dimensional
ist B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V ist, dann ist (Endk(V),+,0) als K-Algebra
isomorph zu K"*" iiber den K-Algebra-Isomorphismus:

Endi (V) —K™", ¢—Mgg(¢).

(v) Es sei J eine Menge (z.B. J = R) und K ein Koérper (z.B. K = R). Dann ist die Menge
aller Funktionen von J nach K eine kommutative K-Algebra, die genau dann endlich
dimensional ist, wenn die Menge J endlich ist.

Bemerkung 5.4.5.

Wir kehren zuriick zu dem Beispiel (R®, +,,-) aus Bemerkung der Funktionen von R
nach R. Diese Algebra ist fiir viele Anwendungen viel zu grof3, weil sie viel zu viele Funktionen
enthilt. Wir wollen deshalb zu der folgenden interessanteren Algebra iibergehen:

P:={f :R— R|f ist eine Polynomfunktion}.
Eine Polynomfunktion|ist hierbei eine Funktion f : R — R, die sich schreiben lisst als
f@®) =ag +a1t+a2t2+---+ant” mit n € Ng und ao,...,a, €R.

Man sieht leicht ein, dass Summen, skalare Vielfache und Produkte von Polynomfunktionen
wieder Polynomfunktionen sind, also ist P eine R-Unteralgebra von R¥.

Es ist aulerdem moglich, eine Basis von P als R-Vektorraum anzugeben:

Betrachten wir dazu das Element X :=(idg:R— R, ¢— ¢)€ P und die Potenzen davon:

X0t 1,X it e, X2t 2 X3t 13,

Aus der Definition des Begriffs Polynomfunktion folgt sofort, dass die Menge {X k |k eNo} =
{1,x,X 2 X3 .. .} ein Erzeugendensystem fiir P als R-Vektorraum ist, d.h. jede Polynomfunktion
ist eine Linearkombination dieser Funktionen. Noch zu zeigen wire, dass diese Darstellung
eindeutig ist, d.h. dass {X* | k € Np} linear unabhingig ist.

Es sei eine Polynomfunktion

n
f®=apg+ait+---a,t" = Z aptt
k=0

gegeben. Wir werden zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist, d.h. dass die Koeffizienten
ag,...,a, bereits durch die Funktionswerte von f bestimmt sind.

Man sieht direkt durch Einsetzen, dass f(0) = ag ist. Folglich ist der konstante Koeffizient a
eindeutig bestimmt.

Nun leiten wir die Funktion einmal ab:

n
fl)=ai+--na,t" 1= Z kaptt!
k=1

Wenn wir nun ¢ = 0 einsetzen, erhalten wir f'(0) = @1. Somit ist auch der Koeffizient a1 eindeutig
bestimmt.

91n deutschen Schulen ist hierfiir manchmal auch der sehr irrefithrende Begriff ganzrationale Funktion gebriuch-
lich. .. Warum, ist mir bis heute nicht klar geworden. ..
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Wenn wir diese Idee fortsetzen, erhalten wir eine Moglichkeif'?, den %-ten Koeffizienten von
f mit Hilfe der £-ten Ableitung von f an der Stelle O zu berechnen:

_ f(k)(o)
ap = T

Hieraus folgt, dass die Koeffizienten eindeutig bestimmt sind.
Also gilt: Die {Xk | keNp} = {l,X,Xz,X?’, ...} bilden eine Basis des reellen Vektorraums P.
Falls Thnen dieses Argument nicht gefallen hat, weil Sie keine Differentialrechnung moégen
uns sich ein algebraisches Argument gewiinscht hétten, verweisen wir auf Korollar[5.4.15(b), wo
wir die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen X* noch einmal ohne Ableitungen beweise
Insgesamt erhalten wir also die Erkenntnis:
Die Algebra der Polynomfunktionen P enthélt ein Element X € P, sodass die Potenzen {X* | & € Ny}
eine Basis fiir den Vektorraum P bilden.

Dies nehmen wir als Motivation fiir die folgende Definition:

Definition 5.4.6 (Polynomalgebra).
Es sei K ein Korper.

(a) Eine K-Algebra A mit einem Element X € A wird (formale) Polynomalgebra (oder Algebra
der formalen Polynome) iiber K in der Unbestimmten (oder formalen Variable) X genannt,
wenn die Potenzen X% X1 X2, ... paarweise verschieden sind und {X k | ke No} eine Basis
fir A ist.

Wir werden die Bezeichnung A = K[X] verwenden|'%}

(b) Ein Element in einer Polynomalgebra wird (formales) Polynom genannt. Es lasst sich also
eindeutig als

n
p= Z aka mit ag,a1,...,a, €K
k=0

schreiben. Die Skalare ag,a1,...,a, € K werden die Koeffizienten genannt.
(c) Es sei p € K[X]. Dann definieren wir den Grad von p als:
deg(p) =max{k e Ny | ap # 0} € Np.

Fur das Nullpolynom 0 definieren wir deg(0) := —oo.

Wenn man von der Polynomalgebra K[X] nur die Vektorraumstruktur betrachtet, nennt man
K[XT] auch Polynomraum. Ebenso wird das Wort Polynomring verwendet, wenn man nur an der
Ringstruktur interessiert ist.

10Djeses Verfahren ist auch die Methode der Taylor-Koeffizienten bekannt und wird in der Analysis gern benutzt,
um Funktionen, die keine Polynomfunktionen sind, durch solche anzunéhern.

11Eg stellt sich heraus: Die einzige Eigenschaft der reellen Zahlen, die wir wirklich brauchen ist die Tatsache, dass
R unendlich viele Elemente hat.

12Wenn das spezielle Element nicht X, sondern Y oder irgendwie anders heif3t, so wird die Algebra entsprechend
mit K[Y] oder entsprechend bezeichnet.
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5.4. Polynome

Bemerkung 5.4.7. Nachdem wir in Definition definiert haben, was eine Polynomalgebra
ist, stellt sich nun die Frage, ob es iiber jedem Korper K eine solche gibt. In Bemerkung [5.4.5]
haben wir gezeigt, dass die Algebra der Polynomfunktionen P < R® eine Polynomalgebra iiber
den reellen Zahlen bildet, fiir den Beweis der linearen Unabhéngigkeit haben wir allerdings
Methoden der reellen Analysis verwendet, die sich nicht ohne weiteres auf beliebige Korper
ubertragen lassen.

Es sei K nun ein endlicher Korper mit ¢ € N Elementen, wie z.B. K = F2. Dann hat die Algebra
aller Funktionen von K nach K nur endlich viele Elemente:

K*| = q7.

Eine Polynomalgebra iiber K ist aber per Definition —sofern sie existiert — unendlich dimensio-
nal, weil sie eine unendliche Basis
{x%x1,x2,..}

besitzt. Wenn es also iiber einem endlichen Korper K eine Polynomalgebra K[X] gibt, so lasst
sie sich nicht aus Funktionen von K nach K konstruieren.

Satz 5.4.8 (Existenz und Eindeutigkeit der Polynomalgebra).
Es sei K ein Korper.

(a) Es existiert eine Polynomalgebra A = K[X]in einer Unbestimmten X € A.

(b) Die Polynomalgebra ist eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus, d.h. Wenn A = K[X]
und B = K[Y] Polynomalgebren iiber K sind, dann gibt es einen eindeutigen [K-Algebra-
Isomorphismus

¢ K[X]1-K[Y],

mit p(X)=Y.

In diesem Sinne ist es also erlaubt, von der Polynomalgebra zu sprechen, da es im Wesentlichen
nur eine solche gibt.

Beweis. (a)

Wir betrachten den Vektorraum K™ bestehend aus abbrechenden Folgen, also solchen Fol-
gen (xXp)uen,, die nach endlich vielen Termen konstant Null werden (siehe Beispiel g)).
Dieser Raum ist unendlich dimensional mit der Basis {e, | m € Ny} (siehe Beispiele [4.2.5(e) und
d)). Hier ist e, = (5m,k)ke|\|0 die Folge (0,0,...,0,1,0,...), die an der Stelle m eine 1 stehen
hat und sonst nur aus Nullen besteht.

Diesen K-Vektorraum wollen wir nun zu einer K-Algebra machen und miissen dafiir noch
eine Multiplikation definieren. Wir definieren dazu die Faltung von zwei solchen Folgen als

k+l=n

(@r)ren, * (ODien, = ( > akbl)
neNy

Die Summe geht iiber alle Paare (%k,/) mit der Eigenschaft, dass 2+ = n ist. Da es davon — fiir
festes n € N — nur endlich viele gibt, ist dies eine endliche Summe. Dies zeigt, dass die Faltung
von zwei Folgen wieder eine Folge ergibt. Nun miissen wir noch zeigen, dass die Faltung von
zwei abbrechenden Folgen wieder eine abbrechende Folge ergibt.
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5. Endomorphismen
Aus (ar)pen, > (01)en, € K®No) folgt:
FkoeNg:Vek>ko:ar,=0 und 3FlpeNg:VI>Ilg:a;=0

Wir miissen nun zeigen, dass fiir n > kg + [, jeder Summand von

Z arb;

k+l=n

gleich 0 ist. Sei also (k,1) € Ng x Ng mit 2 + [ = n. Dann gibt es zwei Fille: Wenn & > k&, dann ist
ar, =0 und somit auch das Produkt azb;. Wenn aber % < & ist, dann gilt:

l:(k+l)—k:\r;—\l;>(ko+lo)—k0=lo-

>ko+lo <k

Also ist in diesem Falle b; = 0 und somit auch das Produkt a;b;.
Dies zeigt, dass die Faltung von zwei Folgen in K™ wieder in K™). Wir erhalten also eine
Abbildung

x - KN 5 g MNo) _, ¢ No)

Es bleibt zu zeigen, dass (K™, +, %) ein Ring ist und dass * und - vertréglich sind wie in Defi-

nition gefordert.

Aus der Definition der Faltung sieht man sofort, dass die Faltung bilinear ist (siehe Definition
5.2.1). Somit gilt die Vertraglichkeit mit der skalaren Multiplikation und das Distributivgesetz.

Aus

((@r)ren, * (B1)en,) * (Cj)jeNo =l X akbl) * (Cj)jeNo
k+l=n nEN()

=l X ( )y akbl)cj)pel\lo

n+j=p \k+l=n

= Z akblcj-)

k+l+j=p peNy

{zolz),.

k+m=p l+j=m

l+j=m

=(@r)ren, * ( > blcj)
mENg
= (ak)ren, * ((bl)lel\lo * (cj)jel\lo)

folgt die Assoziativitit der Faltung. Die Folge eq = (=),en0n,0 =(1,0,0,...) ist ein Neutralelement
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5.4. Polynome

beziiglich der Faltung:

eo * (b)ren, (5k,0)keNO *(b1)1en,
= ( > 5k,obl)
k+l=n neNo
= (bn)neNO
= ( Y bl5k,obl)
l+k=n neNp
= (bl)l€No * (ak,o)kel\lo

=(b1)ien, * €0-

Also ist (K™, + %) ein Ring und da * und - vertréglich sind, ist (KN, +, %,-) eine KK-Algebra.

Es sei nun X :=e1 = (6,1)
diger Induktion —, dass

neNy = (0,1,0,0,...). Man rechnet nach — zum Beispiel per vollstéan-

VneNg: X"=X#%*---xX=¢,=(0,...,0,1,0,...)

gilt. Somit gilt {X" | n € Ng} = {e,, | n € Np} und dies ist eine Basis fiir K No),

Damit haben wir gezeigt, dass (K™, +, %, -) eine Polynomalgebra iiber dem Kérper K ist:

N 4 %) = KX

(b)

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit bis auf eindeutigen Isomorphismus. Gegeben seien also zwei
Polynomalgebren (A, +,+,-) = K[X] und (B, +,,-) = K[Y]. Die Menge {X°,X1,X2,X3,...} cAist
eine Basis fiir A als [K-Vektorraum. Nach Satz gibt es eine eindeutige lineare Abbildung
¢ : A — B, die X/ auf Y/ abbildet. Da die Menge {Y°,Y1,Y2,...} eine Basis von B ist, folgt,
dass diese Abbildung auch bijektiv ist. Es bleibt zu zeigen, dass diese lineare Abbildung auch
ein Ringhomomorphismus ist. Offenbar gilt p(14) = p(X°) = Y° = 1, also wird das Einselement
auf das Einselement geschickt. Warum erhéilt die Abbildung Produkte? Es seien p,q € A belie-
bige Elemente. Aus A = LHy ({X* | & € No}) folgt, dass sich p und g als Linearkombination von
Potenzen von X schreiben lassen:

m n
p= aka und q=Zlel.
j=0 =0
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5. Endomorphismen

Es gilt nun:

ppeg)=¢ (Zakxk)-(szXl))
Jj=0 =0
= ZZaklek-Xl)
j=01=0

.
I]
=
~
I
S

I I
M S
M= L3
= =
S Q
S >
eSS
+ ¥
SN—— ~ -~ —

[=]
~
1l

[=]

I
™
=
9
=
<
h<
_
X

[=]
~
1l

[=]

arb;YrkeY!

Il
™
M=

~
I
=
~
Il
[=

Il
—_—
Mz
Q
=~
SR
>
Bl
N
[ ]
—_—
S rng
S
SR
o
_
N —

=@(p)ep(q).

Somit ist die Abbildung ¢ : A — B ein K-Algebra-Homomorphismus und die Aussage ist bewie-

sen.

O

Bemerkung 5.4.9. 1. Unsere Definition der Polynomalgebra (Definition [5.4.6) dhnelt der

Definition des Korpers der komplexen Zahlen (Satz insofern, als wir nicht expli-
zit sagen, was ein Polynom/eine komplexe Zahl ist, sondern nur wie man mit Polyno-
men/komplexen Zahlen rechnen kann, d.h. welche Regeln die Menge aller Polynome erfiil-
len sollen. In einem Extraschritt muss man dann zeigen, dass ein solches Objekt (der Kor-
per der Komplexen Zahlen bzw. die Polynomalgebra) wirklich (mathematisch) existiert.
In so einem Existenzbeweis wird dann fiir gew6hnlich eine explizite Konstruktion ange-
geben (bei den komplexen Zahlen haben wir sogar zwei verschiedene angegeben, die aber
isomorphe Korper ergeben).

Auch bei den reellen Zahlen ist dies nicht anders. In der Analysis-/HM1-Vorlesung wurde
auch nicht definiert, was eine reelle Zahl ist, sondern nur, dass die Menge aller reellen
Zahlen ein Korper mit einer vertriaglichen vollstdndigen Ordnung istE]

. Der Algebrahomomorphismus von K nach K[X], der Korperelemente auf konstante Poly-

nome abbildet, ist injektiv. Somit konnen und werden wir K als Unteralgebra von K[X]
auffassen.

13Details lesen Sie bitte dort nach.
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5.4. Polynome

Fir uns gilt ab jetzt alsﬂ K cK[X].

Somit ist ein Kérperelement immer auch ein Polynom.

3. Neben der Konstruktion im Beweis von Satz die die ubliche ist, gibt es auch noch an-
dere Moglichkeiten, eine Polynomalgebra K[X] iiber einem Korper K zu konstruieren. Bei-
spielsweise kann man den Vektorraum V := K? aller Folgen betrachten und den Rechts-
Shift-Operator

R:V-V, (x9,x1,%9,...)—(0,x0,%1,...)
betrachten, der einfach alle Folgenglieder um eins nach rechts schiebt und vorne mit einer
0 auffﬁllﬁ Da R :V — V linear ist, gilt R € Endk (V). Nun ist aber (Endk(V),+,0,-) eine
[K-Algebra. Nun rechnet man nach, dass die Potenzen R°,R',R?,... in (Endk(V),+,o0,-)
paarweise verschieden und linear unabhéngig sind. Daraus folgt, dass die Unteralgebra

KI[R]:= LHy (R°,R',R?,...) cEndg(V)
eine Polynomalgebra iiber K ist.

Lemma 5.4.10 (Der Grad eines Polynoms).
Es sei K ein Korper und p,q € K[X] Elemente in der Polynomalgebra.

(a) Es gilt: deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}.
(b) Falls p,q #0, dann gilt deg(pq) = deg(p) + deg(q).
Falls man —oo+ k := —oo setzt, gilt (b) auch ohne die Bedingung p,q #0.

Beweis. (a)

Es sei k := max{deg(p),deg(q)}.
Falls £ = —o00, dann sind p =0 und g = 0 und es gibt nichts zu zeigen.
Nehmen wir deshalb an, £ € Nyg. Dann kénnen wir p und q schreiben als

k ) k .
p=) a; X" und g¢g=) bX".
1=0 =0
Die Summe p + q ergibt dann:
k ok ok
p+g=) a;X'+) b;X'=
i=0 i=0 i=0

(a; +b,)X.

Hieraus folgt: deg(p + q) < k.

(b)
Falls mindestens eins der Polynome p,q das Nullpolynom ist, steht auf beiden Seiten der Glei-
chung —oco und die Aussage ist bewiesen. Nehmen wir deshalb also an, dass beide Polynome
ungleich 0 sind.

Wir setzen m := deg(p) € Ng und n := deg(q) € Ng. Dann kénnen wir schreiben:

m . n .
p=) a;X'* und g¢g= ijXJ mit a,,,b, #0.
i=0 7=0

1430, wie wir auch R als Teilmenge von C auffassen.
15 Jetzt konnte ein guter Zeitpunkt sein, im Internet nach ,Hilberts Hotel“ zu suchen. ..
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Das Produkt pq ergibt dann:

pq = (ZaiX‘)(Z ijJ) =) Y a;b;X"
i20 =0

i=0,7=0

Der hochste Exponent von X, der hier in dieser Summe auftaucht, ist a,,b, # 0. Also gilt:
deg(pg)=m+n. O

Auch wenn ein Polynom im Sinne dieser Vorlesung keine Funktion von K nach K mehr ist, so
ist es dennoch moglich in ein Polynom einen Wert ,einzusetzen®. Es sei p € Q[X] ein Polynom
mit rationalen Koeffizienten. Dann ist es ohne weiteres moglich, ein Element a aus R oder C in
p einzusetzen. Dies ist moglich, weil R und C Algebren iiber @ sind. Allgemein gilt:

Satz 5.4.11 (Auswertungshomomorphismus). Es sei a € A ein Element in einer Algebra iiber
einem Korper K, wie iiblich sei K[X] die Polynomalgebra iiber K. Dann gibt es einen eindeutigen
Homomorphismus von K-Algebren

KIX1—A, p~ p(a),

der die Variable X auf das Element a abbildet, genannt der Auswertungshomomorphismus an
der Stelle a Wie die Notation p(a) schon suggeriert, sagen wir auch, dass wir a in p einsetzen.

Beweis. Der Beweis verlauft fast genauso wie der Beweis von Satz b):

Weil K[X] eine Polynomalgebra iiber der Variable X ist, gilt: Die Menge {X 0 x1 x2 X3,.. } c
K[X] ist eine Basis fiir K[X] als K-Vektorraum. Nach Satz gibt es eine eindeutige li-
neare Abbildung ¢ : K[X]— A, die X/ auf o/ abbildet. Es bleibt zu zeigen, dass diese lineare
Abbildung auch ein Ringhomomorphismus ist. Offenbar gilt p(1xx)) = @(X°) = a® = 14, also
wird das Einselement auf das Einselement geschickt. Warum erhéilt die Abbildung Produkte?
Es seien p,q € A beliebige Elemente. Aus K[X]1=LHy ({X* | k € No}) folgt, dass sich p und ¢ als
Linearkombination von Potenzen von X schreiben lassen:

m n
p= aka und q=Zlel.
j=0 =0
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Es gilt nun:

p(peq)=¢
0

<
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1= S
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(=]
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I
o

arb; X* Xl)

.
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Il
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I
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I
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Il
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~
[Nagb
S
~
Q
~
~————
~————

iakq)(zzk)) : (z b,(p<xz>))

J=0 =0
Aol
Jj=0 =0

=@(p)ep(q).

Somit ist die Abbildung ¢ : K[X] — A ein K-Algebra-Homomorphismus und die Aussage ist
bewiesen. ]

Beispiel 5.4.12. Sei beispielsweise K = Fy = {0,1} und p = X3 + X2 € Fo[X]. Dann ist p(0) =
03+0%2=0und p(1)=1%+12 =0, d.h. p bildet jedes Element aus Fs auf 0 ab. Trotzdem ist p
nicht das Nullpolynom, da nicht alle Koeffizienten 0 sind.

Betrachten wir nun die Algebra A := [ng?’ und das Element

010
0 0 1.
0 0O

010 010> (0102 (001
ollo o 1l|=lo o 1] «[o o 1| =]o o o].
000 000 000 000

Wir sehen also: Obwohl das Polynom p € F2[X] jedes Element aus dem Grundkorper Fg auf 0
abbildet, bildet es nicht jede Matrix mit Eintrigen aus Fo auf die Nullmatrix ab.

Dann gilt

Lemma 5.4.13 (Nullstellen von Polynomen).
Es sei K ein Korper, p e KIX1und A € K. Dann sind dquivalent:
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5. Endomorphismen

(i) p(A)=0.
(i1) dg e K[X]:p=(X-AN)gq.

Beweis. ,(ii) = (1)“: Da das Auswerten an der Stelle 1 insbesondere ein Ring-Homomorphismus
ist, gilt
p(D) = (X - Vq)V) =(X(A) - Vg(A) =(A-)g(A) = 0.

,(1) = (i1)“: Wir schreiben p = ZZ:O arXk.
Wir setzen Y := X — 1 € K[X]. Dann gilt:X =Y + 1 und wir kénnen p umschreiben als:

n n .
p=Y ap¥Y +1F =Y b7,
k=0 j=0

wobei wir einfach solange ausmultipliziert haben, bis nur noch Potenzen von Y iibriggeblieben
sind.

Nun wenden wir den Auswertungshomomorphismus an und nutzen aus, dass Y(1) = (X —
A)(A) =0 ist:

n .
W)=Y b;07 =by.
Jj=0

0=pQ)= (Z b;Y’

Jj=0

Also ist by = 0 und somit gilt:

P=b1Y +bY %+ b, Y =Y (b1 +boY +--5, Y1) =(X = D) (b1 +b2(X = D)+ b, (X - )" ).

=q

O

Satz 5.4.14.
Es sei K ein Korper und p € K[X] ein Polynom mit deg(p) =n €Ny
Dann hat p in K héchstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen dies per vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang n = 0:

Ein Polynom vom Grad 0 ist einfach nur eine Konstante: p = u € K. Diese Konstante ist nicht 0,
denn sonst wire der Grad —oo. Also hat p gar keine Nullstelle in K.

Induktionsschritt:

Es sei n € Ny so gewahlt, dass jedes Polynom vom Grad n hiochstens n Nullstellen in K hat.

Wir nehmen nun an, p € K[X] habe Grad n + 1.

Falls p gar keine Nullstelle hat, dann ist die Aussage bewiesen, denn 0 < n + 1. Nehmen wir
also an, p habe mindestens eine Nullstelle A € K. Dann gilt nach Lemma dass es ein
q € K[X] gibt mit

p=X-2yq.

Wenden wir nun Lemma [5.4.10] auf diese Gleichung an, dann erhalten wir:
deg(p) = deg(X — 1) + deg(q)
=n+1 =1

und somit wissen wir, dass deg(q) = n ist.
Nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ somit hochstens n verschiedene Nullstelen in [K.
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5.4. Polynome

Es sei nun g e K eine Nullstelle von p mit u # A. Dann gilt:

0=p(w=(X-Mq)(w) = (-1 q(w.
#0

Weil K ein Kérper ist und somit nullteilerfrei, folgt: g(u) = 0.

Wir haben also gesehen, dass jede Nullstelle von p, die nicht A ist auch eine Nullstelle von ¢
ist und da g nach Voraussetzung hochstens n verschiedene Nullstellen haben kann, sehen wir
dass p hochstens n + 1 verschiedene Nullstellen haben kann. Damit ist die Aussage bewiesen.

O

Korollar 5.4.15.
Es sei K ein Korper. Wir bezeichnen mit Py die Menge aller Polynomfunktionen von K nach K.
Dies ist eine Unteralgebra der Algebra K¥.

(a) Die Abbildung
O:KIX1-KX, p—(K—K, t—p@),

die jedes (abstrakte) Polynom p € K[X] auf die Polynomfunktion (K — K, t— p(t)) abbil-
det, ist ein K-Algebra-Homomorphismus. Es gilt: Bild(®) = Py.

(b) Die Abbildung ist genau dann injektiv, wenn K unendlich viele Elemente hat. Dann ist also
K[X]1isomorph zu Pk und insbesondere sind die Funktionen der Form

(K—K, t—¢"),neNg
paarweise verschieden und linear unabhdngig.

(¢) Die Abbildung ® ist genau dann surjektiv, wenn K endlich viele Elemente hat. Dann gilt
also Py = K¥ und jede Funktion f : K — K ist eine Polynomfunktion.

Beweis. (a)
Die Menge A := KX ist eine K-Algebra nach Beispiel V).
Wir betrachten die Funktion

fo:K—-K, t—t.

Dann ist f ein Element in der Algebra A.
Wir wenden nun Satz|5.4.11|an und erhalten einen eindeutigen K-Algebra-Homomorphismus

D:KIX]—A,
der die formale Variable X auf f; abbildet.

Fir ein (formales) Polynom p = ZZ:O arX* € K[X] ist also ®(p) € KX eine Funktion von K
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nach K:

(@)@ = (DY arX™)(@)
k=0

= (Y ar ®X)))(®)
k=0

= (3 ar )
k=0

k

= Zaktk.

Y ar(fo@))
=0
k=0

Also ist ®(p) die zu p gehorige Polynomfunktion.
(b)

Wir wollen zeigen:
(@ :K[X1— K" ist injektiv) <= (K ist unendlich).

»,—" Angenommen, K sei nicht unendlich. Dann hiefle dies K habe nur |K| = m € N viele Ele-
mente:
K={A1,...,Am}.

Betrachte das Polynom p :=(X—-11)---(X-1,,) € KIX]. Dieses Polynom hat Grad m und ist somit
insbesondere nicht das Nullpolynom, obwohl die Polynomfunktion ®(p) jedes Korperelement
auf die 0 abbildet.

Es gilt also ®(p) = 0, was der Injektivitiat von ® widerspricht.

»<—“: Wir nehmen an K habe unendlich viele Elemente. Wir wollen zeigen: ® ist injektiv. Es
sei dazu p € ker(®) ein (formales) Polynom, das auf die konstante Nullfunktion abgebildet wird.
Wir wollen zeigen, dass p = 0 ist. Angenommen, p sei nicht das Nullpolynom, dann wiirde gelten
n :=deg(p) € Ny. Nach Satz[5.4.14]hétte p dann nur n viele Nullstellen. Nach Voraussetzung ist
aber ®(p) die Nullfunktion, d.h. jedes Korperelement ist eine Nullstelle. Da wir angenommen
hatten, K habe unendlich viele Elemente, hitte also p unendlich viele Nullstellen. Das ist ein
Widerspruch. Also muss p = 0 sein.

(©)

Wir wollen zeigen:
(P: K[IX]— KX ist surjektiv)] <= (K ist endlich).

»,—“: Angenommen, ® ist surjektiv. Wir wollen zeigen, dass K nur endlich viele Elemente hat.
Nehmen wir per Widerspruch an, dass K unendlich viele Elemente hat. Die Funktion

1 fiur¢=0

h:K-K, t—
0 sonst.

Diese Funktion hat unendlich viele Nullstellen, ist aber nicht die Nullfunktion. Nach Satz
ist so etwas fiir eine Polynomfunktion aber nicht moglich. Also gibt es Funktionen,
die keine Polynomfunktionen sind und damit kann @ : K[X] — K¥ nicht surjektiv sein. Wi-
derspruch.
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«,

”»

Es sei K ein endlicher Korper:

K={A1,...,An}.

Fiir jedes k € {1,...,m} betrachten wir das Polynom p; € K[X] vom Grad m — 1, das wie folgt
definiert ist:

pei=  [] X-ap.
Jefd,...,m};j#k

Dann gilt ®(p;) ist eine Funktion, die alle Elemente aus K auf 0 abbildet, auler 1, was auf
pr(Az) # 0 abgebildet wird. Somit ist {®(p1),...,DP(py)} eine Basis fiir den Vektorraum K* und
® ist surjektiv. O

Bemerkung 5.4.16. Alles, was wir in diesem Kapitel gemacht haben, lasst sich auch durchfiih-
ren, wenn wir den Grundkorper K durch einen kommutativen Ring R ersetzen.

Zuerst stellt man fest, dass man in der Definition des Vektorraumbegriffs (siehe Definition
4.1.1) den Korper K durch einen kommutativen Ring R ersetzen kann. Das Konzept, was man
dann erhilt, nennt man einen R-ModulF_Gl

Begriffe wie lineare Unabhingigkeit, Erzeugendensystem und Basis iibertragen sich direkt
auf diesen allgemeineren Rahmen der R-Moduln iiber einem kommutativen Ring R. Einige
Sétze (wie Satz iibertragen sich direkt auf R-Moduln, wihrend andere (wie Satz
fiir R-Moduln einfach falsch sind.

Analog kann man Definition verallgemeinern und dann R-Algebren definieren. Und
schlieBllich ist es moglich, dann Polynomalgebren R[X] iiber Ringen R zu definieren.

Insbesondere erhilt man dann Z[X], den Ring der Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten.

Ebenso kann man natiirlich einen Polynomring R[X] als Koeffizientenring fiir einen neuen
Polynomring betrachten und erhélt damit beispielsweise R[X1[Y]= R[X,Y ]den Polynomring in
zwei Verdnderlichen. Dieser Vorgang lasst sich wiederholen und man kann damit Polynomringe
in beliebig vielen Variablen R[X1,Xo,...,X,] definieren und untersuchen. Diese Polynome in
mehreren Veridnderlichen und ihre Nullstellenmengen sind Gegenstand der Untersuchung und
Ausgangspunkt der algebraischen Geometrie eine grofie Rolle.

Fiir diese Veranstaltung reichen uns aber Polynome in einer Variablen mit Koeffizienten aus
einem Korper K.

16,,Der Modul® wird auf der ersten Silbe betont und der Plural ist ,Moduln“. Es ist nicht zu verwechseln mit dem
Wort ,das Modul® (wie in ,Modulbeschreibung” oder ,Modulhandbuch®), das auf der zweiten Silbe betont wird
und als Plural ,Module“ hat.
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5. Endomorphismen

Zusammenfassung von Abschnitt [5.4]

(1) Eine K-Algebra ist eine algebraische Struktur, die sowohl eine Ringstruktur als auch eine
K-Vektorraumstruktur beinhaltet.

(2) Ein Polynom ist eine formale Linearkombination der Potenzen von X, wobei X eine forma-
le Variable ist. Die Menge aller Polynome K[X] mit Koeffizienten in K ist eine unendlich
dimensionale K-Algebra. Die Menge {X* | k € Ny} ist eine Basis fiir K[X] als K-Vektorraum.

(3) Man kann jedes Elemente a einer K-Algebra A in ein Polynom p € K[X] einsetzen und erhalt
dann ein Element p(a) € K[X]. Insbesondere kann man Matrizen oder Endomorphismen in
Polynome einsetzen.

(4) Wenn ein Polynom eine Nullstelle hat, so kann man diese Nullstelle als Linearfaktor aus-
klammern.

(5) Ein Polynom ist etwas anderes als eine Polynomfunktion. Die Unterscheidung ist insbeson-
dere fiir endliche Korper sehr wichtig.

5.5. Endomorphismen und Ahnlichkeit

Es sei V ein Vektorraum tber einem Kérper K und ¢ : V — V ein Endomorphismus von V. Dann
kann man fir ein vy € V den Vektor ¢(vg) € V und dann ¢(¢@(vg)) € V und so weiter berechnen.

Man erhilt somit eine rekursiv definierte Folge: vy+1 = ¢(v). Eine naheliegende Frage ist
nun: Was passiert fiir groBe Werte von £? Das kann sowohl von dem Endomorphismus ¢ als
auch von dem Anfangswert vg abhéngen.

Die erste einfache Erkenntnis ist: Wenn vy = 0 der Nullvektor ist, dann sind alle weiteren
Folgenglieder auch 0. Es reicht also, sich auf Anfangsvektoren zu konzentrieren, die nicht der
Nullvektor sind.

Beispiel 5.5.1. Es sei V =R? und ¢ : V — V der Endomorphismus, der beziiglich der Standard-
basis durch die Matrix A € R3*3 gegeben ist.

(1) Wir nehmen an:

010
A:=|0 0 1|er3*3
0 0 0

a
Dann gilt fiir jeden Anfangswert vy = ( ,6), dass
Y

B Y
o) =|y und  @(p(vg))=|{0]|.
0 0

Wenn wir nun noch einmal ¢ anwenden, erhalten wir nur noch den Nullvektor.

Wir erhalten also — unabhingig vom Anfangswert — eine Folge, die nach endlich vielen
Schritten konstant 0 wird und dann auch 0 bleibt.
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5.5. Endomorphismen und Ahnlichkeit

(i1)) Wir nehmen an:

b

Il
—_
oS O W
oS O O
o= O O
N —

1
Dann gilt fiir den Anfangswert vg=e1 = (O):
0

3 0 0\(1) (3 1
o0 %/l \o 0

Wir sehen also: Der Vektor vy wird von ¢ auf das 3-fache von sich selbst abgebildet. Dies
bedeutet, dass

(Vo)) = p(3vp) = 3¢p(vg) = 3-3vp = vg.

3k
Uk=3kvo=(0).
0

Wir sehen also: Der erste Eintrag in diesem Vektor (und damit auch seine LéingeFZl) wéchst
also exponentiell an.

Allgemein sieht man dann:

0
Wenn wir dieselbe Matrix A betrachten, aber einen Anfangsvektor wg = (,6), der in der

Y
ersten Komponente 0 ist, dann erhalten wir

3 0 0)/(0 0
w1=(p(w0)=(0 0 o)(;&):(o).
00 % Y %y

Wiederholtes Anwenden von ¢ liefert die Folge

0
wp=| 0 |,
(3
die unabhéngig von § und y exponentiell gegen den Nullvektor konvergier@
a
Fiir einen allgemeinen Vektor vg = ( ﬁ) €R3 und & e N gilt:
Y

a 3kq
(po..'O(p((ﬁ))z Ok '
k mal Y (%) Y

17Wir haben zwar noch nicht formal definiert, was die Lénge eines Vektors in R3 ist, aber es sollte klar sein, was

gemeint ist

18Um dies zu formalisieren, miisste man erst einmal Abstéinde in R3 definieren, aber es sollte klar sein, dass der

Letzte Eintrag exponentiell gegen 0 konvergiert.
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5. Endomorphismen

(ii1) Wir nehmen an:

0 -1 0
A:=|1 0 0f.

0 0 1
a
Wenn wir einen Vektor vg = | B | € R? auswihlen, so erhalten wir die Folgenglieder:
Y

)= 0= G—F)

Wir haben also ein periodisches Verhalten. Nachdem wir ¢ viermal angewendet haben,
sind wir wieder im Ursprungszustand des Systems.

1 00
A:=|0 1 1].
0 01

0
Als Anfangswert nehmen wir den Vektor eg = (0) € R3. Dann ergibt sich die Folge:
1

66

Wir sehen also: Die Eintrage wachsen an, aber nicht exponentiell, sondern nur linear.

(iv) Wir nehmen an:

Bemerkung 5.5.2. Wie man in Beispiel gesehen hat, kann das Verhalten eines solchen
Systems sehr unterschiedlich sein (nach endlich vielen Schritten konstant, exponentiell wach-
send, exponentiell fallend, periodisch, langsamer als exponentiell wachsend). In diesem konkre-
ten Fillen war es sehr leicht, durch Ausprobieren nach endlich vielen Schritten zu erkennen,
was passiert. Das liegt daran, dass die Matrizen eine relativ schone Gestalt hatten. Im Allge-
meinen ist dies deutlich komplizierter. Deshalb wird es unser Ziel sein bei gegebenem Endo-
morphismus eine moglichst geeignete Basis des Raums zu finden, sodass die Matrix besonders
schon ist.

Beispiel 5.5.3. Wir betrachten den Endomorphismus ¢ des reellen Vektorraums R3:

x1 8 75x9 +180x3
@:RE—R3, |xg|—[60x; —112x5 +270x3 |.
x3 330 _ 3129+ 75x3

Hier ist es tiberhaupt nicht ersichtlich, was passiert, wenn man diesen Endomorphismus mehr-
fach auf einen gegebenen Anfangsvektor anwendet. Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist,
das k-fache Anwenden in eine geschlossene Form zu bringen.
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5.5. Endomorphismen und Ahnlichkeit

Da ¢ ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vektorraums ist, konnen wir die Dar-
stellungsmatrix von ¢ bestimmen. Dazu benétigen wir aber eine Basis von R2.
Wenn wir die Standardbasis E = (e1, e, e3) nehmen, erhalten wir die Matrix

8 _75 180
A=Mge(p)=|60 -112 270 |eRr®S

33
B 31 75

Alle Informationen iiber den Endomorphismus ¢ sind nun in dieser Matrix kodiert. Leider kann
man sagen, dass man hier immer noch nicht viel sehen kann. Man kann feststellen, dass ¢ kein
Isomorphismus ist, indem man die Determinante von A ausrechnet, aber mehr wird erst einmal
schwierig.

Hier hilft ein Basiswechsel. Wenn wir statt der Standardbasis diese Basis hier verwenden:

(B

Dann erhalten wir die folgenden Basiswechselmatrix von der neuen Basis B in die alte Stan-
dardbasis E:

12 10 3
T:=Mgg(idgs)=[18 15 4|eGL(@3,R).
5 4 1

Durch Invertieren dieser Matrix (Gaul}!) erhalten wir die Basiswechselmatrix in die andere
Richtung, also von der Standardbasis E in die neue Basis B:

12 10 3\ (1 -2 5
T l:=Mgg(idgs)=|18 15 4| =[-2 3 -6|eGL(3,R).
5 4 1 3 -2 0

Dann kénnen wir nun die Matrix von ¢ beziiglich der neuen Basis B darstellen:

Mg g (¢) = Mg g (idgs) Mg £ (¢) Mg g (idgs)
—— e —— e ——— —

=7-1 =A =T
=T 'AT
1 -2 5\(3% -75 180\(12 10 3
=|-2 3 -6||60 -112 270([18 15 4
3 2 0J\8 -31 75/\5 4 1
300
={o 0 o].
00 2

Dies ist genau die Matrix aus Beispiel [5.5.1](ii), die wir schon analysiert haben. Wir wissen also,
wenn der Startvektor beziiglich der Basis B in der ersten Komponente 0 ist, dann konvergiert
die iterierte Folge exponentiell gegen 0, ansonsten divergiert die iterierte Folge.

Wir sehen also: Um die Abbildung ¢ zu untersuchen, ist die Standardbasis E ungeeignet und
die Basis B ist viel sinnvoller.

Es bleibt aber die Frage: Wie man eine solche Basis findet, unter der die Matrix besonders
einfach wird, wenn sie nicht — wie hier — schon vorgegeben ist.
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5. Endomorphismen

Motiviert durch Beispiel definieren wir:

Definition 5.5.4 (Ahnlichkeit von Matrizen).
Es sei K ein Korper und n € N. Dann heilen Matrizen A und B dhnlich, wenn eine invertierbare
Matrix S € GL(n,K) existiert, sodass

SAS™'=B.

Wie wir bereits in Bemerkung[4.3.18|gesehen haben, bedeutet A ist dhnlich zu B genau, dass
A und B durch einen Basiswechsel auseinander hervorgehen, wenn wir im Definitions- und
Zielbereich dieselbe geordnete Basis verwenden. Ahnlichkeit ist stéirker als die sogenann-
te Aquivalenz von Matrizen (siehe Bemerkung fiir Details.

In Beispiel haben wir gesehen:

8 _75 180 300
60 —112 270| ist ahnlichzu [0 0 0].
B 31 75 00 3

Wie kann man tiberpriifen, ob zwei quadratische Matrizen derselben Grofie dhnlich sind?
Wir fithren nun eine notwendige Bedingung ein, damit zwei Matrizen dhnlich sind:

Definition 5.5.5 (Spur). Es sei K ein Korper, n e Nund A =(a; ;)i jen1
tische Matrix. Dann definieren wir die Spur

n} € K" eine quadra-

.....

n
tr(A) = Zaj,j=a171+---+anyn eK
J=1

als die Summe der Diagonaleintréige.
Lemma 5.5.6. Es sei K ein Korper.
(a) Fiir jedes n € N ist die Abbildung tr : K™*" — K ist linear.

(b) Wenn A,B Matrizen sind, sodass tr(AB) definiert ist, dann ist auch tr(BA) definiert und es
gilt: tr(AB) = tr(BA).

Man beachte, dass im Allgemeinen nicht gilt: tr(AB) = tr(A)tr(B).

Proposition 5.5.7 (Ahnlichkeitsinvarianten).
Es sei K ein Korper, n € Nund A,B € K™*",
Wenn A dhnlich zu B ist, dann gilt

(@ rg(A) = reg(B).
(b) det(A) = det(B).
(c) tr(A) =tr(B).

Wenn also eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist, sind die Matrizen nicht dhnlich.
Achtung: Falls zwei Matrizen den gleichen Rang, die gleiche Determinante und die gleiche
Spur haben, folgt daraus noch nicht, dass sie Ghnlich sind!
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5.5. Endomorphismen und Ahnlichkeit

Beweis. Weil A ahnlich ist zu B, gibt es eine invertierbare Matrix S € GL(n,K) mit
A=SBSL.

Der Rang einer Matrix A ist die Dimension der Bildes der zu A gehorigen linearen Abbildung.
Ein Basiswechsel im Definitionsbereich dndert das Bild nicht und somit auch nicht den Rang.
Ein Basiswechsel im Zielbereich andert zwar das Bild, nicht aber dessen Dimension. Somit
bleibt der Rang gleich bei beliebigen Basiswechseln im Definitions- und im Zielbereich (auch
unabhéngig voneinander, siehe auch den Korollar zu Smith-Normalform).

Es gilt also insbesondere:
rg(A) =rg(SBS 1) = rg(SB) = rg(B).

Nun zur Determinante: Es gilt:

det(A) = det(SBS™!) = det(S)det(B)det(S 1) = %ﬁg(& = det(B).

Hier haben wir die Multiplikativitéit der Determinantenfunktion (Satz[5.3.9) verwendet — sowie
die Tatsache, dass det(S™1) = #(S) gilt (Satz|5.3.10).
Die Spur ist nicht multiplikativ. Deshalb miissen wir anders argumentieren:

tr(A) = tr(SBS 1) = tr((SB)- 8 1) Lo 2BE8 (51 (SB)) = tr(S 1S B) = tr(1,B) = tr(B). O
Beispiel 5.5.8. Es seien die Matrizen A1,A9,As, A4 € R3*3 gegeben:
0 3 7 1 -1 0 1 0 O -6 0 1 0 0 -10
A1:=10 0 2|;A9:=l1 -1 0];A3:=|1 2 O0]|;A4:=10 1 1|;A5:=|1 0 -3
0 0 O -2 2 0 2 4 -3 0 01 01 6

Keine zwei dieser fiinf Matrizen sind zu einander dhnlich, weil bei je zwei von ihnen mindestens
eine der Eigenschaften Rang, Determinante oder Spur unterschiedlich sind.

Definition 5.5.9 (Determinante und Spur eines Endomorphismus).
Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K. Es sei ¢ € Endk(V) ein
Endomorphismus von V.

(i) Die Determinante von ¢ ist definiert als die Determinante von Mg g (¢) beziiglich irgend-
einer geordneten Basis B von V:

det(¢p) := det(Mg g (¢)) € K.

(ii) Die Spur von ¢ ist definiert als die Spur von Mg g (¢) beziiglich irgendeiner geordneten
Basis B von V:

tr(p) :=tr (Mg (¢)) € K.

Dies ist wohldefiniert, weil dhnliche Matrizen gleiche Determinante und gleiche Spur haben
(Proposition [5.5.7).
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5. Endomorphismen

Zusammenfassung von Abschnitt[5.5|

(1) Die Darstellungsmatrix eines Endomorphismus eines endlich dimensionalen Vektorraums
ist immer quadratisch.

(2) Zwei quadratische Matrizen sind d4hnlich, wenn sie den gleichen Endomorphismus beziiglich
unterschiedlicher Basen beschreiben — wobei wir im Definitionsbereich und im Zielbereich
die gleiche Basis verwenden miissen.

(3) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur, den gleichen Rang und die gleiche Determinante.
So kann man auch Spur und Determinante von Endomorphismen von endlich dimensiona-
len Vektorraumen definieren.

5.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 5.6.1 (Eigenwert und Eigenvektor).
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endomorphismus.

(a) Ein Vektor v € V mit v # 0 heilit Eigenvektor von ¢, wenn v auf ein Vielfaches von sich
selbst abgebildet wird, d.h. wenn gilt:

INeK: )= v.

(b) Der Skalar A, der zu einem Eigenvektor gehort heilit Eigenwert. Es gilt also: 1 € K ist ein
Eigenwert zu ¢, wenn gilt:
Jv e V\{0}: p(v) = Av.

Im Falle V = K” fiir ein n € N, so nennen wir die Eigenwerte von ¢4 : K" — K", x— Ax
auch die Eigenwerte der Matrix A. Ebenso sind die Eigenvektoren von A die Eigenvektoren der
Abbildung ¢4 : K" - K", x— Ax.

Lemma 5.6.2 (Eigenwerte sind Ahnlichkeitsinvarianten).
Es seien K ein Korper, neN, A,B € K™"*",
Wenn A dhnlich ist zu B, dann haben A und B dieselben Eigenwerte:

{A e K| Aist Eigenwert von A} ={1 €K | A ist Eigenwert von B}.

Proposition 5.6.3.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und B = (v1,...,v,) eine geordnete Basis von V.
Fiir einen Endomorphismus ¢ € Endk (V) sind dquivalent:

(1) Die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich B ist in Diagonalform:

A
Mg (@) =
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5.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

(i) Die Basis B =(vy,...,v,) besteht aus Eigenvektoren von ¢:

Vjell,...,n}: ;)= Ajv;.

Die Diagonaleintrdge Aq,...,A, sind genau die Eigenwerte zu den Eigenvektoren v1,...,v, —in
genau dieser Reihenfolge.

Ein Endomorphismus ¢ € Endk(V) eines endlich dimensionalen K-Vektorraums V heifft dia-
gonalisierbar, wenn es eine geordnete Basis B gibt, sodass die beiden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind.

Bemerkung 5.6.4. Gegeben ein Endomorphismus ¢ :V — V eines Vektorraums V iber einem
Korper K. Es stellt sich die Frage: Wie finde ich Eigenwerte und Eigenvektoren von ¢? Diese
Frage kann man in drei Fragen unterteilen, die von oben nach unten schwieriger zu beantwor-
ten sind:

Frage I: Gegeben ein Eigenvektor v € V, wie viele Eigenwerte gehoren dazu und wie
finde ich diese?

Frage II: Gegeben ein Eigenwert 1 € K, wie viele Eigenvektoren gehoren dazu und
wie finde ich diese?

Frage III: Wie finde ich alle Eigenwerte — ohne die Eigenvektoren zu kennen. Wie
viele Eigenwerte kann ¢ haben?

Diese Fragen wollen wir nun beantworten.

Lemma 5.6.5. Gegeben ein Endomorphismus ¢ :V — V eines Vektorraums 'V iiber einem Korper
K. Zu jedem Eigenvektor v € V gibt es genau einen Eigenwert, d.h. der Skalar A € K in der
Gleichung

@) =Av

ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Definition [5.6.1[a) gibt es mindestens ein solches A € K. Angenommen, es géibe
zwei unterschiedliche 11,19 € K, dann gilt:

1
(A1 =2A2)v = (A1v = Agv) =

1 1
U=
A —Ag A1—=Ag A1 —Ag

(p) - (v)) = 0.

Da aber Eigenvektoren per Definition nicht 0 sind, folgt, dass A1 = A2 gelten muss. O

Damit ist geklart, dass es — zu gegebenem Eigenvektor — einen eindeutigen Eigenwert gibt.
Diesen berechnet direkt durch Einsetzen in die Gleichung

@) = Uv).

Damit ist Frage I aus Bemerkung[5.6.4 beantwortet.

Kommen wir nun zu Frage II: Wenn ein Eigenwert gegeben ist, wie viele Eigenvektoren ge-
horen dazu und wie berechnen man sie?

Die Antwort ist gegeben durch folgende Proposition:

Proposition 5.6.6 (Eigenraume).
Gegeben ein Endomorphismus ¢ :V —V eines Vektorraums V iiber einem Korper K.
Gegeben sei ein Eigenwert A € K. Dann gilt:

{v eV |v ist ein Eigenvektor zu A} U{0} = {v eV | @) = )Lv} =ker(Aidy — @) =ker(p —Aid) < V.
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5. Endomorphismen

Diese Menge ist ein Untervektorraum von V und wir der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A
genannt:

E ) (¢) :=ker(p-Aid) V.
Die Dimension dieses Untervektorraums dimg E ) (¢) heifit geometrische Vielfachheit von A.

Beweis. Fiir jedes A € K und jeden Vektor v € V gelten die Aquivalenzen:

v ist ein Eigenvektor zu A oder v =0
— @)= Av
= Ww-p)=0
— Llidy(v)— ) =0
— (Aidy —¢)(®) =0
<~ v e ker(lidy — <p)

Der Kern einer linearen Abbildung ist immer ein Untervektorraum. O

Damit haben wir die Antwort auf Frage II: Die Menge der Eigenvektoren zu gegebenem Ei-
genwert A bilden — wenn wir den Nullvektor (der kein Eigenvektor ist!) hinzufiigen — einen
Untervektorraum, den Eigenraum E () von V. Falls V endlich dimensional ist, so kénnen wir
die Menge — nach Wahl einer Basis — durch ein homogenes lineares Gleichungssystem losen.

Bleibt nun noch Frage III: Wie finden wir die Eigenwerte, wenn wir noch keine Eigenvektoren
kennen? Diese Frage werden wir nur beantworten, wenn V endlich dimensional ist. Zunéchst
holen wir etwas aus:

Definition 5.6.7 (Das charakteristische Polynom einer Matrix).
Es sei A € K™*" eine Matrix mit n € N und K ein Korper.
Dann konnen wir die Matrix

X a1 a2 -t Q1n
X a1 a2 asn
X1,-A= . -

X An,1l QAnp2 - Qpn

X-a11 -ai2 -+ —a@in

—ag1 X-—ag2 —agn

= ) . ) e (KX,
—Qn,1 —Qn2 X_an,n

bilden. Das charakteristische Polynom der Matrix A ist definiert als die Determinante dieser
Matrix:
pa=paX):=det(X1, -A)e K[X].

Bemerkung 5.6.8. Wir haben bis jetzt immer nur Matrizen mit Eintrédgen aus einem Korper
betrachtet und deshalb auch nur Determinanten von solchen Matrizen definiert und berechnet.

Es ist allerdings vollig unkritisch, die entsprechenden Definitionen auf kommutative Ringe
auszudehnen. Die Definition iiber die Leibniz-Formel (Definition lasst sich fiir beliebige
kommutative Ringe iibertragen. Ebenso die Laplace-Entwicklung nach Zeilen oder Spalten ist
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5.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

moglich. Auch die ,,GauB3-Schritte“ (G1), (G2) und (G3) sind in diesem Rahmen giiltig — man darf
halt grundsétzlich nur durch Skalare teilen, die invertierbar sind.

In diesem allgemeineren Sinne ist die Determinante in Definition zu verstehen.

Alternativ kann man auch den Polynomring K[X], der selbst kein Korper ist, in einen Korper
einbetten — ebenso wie man den Ring Z in den Korper Q einbetten kann. Wenn man dies tut (was
wir uns hier sparen), dann kann man die Determinante auch wieder als eine Determinante
mit Eintriagen aus einem Korper verstehen — nur halt einem grofleren als dem Korper K, mit
dem wir angefangen haben.

Proposition 5.6.9.
Es seien K ein Korper, neN, A,B e K"*",
Wenn A dhnlich ist zu B, dann haben A und B das gleiche charakteristische Polynom:

PA ZpBE[K[X].

Beweis. Es sei A=SBS™1.
Dann gilt:

pa=det(X1,-A)
= det(X1,-SBS™?)
= det(XSS™!-SBS™1)
= det(S(XS™'-BS™h)
= det(S(X1,-B)S™)
= det(S)det(X 1, — B) det(S™1)
=1/det(S)
= det(X 1, - B)
=PB-

Definition 5.6.10.
Es sei V ein Vektorraum mit endlicher Dimension n € N iiber einem Korper K.
Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus ¢ € Endk (V') ist definiert als

Py :=pa€K[X], wobeiA=Mgg(p)ecK""

die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer beliebigen geordneten Basis B von V ist. Dies ist
wohldefiniert nach Proposition[5.6.9]

Was hat nun das charakteristische Polynom mit Frage III aus Bemerkung zu tun?

Proposition 5.6.11 (Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms).

Gegeben ein Endomorphismus ¢ : V — V eines Vektorraums V der Dimension n € N iiber ei-
nem Korper K. Dann sind die Eigenwerte von ¢ genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von ¢:

{/1 ek | A ist ein Eigenwert von (p} = {)l ek | pp(l) = 0}.
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5. Endomorphismen

Beweis. Es sei B eine geordnete Basis von V. Fiir A € K sind 4quivalent:

A ist ein Eigenwert <= Jv #0:¢(v) = v
— Jv #0:v eker(lidy — )
— ker(Aidy — ¢) # {0}
< Aidy — ¢ ist nicht injektiv
<= A1,, — A ist nicht invertierbar
< det(11,-A)=0
< pa(A)=0. O

Nun wissen wir, wie wir Eigenwerte ausrechnen konnen: Wir miissen nur die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms bestimmen. Beachten Sie aber, dass das Finden von Nullstellen
von Polynomen ein nichtlineares Problem ist. und dass es fiir deg(p4) = 5 keine geschlossene
Losungsformel zum Finden der Nullstellen gib@

Lemma 5.6.12.
Es sei A e K" eine Matrix mit n € N und K ein Korper. Das charakteristische Polynom p 4 hat
Grad n und die hiochste Potenz X" hat Koeffizient 1.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n € N.
Induktionsanfang n = 1:
In diesem Fall gilt: A=aq1€ K1*1 = K und

PA= det(X]11 —A) = det(X—al)l):X—aLl € K[X]

Induktionsschritt:
Es sei n € N so gewihlt, dass die zu zeigende Aussage fir alle (n x n)-Matrizen gilt. Sei nun
A€ Kn+1><n+l'

Wir berechnen die Determinante p4 = det(X 1,1 — A) durch Laplace-Entwicklung nach der
ersten Zeile:

X-a11 -a12 —Q1n+1
—agz1 X -asgp —Q2n+1
pa =det ) )
—Qp+1,1 —Qnp412 ° X —Qpilnsl
n+1
=(X —a1,1)det (St )X Ln+1—A)) + ) (—1)1+l(—a1,l)det (St (X 1Ly41—A))
=2
n+1
=(X-a11)pB+ ). (~D(—aq)det (St (X 1pi1 — A)),
=2 . ~ -
q:€K[X]

wobei B := St(1,1)(A) die Matrix ist, die man durch Streichen der ersten Zeilen und Spalte erhilt.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt somit deg pg = n und der Leitkoeffizient von ppg ist 1. Somit
hat das Polynom (X — a1 1)pp Grad n + 1 und ebenfalls Leitkoeffizient 1.

9Fiir Grad 3 und 4 existieren zwar Formeln, aber die sind praktisch nicht handhabbar und deshalb fiir uns nutzlos.
Beachten Sie auBlerdem, dass die Losungsformel fiir Grad 2 (abc-Formel, pg-Formel, bzw. Mitternachtsformel
auch nicht tiber beliebigen Korpern funktioniert, da darin Quadratwurzeln vorkommen und diese nicht in jedem
Korper definiert sind)
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5.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

Jedes Polynom ¢; hat Grad héchstens n, somit &ndern diese Summanden den Grad und den
Leitkoeffizienten nicht. O

Hieraus folgt sofort:

Proposition 5.6.13.
Es V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K. Dann hat jeder Endomorphis-
mus @ € Endk (V) hochstens n verschiedene Eigenwerte in K.

Beweis. Die Eigenwerte von ¢ sind die Nullstellen von p, nach Proposition [5.6.11
Das Polynom hat Grad n nach Lemma|[5.6.12
Ein Polynom von Grad n hat hochstens n verschiedene Nullstellen nach Satz[5.4.14] O

Wir werden nun ein paar hilfreiche Aussagen iiber Eigenvektoren und Eigenwerte beweisen,
die uns helfen werden, zu entscheiden, ob eine gegebene Matrix diagonalisierbar ist oder nicht:

Satz 5.6.14. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und ¢ € Endk(V) ein Endomor-
phismus. Angenommen A1,...,A; sind paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢. Dann ist die
Summe W :=Ej, (¢)+---+Ey, (p) direkt, d.h. die Abbildung

Ej, (‘P)X"'XEM ((p)—>W, (v1,...,0p)—v1+---+Up

ist bijektiv (siehe Definition 4.4.1).
Achtung: Dies heifit nicht, dass W =V gilt.

Beweis. Wir zeigen die Aussage per vollstindiger Induktion iiber & € N.

Induktionsanfang % = 1:
In diesem Fall ist W =E, ((p) und die angegebene Abbildung ist einfach die Identitit.

Induktionsschritt:
Es sei k € N so gewihlt, dass die Summe von %2 Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten
immer direkt ist. Wir werden zeigen, dass dies dann auch fiir £ + 1 Eigenrdume gilt.

Die Abbildung
Q:Ey (@) x--xEp,, (@) =W, (01,...,0p41) = V14 +Vps1
ist offensichtlich surjektiv.

Es bleibt, die Injektivitdt zu zeigen. Es sei also (v1,...,0p+1) € ker(®) S Ej, (@) x -+ x Ey, (),
d.h. es gilt:

k+1
Zvj:O (%)
j=1

und wir werden zeigen, dass alle Vektoren v; = 0 sind.
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5. Endomorphismen

Wir wenden nun den Endomorphismus ¢ — A3 1idy auf den Nullvektor an:

0= (¢ — Ag4+1idy )(0)
=@(0)— 1410

k+1 k+1
=¢| L vj| Ak v
Jj=1 J=1
k+1 k+1
= ¢(v) = X Ak+1v;
J=1 J=1
k+1 k+1
= }: Ajvj— ) Apy1vj
j=1 =1

k+1
=) (Aj—=Aps1dv;
=1

J

k
=Y (A= 41V
=1

Im Letzten Schritt haben wir verwendet, dass der (£ + 1)-te Summand 0 wird.

Wir haben also nun eine Darstellung des Nullvektors als Summe von & Vektoren, die aus
paarweise verschiedenen Eigenrdumen stammen. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber die
Summe von % verschiedenen Eigenrdumen direkt, also miissen damit alle diese Vektoren 0
sein:

Vje{l,...,k}:(A; = Ap41)vj=0.

Da aber j < £ +1 und die Eigenwerte als paarweise verschieden angenommen wurden, gilt
Aj = Ag+1 #0. Somit gilt: vq,...v, = 0. Da aber die Summe aller & + 1 Vektoren Null ergibt:

U1+ 4+ v +vp41 =0,

=0
muss auch der Letzte Vektor vy, 1 der Nullvektor sein. O
Korollar 5.6.15.
Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und ¢ € Endk(V) ein Endomorphismus. Wenn
v1,...,0; Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten A1,...,A sind, so sind die Vek-

toren v1,...,v} paarweise verschieden und linear unabhdngig.

Beweis. Dass die Vektoren paarweise verschieden sind, folgt direkt aus Lemma|5.6.5
Da sie aus paarweise verschiedenen Untervektorrdumen stammen, deren Summe direkt ist
(Satz[5.6.14), folgt die lineare Unabhéangigkeit. O

Hieraus folgt sofort die folgende Aussage:

Proposition 5.6.16 (Hinreichendes Kriterium zur Diagonalisierbarkeit).

Es V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K. Falls ein Endomorphismus

@ € Endk (V) genau n verschiedene Eigenwerte in K besitzt, dann ist ¢ diagonalisierbar.
Achtung: Wenn ¢ weniger als n verschiedene Eigenwerte besitzt, so kann es trotzdem sein, dass

¢ diagonalisierbar ist.
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5.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es paarweise verschiedene Eigenwerte 11,...,1,.

Nach Definition gilt: Zu jedem A; kann man einen Eigenvektor v; auswéhlen.

Nach Korollar ist die Menge B = {vy,...,0,} linear unabhéingig und hat genau n Ele-
mente. Da der Vektorraum V Dimension n hat, muss B eine Basis fiir V sein.

Mit Proposition [5.6.3|folgt nun, dass ¢ diagonalisierbar ist. O

Beispiel 5.6.17. Es seien die folgenden Matrizen A,B,C € R3*3 gegeben:

3 0 0 3 00 3 00
A=(1 2 0f; B:=|5 2 0|; C:=10 2 0}f.
42 23 =& 0 0 2 0 5 2

Wir méchten nun bestimmen, welche der Matrizen iiber R diagonalisierbar sind.
Beginnen wir mit der Matrix A: Das charakteristische Polynom von A lautet:

X-3 0 0
pa=det| -1 X-2 0 |=(X-3)X-2)(X —n).
-42 -23 X-n

Fiir die Berechnung der Determinanten haben wir hier Proposition [5.3.6| verwendet. Die Ei-
genwert von A lassen sich nun direkt ablesen: 3,2,7. Dies sind 3 verschiedene Zahlen, unsere
Matrix A hat 3 Zeilen und 3 Spalten und somit gilt nach Proposition dass A diagonali-
sierbar ist. Es ist gibt also eine Matrix A, die #hnlich zu A ist und Diagonalform hat:

3 00
A=10 2 0].
0 0 =&

Kommen wir zur Matrix B: Das charakteristische Polynom von B lautet:

X-3 0 0
pp=det| -5 X-2 0 |=(X-3)(X-27°
0 0 X-2

Wir sehen also: Es gibt diesmal nur 2 verschiedene Eigenwerte: 2,3. Wir konnen somit nicht Pro-
position verwenden, um Diagonalisierbarkeit zu zeigen, weil dies nur eine hinreichende
Bedingung gibt.

Betrachten wir stattdessen den Eigenraum A = 2:

2-3 0 0 1 00 0y (0
EsB)=ker| -5 2-2 0 |=ker|-5 0 O|=LHgr||1}],{0]],
0 0 2-2 0 0 O 0/ \1

wobei wir fiir die Berechnung des Kerns hier einen (sehr kurzen) Gauf3-Algorithmus verwendet
haben.

Wir sehen also: Der Eigenraum E9 (B) ist 2-dimensional (die geometrische Vielfachheit von
A =2ist also 2.

Da die Eigenréume eine direkte Summe bilden (siehe Satz gilt:

E5(B)® E3(B)<R® und somitdimEs (B) + dimE3 (B) < 3.
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5. Endomorphismen

Da A =3 ein Eigenwert ist, gilt dim(&3(B)) = 1 und somit ist
dimEs(B)+dimE3(B)=3

und somit ist R? die direkte Summe der beiden Eigenrdume und ¢ somit diagonalisierbar.
Kommen wir nun noch zur Matrix C. Das charakteristische Polynom von C lautet:

X-3 0 0
pec=det|] 0 X-2 0 |=(X-3)(X-272
0 -5 X-2

Es ist dasselbe charakteristische Polynom wie bei B und somit hat C die gleichen Eigenwerte
wie die Matrix B, ndmlich A =2 und A = 3. Somit ist es wieder nicht moglich, Proposition|5.6.16
zu verwenden, um Diagonalisierbarkeit zu tiiberprifen.

Wenn wir die Eigenrdume berechnen, erhalten wir

2-3 0 0 -1 0 O 0
EsB)=ker| 0 2-2 0 |=ker| 0 O O|=LHg|]|O
0 -5 2-2 0 -5 0 1

3-3 0 0 0 0 O 1
EsB)=ker| 0 3-2 0 |[=ker{0 -1 O [=LHgr||[O]].

und

0 -5 3-2 0 -5 -1 0

0 1
Wir sehen also: Jeder Eigenvektor von C ist entweder ein Vielfaches von O) oder von (0)
1 0

Also kann es keine Basis von R? aus Eigenvektoren geben. Folglich ist C nicht diagonalisier-
bar. Wir haben also gezeigt: Es gibt keine Diagonalmatrix, die zu C dhnlich ist.

Da wir weiter oben gesehen hatten, dass B diagonalisierbar ist, haben wir somit zwei Matri-
zen, B und C gefunden, die nicht dhnlich sind, obwohl sie das gleiche charakteristische Poly-
nom, und damit die gleichen Eigenwerte haben (und auch Rang, Determinante und Spur sind
identisch).

Satz 5.6.18 (Diagonalisierbarkeit und geometrische Vielfachheit).
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endo-
morphismus. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) Der Vektorraum V ist die Summe der Eigenrdume von ¢, d.h. jedes v € V ldsst sich als
endliche Summe von Eigenvektoren schreiben.

(iti) Der Vektorraum V ist die direkte Summe der Eigenrdume:

V= @Ea (o)

(iv) Die Summe der geometrischen Vielfachheiten ist gleich der Dimension von V:

Y dim(E, (¢)) =n.
A
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Manchmal hat ein Endomorphismus allerdings iiberhaupt keine Eigenwerte, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 5.6.19. Es sei ¢ : R? — R? die Rotation um 90° = 77/2 gegen den Uhrzeigersinn um den
Nullpunkt. Dann lédsst sich die Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis auf einfache WeiseFE]
aufstellen:

A= Meg (¢) = (‘1’ ‘01).

Es stellt sich nun die Frage: Ist ¢ diagonalisierbar? Oder dquivalent gefragt: Ist A diagonali-
sierbar?

Suchen wir also die Eigenwerte und Eigenvektoren von ¢. Per Definition ist ein Eigenvektor
v € R? ein Vektor v # 0, der auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird, also entweder in
die gleiche oder in die entgegengesetzte Richtung zeigt.

Dies ist bei dieser Abbildung aber unmoglich, weil jeder Vektor v auf einen gedrehten Vek-
tor ¢(v) abgebildet wird, der natiirlich immer linear unabhéngig zu v ist. Somit hat ¢ keine
Eigenvektoren, keine Eigenwerte und ist somit insbesondere nicht diagonalisierbar.

Versuchen wir nun das Problem rechnerisch zu lésen:

p(,,:det(f(l )1() =X2+1eRX].

Dieses Polynom hat in den reellen Zahlen keine Losung, weil fiir alle £ € R: t2 + 1 > 0 ist. Dies
passt zu der geometrischen Argumentation, dass es keine Eigenwerte und keine Eigenvektoren
gibt.

Es gibt aber komplexe Nullstellen von p, =X 2 +1eR[X]<CIX].

Im Ring C[X], der den Ring R[X] als Unterring enthilt, gilt:

X2+1=X?-i?=(X +i)(X —i).

Es gibt also genau zwei komplexe Nullstellen: i und —i.

Wenn wir also die Matrix A nicht als Element in R2*2 betrachten, sondern als Element in
C2?*2, dann hat A zwei unterschiedliche Eigenwerte und ist nach Proposition diagonali-
sierbar. Als komplexe Matrix ist A also diagonalisierbar und dhnlich zu der Matrix

~ (i 0

ift )

Mit dieser Matrix lasst sich nun viel leichter arbeiten — eben, weil sie eine Diagonalmatrix ist.
Leider ist der Nachteil, dass diese Matrix natiirlich keine R-lineare Abbildung von R? nach R?
mehr beschreibt, sondern eine C-lineare Abbildung von C? nach C2. Diese kann man sich geo-
metrisch natiirlich nicht mehr so gut vorstellen, weil C2 als reeller Vektorraum vierdimensional
ist und somit einer einfachen geometrischen Anschauung nicht zugénglich.

Dies ist ein Phdnomen, das man héufig antrifft: Eine Matrix in K™*" ist éiber K nicht diago-
nalisierbar, aber iiber einer entsprechenden Korpererweiterung ist die Matrix diagonalisierbar.

Man kann sogar argumentieren, dass dies der tiefere Grund ist, warum man sich tiberhaupt
mit komplexen Zahlen beschaftigt: Viele Phanomene, die rein reell sind (z.B. reelle Matrizen)
lassen sich erst richtig verstehen, wenn man sie in einen grofleren komplexen Rahmen einbettet
(z.B. in den Raum der komplexen Matrizen).

201n den Spalten der Matrix stehen die Bilder der Basisvektoren
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5. Endomorphismen

Hieraus lasst sich eine wichtige notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit ableiten —
nur brauchen wir dafiir noch den folgenden Begriff aus der Theorie der Polynome:

Definition 5.6.20.
Es sei K ein Korper und p € K[X] ein Polynom mit p # 0. Wir sagen: p zerfdllt in Linearfaktoren,
wenn sich p schreiben lédsst als ein Produkt von Polynomen von Grad 1, also:

p=aX -A1)" - (X-A)" mitaeK*;keNg;AjeK;r; eN.

Die Nullstellen A1,...,1; kann man als paarweise verschieden ansehen. Fir Polynome p mit
deg(p) =0 setzen wir £ =0.

Proposition 5.6.21 (Diagonalisierbarkeit und Linearfaktoren).

Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein En-
domorphismus. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, dann zerfdllt das charakteristische Polynom p in
KI[X]1in Linearfaktoren.

Wenn also ein charakteristisches Polynom tuber K nicht in Linearfaktoren zerfillt, so wissen
wir sicher, dass der Endomorphismus nicht diagonalisierbar ist. Achtung: Wir haben in Bei-
spiel[5.6.17| gesehen, dass es Matrizen gibt mit einem zerfallenden charakteristischen Polynom,
die trotzdem nicht diagonalisierbar sind. In Beispiel haben wir ja sogar zwei Matrizen
(namlich B und C) gesehen, die das gleiche charakteristische Polynom haben und trotzdem ist
eine diagonalisierbar und die andere nicht. Das charakteristische Polynom allein ist also nicht
ausreichend, um Diagonalisierbarkeit zu entscheiden.

Lemma 5.6.22.
Fiir einen Korper K sind dquivalent:

* K ist algebraisch abgeschlossen@ d.h.

VpeK[X]:deg(p)=1 = ALeK:p(1)=0.

¢ Jedes Polynom p € K[X] mit p # 0 zerfdllt in Linearfaktoren in K[X].

Wenn wir also uiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper arbeiten, so ist die notwendige
Bedingung in Proposition [5.6.21| automatisch erfiillt. Leider ist der Koérper, der in Anwendun-
gen am Wichtigsten ist, ndmlich der Korper R, nicht algebraisch abgeschlossen. Auch sind alle
endlichen Korper niemals algebraisch abgeschlossen@

Es gibt aber auch eine gute Nachricht: Es gibt eine Korpererweiterung von R, die algebraisch
abgeschlossen ist: Der Korper der komplexen Zahlen C. Dies ist genau die Aussage des Funda-
mentalsatzes der Algebra (Satz[3.5.10). Damit wissen wir also: Das charakteristische Polynom
einer Matrix A € C™*" zerfillt immer in Linearfaktoren.

Was fehlt nun noch fiir die Diagonalisierbarkeit?

Wir haben in Proposition definiert, was die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes
ist, namlich die Dimension des dazugehorigen Eigenraums. Es gibt aber noch eine andere Mog-
lichkeit, wie man die Vielfachheit eines Eigenwertes definieren kann und zwar mit Hilfe des
charakteristischen Polynoms.

2lgiehe Definition|3.5.11

22Djes lasst sich am Einfachsten mit Korollar [5.4.15 zeigen, die Idee des Beweises ist: Jede Funktion — auch eine,
die keine Nullstellen hat, ist eine Polynomfunktion. Also gibt es immer Polynome ohne Nullstellen.
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Definition 5.6.23 (Algebraische Vielfachheit).
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk(V) ein En-
domorphismus. Wir bezeichnen wir iiblich mit p, € K[X] das charakteristische Polynom von
®.
Wir sagen: Ein Eigenwert 1 € K von ¢ hat die algebraische Vielfachheit r € N, wenn es ein
q € K[X] gibt mit
p=X-1)"qg mitq(d)#0.

Bemerkung 5.6.24. Die Zahl r aus Definition [5.6.23| existiert immer und ist eindeutig be-
stimmt. Dies sieht man leicht durch wiederholtes Anwenden von Lemma

Was ist nun die Beziehung zwischen den beiden Vielfachheiten?

Proposition 5.6.25.
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endo-
morphismus.

Fiir jeden Eigenwert A von ¢ gilt:

Die geometrische Vielfachheit ist kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

In Beispiel haben wir gesehen, dass bei den Matrizen B und C der Eigenwert A =2
einmal die geometrische Vielfachheit 2 und einmal die geometrische Vielfachheit 1 hatte. Die
algebraische Vielfachheit ist in beiden Fillen 2. Und dies ist genau der Grund, warum die eine
Matrix diagonalisierbar war und die andere nicht. Allgemein gilt:

Satz 5.6.26 (Diagonalisierbarkeit und algebraische Vielfachheit).
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endo-
morphismus. Dann sind dquivalent:

(i) @ ist diagonalisierbar.

(ii) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren und fiir jeden Eigenwert ist die
algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt ist automatisch
erfiillt, wenn der Korper algebraisch abgeschlossen ist, z.B. wenn K =C.

Beispiel 5.6.27 (Fibonacci-Folge). Die Fibonacci-Folge [QE] 0,1,1,2,3,5,8,13,... ist die eindeutig
bestimmte Folge (f,,) ganzer Zahlen mit f1 :=1;f( := 0, die der Rekursionsvorschrift

frne1=fon+fn-1 firneN,

geniigt. Definieren wir v, € Q2 durch

Uy = (f?l) fiir n € Ny,
n

so konnen wir die Rekursionsvorschrift schreiben als

S R e R 3 R et

23Djese Folge geht auf ein klassisches Problem im Liber abbaci des mittelalterlichen Mathematikers Leonardo von
Pisa (ca. 1170-1240), Sohn von Bonaccio (,Fibonacci“) zuriick.
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Ist A € Q%*2 gegeben durch

>
i

[ o

Une1=Av, =A%, 1=---=A"v; = A"y,

so erhalten wir also induktiv die Formel

Es gilt also:
v, =A"vg fiir alle n e Np.

Um eine geschlossene Formel fiir v,.1 zu erhalten, miissen wir also die Potenzen von A be-
stimmen. Dazu bietet es sich an, A zu diagonalisieren: Das charakteristische Polynom von A
ist

X-1 -1

— — — . —(— o — — 2_ —
pA—det( . X)-(X D-X-(-1)-(-)=X2-X 1.

Da dieses Polynom keine rationalen Nullstellen hat, hat A keine rationalen Eigenwerte, also
ist A iber Q nicht diagonalisierbar. Wir konnen aber unseren Koérper Q so erweitern, dass p4
uber dem groBleren Korper zerfillt. Im vorliegenden Fall kénnen wir z.B. A als reelle Matrix
auffassen. @ In R (bzw. einer beliebigen hinreichend groB3en Korpererweiterung von Q) hat p4

dann die Nullstellen
1 1 1+V5
AMo=—%/—-+1= .
=2 4 2

Die Zahl ¢ := %g ist der berihmte goldene Schnitt, der in der Kunst seit der Proportionenlehre
der Renaissance eine zentrale Rolle spielt. Die andere Nullstelle von p 4 bezeichnen wir mit ¢*.
Es gilt dann

. (1+VB1-vB) 1-5

Der Eigenraum zu 1; = ¢ lasst sich berechnen als:

-1 -1 2_¢p - 1 - 1 -
EM(A):ker( . w):ker((p_l(p (;P):ker(_l (P(p):ker(o ‘P):LHR((‘P)).

Analog ist der Eigenraum zu Ay = ¢* gegeben als:

B (P*_l -1 _ ((P*)2_(p* _(p* _ 1 _(P* B 1 _(P* B (p*
E,h(A)—ker( _1 (p*)—ker( 1 pe =ker 1 g —kerO 0 =LHg .

Wir erhalten also

A= e[ O)[e ¢
1 1/lo ¢*Jl1 1
Weiter gilt

o e\ _ p 9\ _ 1 (1 -¢°
det(1 1)—(p (p—\/g = (1 1) = ( )

R K
Bl 1flo o)\-1 ¢ )

24Es wiirde auch geniigen, A als Matrix iiber Q[v5] = LHg (1,v5) = {a+ pv5| a, p € @} zu betrachten.

Wir erhalten also
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Speziell gilt

Il
B
3

<

S

1

NG

:i n+1 ((P*)n+1)(1)
VBl (@) -1
1 (pn+1_((p*)n+l
=" |

T Wl )
1 1){0 ()"){-1 ¢ J\O
¢

Wenn wir nur die zweite Komponente dieses Vektors betrachten, erhalten wir die Formel:

fan=¢" (") = %((

5 5 (5.6.1)

)5
Auf den ersten Blick ist nicht einmal ersichtlich, dass dies iiberhaupt eine ganze Zahl ist! Die
Tatsache, dass in der geschlossenen Formel fiir die Fibonacci-Zahlen irrationale Zahlen auftau-
chen, ist ein weiteres Beispiel dafiir, dass Korpererweiterungen unabdingbar sind, wenn man
Matrizen diagonalisieren will.

Bemerkung 5.6.28 (Lineare Rekursionsgleichungen). Die Fibonacci-Folge ist ein Beispiel fir
eine rekursiv definierte Folge. Solche Folgen spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. All-
gemeiner betrachtet man Folgen (a,),en, € KNo, die durch eine lineare Rekursionsgleichung der
Form

Anik = Prapip-1+ -+ Pran (Br,...,Br€K)

und Anfangswerte ayg,...,ar_1 € K gegeben sind. Setzt man

B1 ... Pr-1 PBr
Upn+k-1 1 0 0
Up = und A:= . s
@n 0 1 0
so gilt v,+1 = Av,, und daher
An+k-1 ar—1
— A"
an ag

Um diese Gleichung zu 16sen, empfiehlt es sich, die Matrix A falls méglich zu diagonalisieren.
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5. Endomorphismen

Zusammenfassung von Abschnitt [5.6|

(1) Ein Vektor v ist Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn gilt v # 0 und ¢(v) = Av.

(2) Zu gegebenem Eigenwert A ist der Eigenraum E (¢) die Menge aller Eigenwerte, zusam-
men mit dem Nullvektor. Die Dimension des Eigenraums ist die geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes.

(3) Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Die Vielfachheit der
Nullstelle im charakteristischen Polynom ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes.

(4) Eine Matrix (oder ein Endomorphismus) ist diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigen-
vektoren gibt. Dies ist dquivalent dazu, dass das charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren zerfallt und fiir jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit gleich der geometrischen
Vielfachheit ist.

(5) Es gibt Matrizen mit reellen Eintrégen, die iiber R nicht diagonalisierbar sind, aber tiber C
schon. Andere Matrizen sind nicht einmal iiber C diagonalisierbar.

(6) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

(7) Diagonalisierung einer Matrix kann hilfreich sein, um grofie Potenzen der Matrix zu berech-
nen, dies ist hilfreich fiir lineare Rekursionsgleichungen (wie z.B. fiir die Fibonacci-Folge).

5.7. Trigonalisierbarkeit und der Satz von Cayley-Hamilton

Wir haben im Letzten Kapitel gesehen, wann ein Endomorphismus diagonalisierbar ist und
dass es Endomorphismen gibt, die nicht diagonalisierbar sind. Nun wollen wir untersuchen,
wann ein Endomorphismus trigonalisierbar ist, d.h. wann es eine geordnete Basis gibt, sodass
die Darstellungsmatrix eine Dreiecksform hat. Dies ist eine schwichere Bedingung und somit
sollten es mehr Endomorphismen geben, fiir die dies moglich ist.

Satz 5.7.1 (Trigonalisierbarkeit).
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endo-
morphismus. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ ist trigonalisierbar, d.h. es gibt eine geordnete Basis B von V, sodass Mg g ((p) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

(it) Das charakteristische Polynom zerfdllt in Linearfaktoren.

Die Bedingung, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt ist automatisch
erfiillt, wenn der Korper algebraisch abgeschlossen ist, z.B. wenn K =C.

Beweis. Wir beginnen mit der einfacheren Implikation:

(1) = (i):
Angenommen, es gibt eine geordnete Basis B von V, sodass ¢ bezuglich B Diagonalgestalt hat,
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5.7. Trigonalisierbarkeit und der Satz von Cayley-Hamilton

d.h.
Ao -k
A:=Mgg(p) = :
An

Da das charakteristische Polynom p, € K[X] unabhéngig von der Wahl der Basis ist, konnen
wir jede beliebige geordnete Basis verwenden, um es zu berechnen. Insbesondere also die hier
gewihlte B:

Pp=DA
=det(X1,-A)
X-A o+ e N
X_Az e *
=det .
X-1,

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist einfach das Produkt der Diagonalelemente
(Proposition [5.3.6), also gilt:
Pp=X-21)-- (X -2p)

und das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren.

(i) = ():

Diese Implikation beweisen wir mit vollstandiger Induktion nach n = dim(V):

Induktionsanfang n = 1:

Wenn V eindimensional ist, dann wihlen wir ein beliebiges Element v € V mit v # 0 aus und
erhalten B := (v) eine geordnete Basis von V. Die Matrix Mg g ((p) e K1*1 = K ist einfach eine
Zahl und somit eine Dreiecksmatrix.

Induktionsschritt:

Es sei n € N so gewihlt, dass jeder Endomorphismus eines n-dimensionalen K-Vektorraums mit
zerfallendem charakteristischen Polynom trigonalisierbar ist.

Es sei nun dim(V) = n+1 Das charakteristische Polynom p, hat Grad n+12> 1 (Lemmal5.6.12)
und zerfillt in Linearfaktoren. Also gilt inshesondere, dass p, in K mindestens eine Nullstelle
A1 hat. Da 1; eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms von ¢ ist, bedeutet dies, dass A1
ein Eigenwert von ¢ ist, d.h. es gibt ein v; € V mit

(p(vl):/hvl und Ul?fo.

Aus vy # 0 folgt, dass der Untervektorraum LHy (v1) eindimensional ist. Mit Satz|4.4.11|wihlen
wir nun ein Komplement W von LH (v1) in V aus:

V=LHk () eW.

Die Dimension von W ist dann genau dim(V)—1 = n. Wir wihlen nun eine geordnete Basis
Bw :=(w1,...,w,) von W. Dann ist

Bi:=@1,w1,...,wy)
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eine Basis von V und wir haben

Al x - % A1 | * *
Meg(o)=|. . . .= c
0 %k e * 0

mit einer Matrix C € K®**. Nun kénnen wir mit Hilfe dieser Matrix von ¢ das charakteristische
Polynom bestimmen und erhalten:

X—/ll * *
0
Py =det(X 1,1 —A)= ) XL _C =X -ADpc.
-

0
Da p, nach Voraussetzung in Linearfaktoren zerfillt, folgt daraus, dass auch p¢ in Linearfak-

toren zerfallt. Zu welcher Abbildung gehort nun diese Matrix C?
Betrachten wir zunéchst die Projektion auf W:

m:V=LHK@))eW-W, ui+w—w

Diese Abbildung ist wohldefiniert und linear, weil W die direkte Summe von LHy (v1) und W
ist.

Wenn wir einen Vektor aus W nehmen und ihn in ¢ einsetzen, erhalten wir einen Vektor aus
V = LHgk (v1) @ W, der sich eindeutig schreiben ldsst als Summe eines Vielfachen von v{ und
eines Vektors aus W. Umgekehrt gibt es eine Inklusionsabbildung

1:W-V, w—~uw.

Wir konnen diese Abbildungen nun in folgender Weise verketten:
yi=mogpor:W—-W

und erhalten so einen Endomorphismus des Vektorraums W. Es gilt:

Mg, 8y (¥) = Mgy, B, (M) Mg, B, (¢) Mg, By (1)

/11‘* s % 0 - 0
I et
= 0 1, : C 1,
0

=C.

Zusammengefasst konnen wir also sagen: ¥ € Endi (W) ist ein Endomorphismus eines n-dimensionalen
K-Vektorraums W und das charakteristische Polynom p, = pc zerfillt in Linearfaktoren. Also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine geordnete Basis E\VJV =(u1,...,un) von W, sodass v
beziiglich dieser Basis obere Dreiecksgestalt hat.

Wenn wir diese Basis nun von v zu einer Basis von V zusammensetzen:

Ba:=(1,u1,...,un),
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5.7. Trigonalisierbarkeit und der Satz von Cayley-Hamilton

so sehen wir, dass

A ‘ % %
w=|
Mg, B, (@)= .
: Mg & (v)
0
und dies ist eine obere Dreiecksmatrix. O

Alles, was nun kommt ist fiir die Klausur Lineare Algebra I im Wintersemester 2020/2021
nicht mehr klausurrelevant, die folgenden Inhalte sind aber wesentlich fiir die Veranstaltungen
Lineare Algebra II und Lineare Algebra II fiir Informatik im kommenden Sommersemester.

Satz 5.7.2 (Cayley-Hamilton®). Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Kor-
per K und ¢ € Endk(V) ein Endomorphismus. Dann gilt:

Py(9)=0.

Ein Endomorphismus eingesetzt in sein eigenes charakteristisches Polynom ergibt also immer
Null.

Beweis. Wir werden diesen Satz nur unter der Zusatzbedingung beweisen, dass sich der Kérper
K zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper L erweitern ldsst, d.h. es gibt einen algebraisch
abgeschlossenen Korper L, der K als Unterkorper enthélt. Dies ist fiir die Kérper Q,R und C der
Fall, da Q <R < C und C algebraisch abgeschlossen ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra
(Satz[3.5.10).

Man kann aber zeigen, dass sich jeder Korper in einen algebraisch abgeschlossenen Koérper
einbetten lasst 29

Wir wihlen also zuerst eine Basis By von V als IK-Vektorraum aus und erhalten eine Matrix

A= MBl,Bl ((p) e,

Es bleibt zu zeigen, dass ps(A) =0.

Es gilt: K™*" < L™*" und somit konnen wir A auch als Matrix mit Eintrigen in L auffassen.
Aus der Definition des charakteristischen Polynoms p, = ps =det(X1, —A) €e K[X] S L[X] sieht
man sofort, dass es egal ist, ob wir hier den Grundkorper K oder I betrachten.

Deshalb werden wir fiir den Rest des Beweises iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper
L arbeiten.

Das charakteristische Polynom zerfillt hier in Linearfaktoren:

pa=X-A1)-(X-1,) mitAg,..., A, €L

Wir haben diesmal mehrfach vorkommende Linearfaktoren nicht zusammengefasst, sondern
sie einzeln gelassen.

25hach ARTHUR CAYLEY (siehe FuBlnote auf Seite und WILLIAM ROWAN HAMILTON, irischer Mathematiker und
Physiker, 1805-1865.

261n dieser Allgemeinheit benétigt man hierfiir das sogenannte Auswahlaxiom, der Beweis ist nicht konstruktiv.
Genau genommen reicht fiir das, was wir hier wirklich brauchen aber die schwichere Aussage aus, dass es eine
Korpererweiterung von K gibt, in der p, in Linearfaktoren zerfillt. Dies ldsst sich auch ohne Auswahlaxiom
beweisen, wiirde uns hier aber zu sehr aufhalten.
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Nach Satz ist A ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix

/12 *
C= o len™n.
An

Da sich das charakteristische Polynom nicht &ndert, wenn wir zu einer dhnlichen Basis iiberge-
hen, gilt pc =pa =X —-211)---(X — A,,). Es bleibt zu zeigen, dass po(C) =0.
Wir setzen C € L"*" in das Polynom p¢ = (X —111)---(X = 1,1) € L[X] ein und erhalten:

p(C)=(C=2A11,)--(C = A, 1) €L™"".
Fiir jedes k €{1,...,n} setzen wir
Wy :=LHj (e1,...,ex) SL".
AuBerdem sei Wy := {0} €. Wir haben dann die Kette?”| von Untervektorraumen:
0} =Wo CWy C---CW,_1 C W, =L".

Es seinun £ € {1,...,n}. Wir untersuchen die Matrix C — A 1,,. Diese Matrix ist eine obere Drei-
ecksmatrix und hat in der Position (k,%) den Wert 0. Somit gilt fiir die ersten £ Spalten, dass
sie alle im Raum Wj,_q liegen.

Da in den Spalten der Matrix C die Bilder der Standardbasisvektoren stehen, bedeutet dies,
dass jedes eq,...,e; in den Unterraum Wj_; abgebildet wird und folglich gilt:

Vke{l,...,n}, VveEW,: (C—-Ap1,)veW,_1.
Es sei nun v € L” = W,,. Dann gilt:
(C-Ap1p)veW,_1.
Anwenden von C — 1,,_11,, liefert dann:
(C=2p-11,XC =2, 1)v € Wy _g.
Nun wenden wir der Reihe nach die weiteren Matrizen an, bis wir schlieBlich erhalten:
(C—=21)(C—= 211, XC = A, 1)v € W = {0}.

Also gilt (p(C))v =0, und weil v € L" beliebig war, muss die Matrix p(C) die Nullmatrix sein.
Das war zu zeigen. O

Bemerkung 5.7.3. Es gibt auch einen kiirzeren Beweis:
paX)=det(X1,-A), = pa(A)=det(Al,—-A)=det(A—-A)=det(0)=0.
Allerdings ist dieser Beweis so nicht zulédssig! Der Schritt
paX)=det(X1,-A) = pa(A)=det(Al,-A)

ist leider nicht erlaubt. Wieso?

27Eine solche Konstellation von Untervektorrdumen nennt man auch eine Fahne.
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Beispiel 5.7.4. (i) Der Satz von Cayley-Hamilton ldsst sich manchmal verwenden, um Po-

(ii)

tenzen einer Matrix zu berechnen, wenn der Exponent nicht zu grof} ist oder die Matrix
nicht diagonalisiert werden kann.

R5X5

Nehmen wir an, eine Matrix A € sei gegeben mit charakteristischem Polynom

pa=X’-X-1€eRIX].
Der Satz von Cayley-Hamilton (Satz[5.7.2) sagt uns nun:
AP—A-15=0 oder A°=A+1;.

Wir wissen also, dass A® die gleiche Matrix ist wie A + 15. Angenommen, wir wollen A3
berechnen. Dann kénnen wir zum Beispiel so vorgehen:

A3 = ASAPA® = (A +15)(A +15)A3
=(A%+2A+15)A% =A% +2A% + A2 = (A+15)+24% + A3 =24* + A3+ A + 1;.
Man kann also die Rechenregel A% = A + 15 so oft anwenden, bis man alle Exponenten von
A unter 5 gebracht ha@ sodass man im Endeffekt nur die Potenzen A? = 15,4,A%,A3 A4

benotigt, um beliebige Potenzen zu berechnen. Allerdings erhélt man auf diese Weise keine
geschlossene Form fiir die allgemeine Potenz A™.

Eine weitere schone Anwendung von Satz ist die folgende: Gegeben sei eine inver-
tierbare Matrix A € K™*" mit charakteristischem Polynom

PA =Xn+cn_1Xn_1+"'+ch+cO.

Wenn cg = 0 wire, dann wire 0 ein Eigenwert von A und dann wére A nicht invertierbar.
Also ist ¢g # 0. Nach Cayley-Hamilton gilt nun:

0=A"+c, 1A 1+ +c1A +col,.
Diese Gleichung multiplizieren wir nun mit der Inversen von A:
_zsn-1 n—2 -1

0=A""+¢c,_1A" “+---+c1l,+coA

und losen nach A1 auf — dies ist méglich, weil cg ja nicht 0 ist:

1
Al = — (A" e A2t e 1),
Co
Dies ist oft eine effektive Moglichkeit, die Inverse einer Matrix zu bestimmen — ohne GauB-
AlgorithmusF;g]

Insbesondere, wenn das charakteristische Polynom bereits bekannt ist, kann dies eine sehr
elegante Methode sein, die Inverse zu berechnen.

28Was wir eigentlich tun ist, das Polynom X 13 modulo dem Polynom X — X — 1 zu berechnen.
29 Allerdings musste man fiir die Bestimmung des charakteristischen Polynoms ja bereits eine Determinante berech-
nen und hat dies ja vielleicht mit einer Variante des Gauf3-Algorithmus gemacht.
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Wenn also — wie oben — die Matrix A € R5*® das charakteristische Polynom p4 = X% -X -1
besitzt, dann gilt:

AS—A-15=0

AP—A=154
A(A* - 15) =15
At-15=A4"1.

Interessant ist auch das theoretische Resultat: Wenn eine Matrix A invertierbar ist, dann
ist die Inverse eine Linearkombination von Potenzen von A, also ein polynomieller Aus-
druck in A. Das ist weder bei der Berechnung mit dem Gauf3-Algorithmus — noch bei der
Inversen-Formel mit der Adjunkten (Cramersche Regel, Satz offensichtlich.

Zusammenfassung von Abschnitt

(1) Eine Matrix ist trigonalisierbar, wenn ihr charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfillt.

(2) Jede (reelle oder komplexe) Matrix ist tiber C trigonalisierbar.

(3) Der Satz von Cayley-Hamilton besagt: Wenn man eine Matrix in ihr charakteristisches Po-
lynom einsetzt, erhdlt man die Nullmatrix.

(4) Der Satz von Cayley-Hamilton kann benutzt werden, um die Inverse einer Matrix als Line-
arkombination von Potenzen der Matrix zu schreiben — wenn das charakteristische Polynom
bekannt ist.

5.8. Nilpotente Endomorphismen und die Jordansche
Normalform

Wir beginnen mit einer Definition:

Definition 5.8.1.
Es sei R ein Ring und a € R ein Element. Dann heil}t a nilpotent, wenn es ein & € N gibt mit

a® =0.

Insbesondere ist dieses Konzept interessant fiir den Ring K**" der (n x n)-Matrizen mit Eintra-
gen aus einem Korper K oder dem Ring Endk (V) der Endomorphismen eines K-Vektorraums.
Dies fithrt zum Konzept der nilpotenten Matrix, bzw. des nilpotenter Endomorphismus[nilpotenten
Endomorphismus].

Beispiel 5.8.2. Die Matrix A aus Beispiel (i) ist nilpotent. Es gilt ndmlich

000
A®=[o o0 o]l.

0 0O
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Proposition 5.8.3.
Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K. Fiir einen Endomorphismus
¢ € Endk (V) sind dquivalent:

(i) ¢ ist nilpotent, d.h. 3k e N: ¢* = 0.
(i) " =0.
(iii) py=X".
(iv) ¢ hat Eigenwert 0 mit algebraischer Vielfachheit n.
Da ein nilpotenter Endomorphismus nach endlich vielen Schritten der Nullendomorphismus
wird, ist es von nilpotenten Endomorphismen immer besonders leicht, hohe Potenzen zu be-
stimmen. Wir haben somit zwei Klassen von Endomorphismen gefunden, von denen wir hohe

Potenzen berechnen kénnen: diagonalisierbare und nilpotente. Wie ist nun der Zusammenhang
zwischen diesen beiden Klassen? Das beantworten wir nun:

Proposition 5.8.4.
Es sei 'V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem Korper K. Fiir einen Endomorphismus
¢ € Endk (V) sind dquivalent:

(i) ¢ ist nilpotent und diagonalisierbar.

(ii) ¢ =0.

Es gibt also — bis auf den Nullendomorphismus — keine Endomorphismen, die sowohl nilpo-
tent als auch diagonalisierbar sind.

Wir wollen nun schauen, inwiefern wir diagonalisierbare und nilpotente Endomorphismen
kombinieren kénnen. Angenommen, ¢ = ¢g + ¢ mit ¢g diagonalisierbar und ¢y nilpotent.

Koénnen wir dann das Wissen iiber die Potenzen von ¢g und ¢y verwenden, um Potenzen von ¢
zu bestimmen. Erinnern wir hier einmal an den binomischen Lehrsatz:

Satz 5.8.5 (Binomischer Lehrsatz).
Es sei R ein Ring und a,b € R seinen Elemente, die kommutieren, d.h.

ab =ba.
Dann gilt fiir jedes m € Ny:

@+bym=3 (’Z)am-kbk.
k=0

Hier sind die () := ™ (m _1)'};%”__1]?‘?22.)1'(’”_“1) die Binomialkoeffizienten.

Beweis. Dieser Satz wird in der Analysis- bzw. HM1-Vorlesung normalerweise nur fiir B = R
oder R = C bewiesen (mit vollstiandiger Induktion), der Beweis geht aber genauso fiir alle Ringe.
Wichtig ist nur, dass a und b kommutieren. O

Bemerkung 5.8.6. Fiir £ > m ist () = 0, weil im Zshler dann eine Null steht. Mit dieser
Erkenntnis kénnen wir den binomischen Lehrsatz auch so umschreiben:

(a+b)" = i (’Z)am_kbk.
k=0

Dies sieht zwar formal wie eine unendliche Reihe aus, da aber fiir £ > n alle Terme Null werden,
ergibt sich genau dieselbe endliche Summe wie oben.
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Wir kénnen also nun Potenzen von Endomorphismen berechnen, wenn sie sich als Summe von
einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Summanden schreiben lassen, vorausgesetzt
die beiden Summanden kommutieren:

Bemerkung 5.8.7.
Es sei K ein Korper und n € N. Gegeben seien Matrizen S,N € K™*" mit S diagonalisierbar, N
nilpotent und SN = NS. Dann gilt fiir jedes m € Ny:

o0

S+N™ =Y ’Z
k=0

Da N nilpotent ist, folgt mit Proposition|5.8.3] dass N™ =0 ist. Somit gilt:

)sm—ka.

n-1 m
S+N)" =Y [ |sm*NE.
k=0 k
Die Anzahl der Summanden hingt nun also nicht mehr vom Exponenten m ab, sondern nur
noch von der (konstanten) Dimension n. Die Potenzen S™* kann man nun berechnen, weil S
als diagonalisierbar vorausgesetzt wurde.

Es bleibt die Frage, welche Matrizen/Endomorphismen sich so schreiben lassen. Diese Frage
werden wir mit Satz[5.8.11]beantworten.
Zuvor wollen wir Beispiel (i) verallgemeinern:

Definition 5.8.8 (Jordan-Block).
Es sei K ein Koérper und n € N.

(a) Der nilpotente Jordan-Block der Gréfie n ist definiert als

010 - 00
001 .- 00
Np:=|: L
000 .- 01
000 - 00

Er entspricht (beziiglich der Standardbasis) der linearen Abbildung:
Un'—’Un—l'—’Un—zH""—’02'—’01'—’0'
Der nilpotenter Jordan-Block der Grof3e 1 ist einfach nur das Nullelement des Korpers:

Ni=0e K =K.

(b) Der Jordan-Block der Grofie n mit Eigenwert A € K ist definiert als

A 10 - 00
0411 - 00

JyA):=Al, +Ny=|: L[ e,
000 - A 1
000 -~ 0 A

Der Jordan-Block der Grofle 1 mit Eigenwert A ist einfach nur der Wert A:
Ji(W) =1e kP =K.

Ein nilpotenter Jordan-Block ist gerade ein Jordan-Block mit Eigenwert 0.

230



5.8. Nilpotente Endomorphismen und die Jordansche Normalform

Lemma 5.8.9. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K und ¢ € Endk (V) ein Endomor-
phismus. Es sei (v1,...Uy,) eine @-Kette, d.h. v1,...,0y, sind Vektoren in V \ {0} mit

@pw1)=0 und Vke(l,...,m}:p(rs1)="0s

Dann sind die Vektoren v1,...,v,, paarweise verschieden und {v1,...,vy} ist linear unabhdngig
tiber K.

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber m € N:

Induktionsanfang m = 1:
Nach Voraussetzung ist vy # 0. Also ist {v1} linear unabhéngig.

Induktionsschritt:
Es sei m € N so gewahlt, dass alle ¢p-Ketten der Linge m aus m paarweise verschieden und
linear unabhingig sind.

Gegeben sei nun eine p-Kette (vy,...,0m+1)-

Dass der Vektor v,,+1 nicht identisch mit einem der Vektoren vy,...,v,, ist, folgt daraus, dass
@™ (Wm+1) #0, wihrend ¢™(v;) = 0 fiir alle anderen v;.

Es sei
m+1

Z ajvj:O
Jj=1

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination der Vektoren v;. Wir wenden auf diese

Gleichung ¢ an und erhalten:
m

D @10 =0

J=1

Da die Vektoren (v1,...,v,,) linear unabhéngig sind, folgt hieraus, dass alle Skalare ao,...,an+1
Null sind. Damit vereinfacht sich die Formel

m+1
> ajv;=0
j=1
zu
a1v] = 0
und weil vq # 0 ist, gilt @1 = 0. Das beendet den Beweis. O

Man beachte, dass es eigentlich ausgereicht hétte, zu fordern, dass v; # 0 ist. Daraus folgt,
dass alle anderen Vektoren in der Kette auch ungleich 0 sind.

Satz 5.8.10 (Einfach nilpotente Endomorphismen). Es sei V ein Vektorraum der Dimension
n €N iiber einem Korper K. Fiir einen Endomorphismus ¢ € Endk (V) sind dquivalent:

(i) o ist einfach nilpotent, d.h. ¢ ist nilpotent und dim(ker(¢p)) = 1.
(ii) Es gibt eine @-Kette der Linge n, d.h. es gibt Vektoren v1,...,0,, die alle nicht 0 sind mit

e1)=0 und @ri1)=uvpfiirkell,...,n}.
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(iit) Es gibt eine geordnete Basis B von V mit

010 0 0

0 0 1 0 0
Mgg(p)=Np:=|[: : . 3 S

0 00 --- 01

0 00 --- 00

Beweis. Die Implikation ,,(ii) = (iii)“ folgt aus Lemma|5.8.9|und der Tatsache, dass in den Spal-
ten der Matrix die Bilder der Basisvektoren stehen. Die Implikation ,(iii) = (i) ist direktes
Nachrechnen.

Zeigen wir also ,,(i) = (ii)“

Nach Voraussetzung ist ker(¢) ein 1-dimensionaler Untervektorraum von V. Es gibt somit
eine Basis von ker(¢), die aus genau einem Element besteht: ker(¢) = LHyk (()v1). Da ein Basis-
vektor niemals der Nullvektor ist, gilt v; # 0.

Falls es einen Vektor vg € V gibt mit ¢(v9) = v1, wihlen wir einen solchen aus und dann einen
Vektor vs mit ¢(vs) = ve und so weiter, bis wir bei einem Vektor v,, € V angelangt sind mit
Um € Bild(¢).

Nach Lemma [5.8.9ist eine solche Kette immer linear unabhéngig. Da V die endliche Dimen-
sion n € N hat, muss dieses Verfahren also nach m < n Schritten enden und wir erhalten eine
Kette (v1,...,vy), die sich nicht weiter verldngern lasst.

Wir wollen zeigen, dass die m-elementige linear unabhéngige Teilmenge {v1,...,v,,} ein Er-
zeugendensystem fiir V ist, d.h.

V € LHk (v1,...,Um)

Dann folgt, dass wir eine Basis mit m Elementen eines n-dimensionalen Vektorraums haben
und somit m = n.

Bis jetzt haben wir noch nicht verwendet, dass ¢ nilpotent ist. Dies machen wir nun. Nach
Proposition gilt ¢™ = 0 und somit ker(¢*)=V.

Wir werden nun die folgende Aussage per Induktion zeigen:

VE eN: ker(¢®) < LHy (v1,...,Um).

Wenn wir dies gezeigt haben, setzen wir einfach 2 = n ein und die Aussage ist bewiesen.
Induktionsanfang % = 1:
Nach Wahl von v gilt:
ker(¢p) = LHk (v1) € LHk (v1,...,Um).

Induktionsschritt:
Es sei nun k € N so gewihlt, dass ker((pk) < LHk (v1,...,U) und v € ker((pk+1). Wir werden
zeigen, dass v € LHy (v1,...,U0m).
Es gilt nun (pk((p(v)) =0, woraus folgt, dass ¢(v) € ker((pk). Nach Induktionsvoraussetzung gilt
nun also:
m
@)= Z ajv; mita;ek.
j=1
Diese Gleichung l6sen wir nun nach a,,v,, auf:

m—1
AmVm =)= Y ajv;.
J=1
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Fiir jedes v; auf der rechten Seite der Gleichung diirfen wir schreiben v; = ¢(v;11) und mit der
Linearitdt von ¢ ergibt sich:

m—1 m=-1
AmUm =)= ) aj(ﬂ(vj+1)=<ﬂ(v— > “jvjﬂ)-
| =1

Falls a,, # 0 ist, dann kénnen wir beide Seiten durch «,, dividieren und erhalten v,, € Bild(¢p),
was nicht sein kann, weil wir angenommen haben, dass sie Kette (v1,...,v,,) nicht weiter ver-
langert werden kann.

Also muss gelten: a,, =0 und folglich:

m—1
0:(p(v— ajvj+1).
j=1
Demnach konnen wir schlie3en:
m—1
v— Z a;v;i1 € ker((p) = LH[K (v1).
j=1

Wenn wir dies nun wieder nach v auflosen, erhalten wir, dass v eine Linearkombination der
Vektoren v1,...,v,, ist. Das war zu zeigen. O

Satz 5.8.11 (Jordansche Normalform). Es sei V ein Vektorraum der Dimension n € N iiber einem
Korper K. Gegeben sei ein Endomorphismus ¢ € Endk(V), dessen charakteristisches Polynom
Py € K[X]iiber K in Linearfaktoren zerfdllt.@

Dann gibt es eine geordnete Basis B von V, sodass Mg g (¢) € K"*" die folgende Blockstruktur
hat:

an(/12)
A:=Mgg(p)=

Jn(Am)

Diese Darstellung heif3t Jordansche Normalform und ist eindeutig bis auf Permutation der Blocke.
Wenn alle Blocke Grofie 1 haben, ist die Jordansche Normalform eine Diagonalmatrix.

Eine Matrix in Jordanscher Normalform ist eine obere Dreiecksmatriaf>’]
Da sich jeder Jordan-Block zerlegen ldsst in oy (1;) = A jIlnj +Nnj, erhalten wir auch eine

30Djese Voraussetzung ist immer erfiillt, wenn K = C.
311nsofern ist dies eine stéirkere Aussage als Satz m
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5. Endomorphismen

Zerlegung der Matrix A als Summe einer Diagonalmatrix S und einer nilpotenten Matrix N:

Al]]-nl an

/l21n2 an

m

S N

Diese beiden Summanden kommutieren (NS = SN), weil dies in jedem Block gilt.

Insofern lasst sich also ¢ schreiben als Summe eines diagonalisierbaren und eines nilpotenten
Endomorphismus. Dies ermdoglicht eine effiziente Berechnung von hohen Potenzen der Matrix

(siehe Bemerkung[5.8.7).

Die Jordansche Normalform ist sehr hilfreich, zum Einen um hohe Potenzen von Matrizen
oder Endomorphismen zu berechnen; zum anderen, um zu entscheiden, ob zwei Matrizen dhn-
lich sind. Da die Jordansche Normalform eindeutig bis auf Permutation der Blocke ist, folgt
beispielsweise, dass die beiden folgenden Matrizen nicht dhnlich sind:

42 1 0 0 42 1 0 0
0 42 1 0 0 42 0 0
A1=19 o0 42 ol 4270 o 42 1
0 0 0 42 0 0 0 42

Beide Matrizen sind in Jordanscher Normalform, aber die Normalformen lassen sich nicht
durch Vertauschen der Blocke ineinander tiberfithren, da A einen Block der Grofle 3 und einen
der Grofle 1 hat, wihrend Ao zwei Blocke der Grofie 2 besitzt. Dies ist beeindruckend, da alle
Ahnlichkeitsinvarianten, die wir bis jetzt eingefiihrt hatten, fiir A; und Ay gleich sind: Beide
Matrizen haben die gleiche Determinante, die gleiche Spur, den gleichen Rang, das gleiche cha-
rakteristische Polynom. Beide haben nur den Eigenwert A = 42 und bei beiden Matrizen hat
A =42 die algebraische Vielfachheit 4 und die geometrische Vielfachheit 2. Trotzdem sind die
beiden Matrizen nicht dhnlich.

Der Beweis von Satz[5.8.11]ist sehr aufwéindig und wird hier in der Linearen Algebra I nicht
gefithrt werden. Dazu miissten wir noch viel mehr Konzepte und Definitionen einfithren. Wir
verweisen hierfiir auf die Veranstaltung ,Lineare Algebra II (fiir Mathematik)“.
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5.8. Nilpotente Endomorphismen und die Jordansche Normalform

Zusammenfassung von Abschnitt5.8]

(1) Eine Matrix heif3t nilpotent, wenn eine endliche Potenz der Matrix die Nullmatrix ist.
(2) Nilpotente Matrizen sind niemals diagonalierbar — auller der Nullmatrix selbst.

(3) Wenn eine Matrix trigonalisierbar ist, dann besitzt sie eine Jordansche Normalform, die
eindeutig ist bis auf Permutation der Jordan-Blécke.

(4) Fir diagonalierbare Matrizen ist die Jordan-Normalform gleich der Diagonalform.

(5) Jede trigonalisierbare Matrix lasst sich mit Hilfe der Jordan-Normalform als die Summe
einer diagonalierbaren und einer nilpotenten Matrix schreiben, sodass die beiden Summan-
den kommutieren. Dadurch ist es moglich, geschlossene Formeln fiir grofle Potenzen der
Matrix zu erhalten, selbst wenn die Matrix selbst nicht diagonalierbar ist.
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A. Anhang

A.1. Das griechische Alphabet

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
Tota
Kappa
Lambda
My

Ny

Xi
Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi
Chi

Psi
Omega

oder ¢

oder 0

oder ¢

E RNV T A DV I OMTT| 3R T BINO =™
DHEMBONNMYOQMUNZRER>RNR~OoOTUINEDED W

237



A. Anhang

A.2. Zusatzmaterial iiber endliche Korper

Im Skript und in der Vorlesung wurde angekiindigt, dass ,,spater” bewiesen wird, dass die An-
zahl der Elemente in einem endlichen Korper K immer eine Primzahlpotenz ist. Dann sind wir
leider doch nicht dazu gekommen. Deshalb holen wir den Beweis an dieser Stelle nach:

Der erste Schritt ist das folgende Lemma aus der elementaren Gruppentheorie, das eine Klas-
sifikation aller Untergruppen der Gruppe (Z, +) liefert:

Lemma A.2.1.
Fiir jede Untergruppe U < (Z,+) gilt: Es gibt genau ein m € Ny mit

U=mZ={xk|keZ)}.

Beweis. Die Eindeutigkeit von so einem m ist leicht zu sehen, wir beschrinken uns in diesem
Beweis auf die Existenz: Dazu betrachten wir die Menge U NnN.

1.Fall: U nN = ¢:
Wir setzen m := 0 und zeigen, dass U = 0Z = {0} gilt. Die Mengeninklusion ,2“ gilt einfach, weil
U eine Untergruppe ist und somit die Zahl 0 enthélt. Fiir die Richtung ,,.c“ sei u € U. Wir wollen
zeigen, dass u = 0. Falls u > 0, dann gilt: u € UnN = @, das kann nicht sein. Und falls u < 0, dann
ist —u € U (weil U eine Untergruppe ist) und somit ist —u € UnN = @, was auch ein Widerspruch
ist. Also muss u =0 sein.

2.Fall: U nN # @:
In diesem Fall ist U NN eine nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zahlen und hat somit ein
kleinstes Element, wir konnen also setzen:

m :=min(UNN)eN.

Die Behauptung ist nun, dass die gegebene Untergruppe U genau die Menge mZ ist, d.h. wir
behaupten:
mZ=U.

Es gibt zwei Inklusionen zu zeigen:

c“

Es sei x e mZ, d.h. x = mk mit k € Z. Falls k =0, dann ist x = 0 und somit ist x in U, denn U
enthilt als Untergruppe von (Z,+) natiirlich auch das Neutralelement, also die Zahl 0. Falls
keN,dannist x=mk=m+.---+m €U, weil m € U und U als Untergruppe abgeschlossen ist

k Summanden
unter der Gruppenoperation +. Falls £ € —N, dann ist x = —m(—k) und somit in U, weil U als

Untergruppe abgeschlossen unter Inversenbildung ist.

«
o
»= -

Es sei u € U. Dann gibt es nach Lemma [3.4.1| eine Darstellung von u als
u=mk+r

mit 2 € Z und r € {0,...,m — 1}. Wie oben sieht man ein, dass mk € U gilt. Wenn wir diese Glei-
chung nach r auflésen, erhalten wir:
r=u—mk

und somit gilt auch r € U, weil sowohl u als auch mk in U sind und U eine Untergruppe von
(Z,+) ist.
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A.2. Zusatzmaterial iiber endliche Korper

Falls nun r # 0, dann ist r eine natirliche Zahl und somit gilt » € U NN. Da m definiert ist als
das Minimum der Menge U NN, gilt somit m < r. Dies ist ein Widerspruch zu der Wahl von &
und r im obigen Lemma.

Es muss also r = 0 sein und damit ist u = mk € mZ. Das beendet den Beweis. O

Als nichstes untersuchen wir den sog. Primring, d.h. den kleinsten Unterring eines Ringes.
Wir werden sehen, dass so ein Primring immer existiert, dass man ihn schreiben kann als das
Bild von einem Ring-Homomorphismus, und dass er immer isomorph ist zu Z/mZ fiir ein m € Ny,
was dann die Charakteristik genannt wird.

Lemma A.2.2.
Es sei R ein Ring. Dann gibt es genau einen Ring-Homomorphismus

¢r:Z—R.

Der Kern von ¢ ist eine additive Untergruppe von (Z,+) und somit — nach Lemma [A.2.1]- von
der Form mZ.

Das Bild Bild(gg) ist der kleinste Unterring von R, genannt der Primring von R.

Die Zahl m € Ny heift die Charakteristik des Ringes.

Weiter gilt: Die Abbildung

¢r :Z/mZ — Bild(gr), [kln— ¢r(k)
ist ein Ring-Isomorphismus. Jeder Primring ist somit isomorph zu einem Ring der Form Z/mZ.

Beweis. Wir definieren

¢r(0) =0g;
¢or(k)=1g+---+1p furk >0
[ ——
k Summanden

und ¢r(k) =—@r(-k) fir k <0.

Man iberpriift schnell, dass dies ein Ring-Homomorphismus ist und dass es keinen anderen
Ring-Homomorphismus von Z nach R geben kann.

Das Bild eines Ring-Homomorphismus ist ein Unterring. Jedes Element im Bild ist eine Sum-
me oder eine Differenz vom Eins-Element des Ringes. Somit enthélt jeder Unterring von R den
Unterring Bild(¢gr), und folglich ist Bild(¢g) der kleinste Unterring von R. Der Kern ker(¢pr) ist
beziiglich der Addition eine Untergruppe von Z, also von der Form mZ mit einem eindeutigen
m € Np.

Die Abbildung

@R :Z/mZ — Bild(gr), [klm — @r(k)

ist wohldefiniert, denn falls [%£],, = [],, gilt, dann folgt daraus, dass [k—1],, =0,d.h. k-l emZ =
ker(pg), also ist

pr(R) = pr().

Die Eigenschaft, ein Ring-Homomorphismus zu sein, folgt nun direkt. Injektiv ist die Abbildung,
weil wir gerade genau den Kern herausfaktorisiert haben und die Surjektivitat folgt daraus,
dass das Bild von ¢g gleich dem von ¢p ist. O
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A. Anhang

Beispiel A.2.3 (Charakteristiken von Ringen). Hier einige interessante Informationen iber
die Charakteristik — diese sind aber fiir den eigentlichen Beweis nicht notwendig:

* Der Ring Z ist isomorph zu Z/0Z und hat somit Charakteristik 0.

¢ Wenn R ein Unterring von S ist, dann haben R und S die gleiche Charakteristik. Damit
folgt aus Z< Q SR < C, dass alle diese Ringe auch Charakteristik 0 haben.

® Der Ring Z/mZ hat immer Charakteristik m, insbesondere hat also Fo Charakteristik 2.

® Der Korper 4 enthilt Fo als Unterring, also hat F4 auch Charakteristik 2 (und nicht etwa
4, wie man denken konnte!).

* Der Matrizenring K™*™ iiber einem Korper K hat immer dieselbe Charakteristik wie der
Korper K.

¢ Der Polynomring K[X] iiber einem Korper K enthilt K als Unterring und hat somit die-
selbe Charakteristik wie K. Beispielsweise hat F2[X] Charakteristik 2. Es gibt also auch
unendliche Ringe mit Charakteristik 2.

¢ Das kartesische Produkt (Z/47) x (Z/67) mit komponentenweiser Addition und Multipli-
kation ist ein Beispiel fiir einen Ring mit Charakteristik 12 (einfache Ubungsaufgabe).

¢ Ein Ring hat genau dann Charakteristik 1, wenn er isomorph zum Nullring {0} ist.

¢ Ein Ring, der nicht isomorph zum Nullring ist, hat genau dann Charakteristik 2, wenn
1+1=0 gilt.

Lemma A.24.
Es sei L ein Korper. Dann ist die Charakteristik entweder 0 oder eine Primzahl.

Beweis. Es sei m € Ny die Charakteristik von L und es sei Ry der Primring des Korpers L. Da
der Korper L nullteilerfrei ist und 1 # 0 ist, gilt dies auch fiir jeden Unterring von L. Also gilt:
Im Ring Ry ist das Einselement ungleich dem Nullelement und R ist nullteilerfrei.

Wir haben aber gesehen, dass der Primring R isomorph ist zu Z/mZ.

Falls m =1, dann gilt |Ry| =|Z/mZ| = 1, also muss 1 = 0 sein. Also kann m nicht 1 sein.

Falls m € N mit einer Zerlegung m =r-s mit r,s e N und r,s > 1, dann ist der Ring Ry = Z/m7Z
nicht nullteilerfrei, da in Z/mZ gilt [r],, - [s], = [cln = [0]5.

Folglich bleiben nur die Falle, dass m entweder 0 oder eine Primzahl ist. O

Nun kénnen wir dies zusammensetzen zu dem folgenden Satz:

Satz A.2.5.
Es sei L ein endlicher Korper. Dann gibt es eine Primzahl p und ein k € N mit

IL| = p*.

Beweis. Es sei Rg der Primring von L und es sei m € Ny die Charakteristik von .. Nach Lemma
IA.2.4]ist sie entweder 0 oder eine Primzahl. Falls m =0, dann ist der Primring R isomorph zu
Z/0Z. Dies ist aber isomorph zum Ring der ganzen Zahlen Z. Also enthilt der Korper L einen
Unterring, der isomorph ist zu Z. Dies ist aber nicht méglich, weil Z unendlich viele Elemente
hat, aber L als endlich angenommen wurde. Also ist p := m eine Primzahl.
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A.2. Zusatzmaterial iiber endliche Korper

Der Primring R ist somit isomorph zu Z/pZ, also sogar ein Kérper. Somit ist L eine Kor-
pererweiterung von Z/pZ. Jede Korpererweiterung von Z/pZ ist insbesondere ein Vektorraum
tber Z/pZ. Da L nur endlich viele Elemente besitzt, gibt es also ein endliches Erzeugenden-
system und L ist somit endlich dimensional iiber Z/pZ. Also konnen wir eine (endliche!) Basis
B auswéhlen. Wir setzen k := dimz/,7(L) = |B|. Mit Hilfe dieser Basis erhalten wir einen Iso-
morphismus ¥ : L — (Z/pZ)*. Dies ist ein Isomorphismus als Z/pZ-Vektorraum. Insbesondere
ist ¥ eine Bijektion, was heifit, dass L genau so viele Elemente hat wie der Raum (Z/pZ)* der
Spaltenvektoren mit Eintriagen in Z/pZ. Also gilt:

L = |@p2)|=p*. O

Somit haben wir gezeigt, dass die Anzahl der Elemente in einem endlichen Koérper immer
eine Primzahlpotenz ist und das Kernargument war dabei, dass jeder endlich erzeugte Vektor-
raum eine Basis besitzt. Nun wissen wir insbesondere, dass es keinen Korper mit 6 oder mit 10
Elementen geben kann.

Es gibt iiber endliche Korper allerdings noch mehr zu sagen: Man kann zeigen, dass es zu
jeder Primzahlpotenz ¢ = p* immer auch einen Korper 4 gibt, der genau g Elemente ha Und
mehr noch: Dieser Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig. Es sind also zwei endliche Kérper
genau dann isomorph, wenn sie gleich viele Elemente haben. Eine solche Aussage ist fiir andere
algebraische Strukturen falsch. Ringe oder Gruppen miissen noch lange nicht isomorph sein,
nur weil sie gleich viele Elemente haben (Z/4Z und F4 sind beides Ringe mit 4 Elementen).

Der Beweis dieses Klassifikationssatzes von endlichen Korpern verwendet meistens Galois-
Theorie und geht weit iiber die lineare Algebra hinaus.

nsbesondere gibt es also zu jeder Zweierpotenz einen endlichen Kérper der Charakteristik 2. Diese Kérper spielen
in der Kryptographie eine wichtige Rolle.
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