Richard Gebauer Lineare Algebra Stand: 6. Mérz 2014

LINEARE ALGEBRA - ZUSAMMENFASSUNG

Diese Zusammenfassung erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit oder Korrektheit.
Teilweise wurden Erkldrungen der Variablen o.4. aus Platzgriinden weggelassen. (z.B. a,b € G, Vz € X 0.4.)
Solltet ihr Fehler finden oder Ergédnzungen haben, teilt sie mir bitte mit: richard.gebauer@student.kit.edu

1 Lineare Algebra I

1.1 Abbildungen

f:X =Y, 2~ f(x) mit Definitionsbereich X und Wertebereich Y
Bild von A C X: f(A) = {f(z)|x € A}, Urbild von B C Y: f~1(B) = {z € X|f(z) € B}
Komposition (von f: X =Y und g: Y = Z): go f: X = Z,z — g(f(z))
Injektivitét: Vaq, 20 € X, 21 # 20 = f(21) # f(x2)
Surjektivitit: f(X) =Y bzw. VyeY :Jx e X : f(z) =y
f bijektiv: Umkehrabbildung f~:Y — X, f(z) — z
Einschrankung von f auf A C X: fl4: A =Y, 2 f(z)

} Bijektivitit

1.2 Aquivalenzrelation (Def. 1.12)

Relation ~ ist reflexiv (z ~ x), symmetrisch (z ~ y = y ~ x) und transitiv (z ~y und y ~ 2z = x ~ 2)
Aquivalenzklasse von z € X: [z] := {y € X[y ~ z}, x heifit Représentant oder Vertreter von [z]
Quotientenmenge von X nach ~: X, := {[z]|z € X} (Menge der Aquivalenzklassen)

(kanonische) Projektion 7 : X — X .,z — [z] (gibt zu jedem z € X die Aquivalenzklasse an)

Zerlegung einer Menge X: paarweise disjunkte Menge nicht-leerer Teilmengen von X und die Vereinigung
aller Teilmengen ist ganz X

1.3 Gruppen (Def. 2.1)

Menge G mit (auf G) abgeschlossener und wohldefinierter Verkniipfung - ist eine Gruppe (G, -) wenn gilt:
Assoziativitiit: (a-b)-c=a- (b-c), neutr. Elem.: e-a =a-e=a, inv. Elem.: a-a~!
Gruppe heifit kommutativ oder abelsch wenn a-b="5-a

=al.a=c¢

Erzeuger (Def. 2.6) S C G erzeugt die Gruppe G wenn gilt: jedes Element in G lisst sich als Produkt
von Elementen in S U S~1 schreiben (S71 := {s71|s € S})

Untergruppe (Def. 2.9) H CG, G Gruppe: he H=h'€H ; ghc H=g-heH ; ec H

Linksnebenklasse (Def. 2.12) von Untergruppe H C G unter g € G: gH := {gh|h € H} (Hg entspr.)
Quotient von G nach H: G g := Gy = {gH|g € G} (Menge der Linksnebenklassen, Zerlegung von G)
Untergruppe H C G heit Normalteiler wenn Vg € G : H = g~ 'Hg := {gthg|h € H}

1.4 (Gruppen-)Homomorphismus (Def. 2.7)

Abbildung f : G — G’ zwischen zwei Gruppen (G, ), (G',*) und Yg,h € G : f(g-h) = f(g) * f(h)
Endomorphismus: Homomorphismus G — G, Isomorphismus: bijektiver Homomorphismus G Ny
Automorphismus: Isomorphismus G — G

Kern eines Homomorphismus(f : G — H): ker(f) :== f~'({en}) = {9 € G|f(9) = en}

ker(f) C H und f(G) C H sind Untergruppen ; trivialer Kern: ker(f) = e¢ <= f injektiv

1.5 Symmetrische Gruppe S, (Def. 2.5)

Sy = Bij({1,...n},{1,...n}) ={f : {1,...n} = {1,...n}| £ bij. Abb. }, Elem. 0 € S, heifit Permutation
Transposition 7(ij) vertauscht die zwei Zahlen ¢ und j, ldsst den Rest unveréindert
Fehlstandszahl von o € S,,: a(o) := |{(i,5) € {1,...n}? Fehlstand }| mit Fehlstand: i < j A (i) > o(4)
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Signum sign : S,, — {1, —1},0 + (=1)%() ist ein Gruppenhomomorphismus
Alternierende Gruppe: A,, := ker(sign : S, — {1, —1}) = {0 € S, |sign(c) = 1}

1.6 Ring (Def. 2.24)

Menge R, zwei Verkniipfungen (wohldefiniert und abgeschlossen) 4+ (Addition), - (Multiplikation)

(R, +) abelsche Gruppe, - assoziativ & NE, distributiv: z- (y+2) = z-y+z-zund (z+y)- 2 =z-24+y-z
Ring heifit kommutativ, wenn - kommutativ

a,b € R\ {0} sind Nullteiler, wenn a - b = 0; hat R keine Nullteiler, heifit R nullteilerfrei

0 ,falls Vn e N:n-1r # 0g

min{n € N|n-1g =0} , sonst

Charakteristik von R: char(R) := {

Polynom in einer Unbestimmten X: p =ag + a1 X + ...+ a, X™ mit Koeffizienten a; € R
Grad von p: Grad(p) := min{n € N | Vk > n : a;, = 0}, Polynomring R[X] := {Polynome in X iiber R}
1.7 Korper (Def. 2.33)

Ring (K,+,-) und (K \ {0},") ist abelsche Gruppe
Fy :=Z,,7 ist ein Korper, wenn p eine Primzahl ist

1.8 (K-)Vektorrdume (Def. 3.1)

Korper K, Menge V mit (abgeschl. und wohldef.) Addition + und skalarer Multiplikation -, sodass gilt:
(V,+) abelsche Gruppe, (a+8)-v=a-v+5-v, a-(f-v)=(a-8) v, lg-v=v
Vektoren v € V, Skalare @ € K, Nullvektor 0 (NE von (V,+)), Nullraum/trivialer VR V := 0

(K-)Untervektorraum (nichtleere Teilmenge) U CV:a € K;v,w e U= a-veU,v+weU

Quotientenraum (Def. 3.8) / Faktorraum von V nach U: Quotientengruppe V) bzgl. der Addition
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