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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Gegeben sei die reelle Matrix

𝐴 ∶=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 1 3 0 −1
0 1 2 −1 0 2
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Bestimmen Sie die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems 𝐴𝑥 = 0. Für welche 𝑏 ∈ ℝ5 ist 𝐴𝑥 = 𝑏 lösbar?

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei 𝑅 ein Ring und 𝑝 ∈ ℕ. Weiter sei 𝐴 = ∑u�−1

u�=1 𝐸u�,u�+1 ∈ 𝑅u�×u�.

(a) Schreiben Sie 𝐴 für 𝑝 = 2, 3 und 4 aus. Skizzieren Sie 𝐴 für größere Werte von 𝑝.

(b) Berechnen Sie 𝐴u� für alle 𝑘 ∈ ℕ.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien 𝑅 ein Ring mit 1 ≠ 0 und 𝑝 ∈ ℕ. Für eine Permutation 𝜎 ∈ 𝑆u� definieren wir durch

𝑀(𝜎)(𝑖, 𝑗) = {
1 falls 𝑖 = 𝜎(𝑗),
0 sonst.

eine Matrix 𝑀(𝜎) ∈ 𝑅u�×u�.

(a) Es sei 𝜏 die Transposition 𝜏 = (𝑖 𝑗) ∈ 𝑆u�. Zeigen Sie, dass 𝑀(𝜏) = 𝑉u�,u�, wobei 𝑉u�,u� die Vertauschungsmatrix
aus der Vorlesung ist.

(b) Zeigen Sie, dass 𝑀(𝜎) = ∑u�
u�=1 𝐸u�(u�),u�.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung 𝜎 ↦ 𝑀(𝜎) ein injektiver Gruppenhomomorphismus 𝑀 ∶ 𝑆u� → GLu�(𝑅) ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑑 ∈ ℕ, 𝜆 ∈ 𝐾 und 𝑓(𝑋) = 𝑋u� + ∑u�−1

u�=0 𝑎u�𝑋u� ∈ 𝐾[𝑋]. Weiter sei 𝐵 die Matrix 𝐵 ∈ 𝐾u�×u�

mit

𝐵(𝑖, 𝑗) =
⎧{
⎨{⎩

1 falls 𝑗 = 𝑖 + 1 und 𝑖 < 𝑑
−𝑎u�−1 falls 𝑖 = 𝑑,
0 sonst.

Zeigen Sie, dass die Gleichung 𝐵 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 genau dann eine Lösung 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐾u� besitzt, falls 𝑓(𝜆) = 0.
Hinweis: Es ist nicht nötig, das Gleichungssystem 𝐵 ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 durch Zeilenumformungen zu lösen.

Abgabe bis spätestens Montag, den 14. 12. 2015, um 13:00 Uhr. Werfen Sie Ihre Lösungsvorschläge in die gelben
Einwurfkästen im Foyer von Gebäude 20.30. Abgabe zu zweit ist möglich und erwünscht. Bitte geben Sie Ihren
Namen, Matrikelnummer und die Nummer Ihres Tutoriums an!


