Institut fiir Algebra und Geometrie
Prof. Dr. Claus-Giinther Schmidt
PD Dr. Stefan Kiihnlein

Karlsruher Institut fur Technologie Dr. Jingwei Zhao, Tobias Columbus

Lineare Algebra und Analytische Geometrie I
Ubungsblatt 11

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei B = {e;,e5} die Standardbasis des R2. Fiir einen Vektor u = uje; + ugeq mit u? +u3 = 1
definieren wir die lineare Abbildung s,, durch lineare Fortsetzung der Vorschrift

u? —u? 2uqu
su(ep) = ( ! 2) und s, (eq) = ( 2 ! 22)-

Ug —uy

(a) Uberzeugen Sie sich anhand einer Skizze davon, dass die Abbildung s,, die Spiegelung an der
Geraden {Au | A € R} ist.

Es seien nun a € R und u = cos(a/2) e; + sin(a/2) ey.

b) Zeigen Sie, dass es einen Vektor v = vye; + vyeq € R? mit v3 +v2 = 1 gibt, so dass s, o s,, bzgl.
1*1 2%2 1 2 v u
der Standardbasis B des R? die Darstellungsmatrix

Dp p(sy08,) = <COS(a) —sin(a))

sin(a)  cos(a)
besitzt. Interpretieren Sie Thr Ergebnis geometrisch.

Hinweis: Sie diirfen die Additionstheoreme aus Aufgabe 4 auf Blatt 5 wieder ohne Beweis benutzen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien M, = R?*2 der reelle Vektorraum der 2 x 2-Matrizen mit Eintrigen aus R, sowie X € M,
und E = {F; 1, 5,5 1,5 5} die Basis von M, aus Elementarmatrizen. Weiter seien

Z2::{(3 g\) ’)\G[R} und 52:={<CCL Z)EM2’a+d=0}.

(a) Die Abbildung kx: My — My, Y = XY — Y X, linear ist und bestimmen Sie die Darstellungs-
matrix Dp p(kx) von kx beziiglich der Basis E.

Zeigen Sie:

(b) X kommutiert genau dann mit allen Y € M,, d.h. XY =Y X, wenn X € Z,.
(€) Sy = {XY —YX|X,Y € M,}.

Bitte wenden!



Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ®: V' — V eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen aquivalent sind:

(i) Es gibt eine aufsteigende Kette
von Untervektorrdumen von V, so dass dimU; = 1 + dimU,_; und ®(U;) C U, fir alle i €

{1,...,n}.

(ii) Es gibt eine Basis B = {b,...,b,,} von V, so dass die Darstellungsmatrix D g(®) = (d; ;)1<;, j<n
von ¢ bzgl. B eine obere Dreiecksmatrix ist, d.h. d; ; =0 fir ¢ > j.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Weiter bezeichne p: V' — V /U die kanonische Projektion. Zeigen Sie:

(a) p*: (V/U)* — V* ist injektiv.
(b) Bild(p*) ={A € V* | A|;; = 0}.
(¢) V*/Bild(p*) = U*.
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