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1 Lineare Abbildungen und Abbildungsmatrizen

Aufgabe 1.1
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑈, 𝑉 , 𝑊 Vektorräume über 𝐾 und Φ∶ 𝑈 → 𝑉 , Ψ∶ 𝑉 → 𝑊 lineare Abbildungen. Zeigen
Sie:

(a) Ist Ψ ∘ Φ surjektiv, so existiert zu jedem 𝑣 ∈ 𝑉 ein 𝑢 ∈ 𝑈 mit Ψ(𝑣) = (Ψ ∘ Φ)(𝑢).
(b) Ist Ψ ∘ Φ ein Isomorphismus, so gilt 𝑉 = Bild Φ ⊕ Kern Ψ.

Aufgabe 1.2
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑉 ein 𝑛-dimensionaler 𝐾-Vektorraum und Φ ein Endomorphismus von 𝑉 .

(a) Zeigen Sie: Besitzt Φ bezüglich jeder Basis von 𝑉 dieselbe Abbildungsmatrix, so gibt es ein 𝑐 ∈ 𝐾 mit
Φ = 𝑐 ⋅ idu� .

(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass eine Matrix 𝐴 ∈ 𝐾u�×u�, die mit allen Matrizen 𝐵 ∈ 𝐾u�×u� vertauschbar ist,
d. h. 𝐴 ⋅ 𝐵 = 𝐵 ⋅ 𝐴 erfüllt, von der Form 𝐴 = 𝑐 ⋅ 𝐼u� für ein 𝑐 ∈ 𝐾 ist.

2 Determinanten
Aufgabe 2.1
Für 𝑛 ∈ ℕ sei 𝐴u� = (𝑎u�,u�)1≤u�,u�≤u� ∈ ℚu�×u� durch

𝑎u�,u� =
⎧{
⎨{⎩

(−1)u�−1(2𝑖 − 1) falls 𝑗 = 1,
1 falls 𝑗 > 1 und 𝑗 = 𝑖 oder 𝑗 = 𝑖 + 1,
0 sonst

definiert.

(a) Geben Sie 𝐴1, 𝐴2 und 𝐴3 explizit an und berechnen Sie det(𝐴1), det(𝐴2) und det(𝐴3).
(b) Berechnen Sie det(𝐴u�).

Aufgabe 2.2
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑛 ≥ 1 und 𝑥1, … , 𝑥u� ∈ 𝐾. Weiter sei 𝑉 = (𝜈u�,u�)1≤u�,u�≤u� ∈ 𝐾u�×u� die sogenannte
Vandermonde-Matrix mit 𝜈u�,u� = 𝑥u�−1

u� . Zeigen Sie, dass

det(𝑉 ) = ∏
u�<u�

(𝑥u� − 𝑥u�).

3 Faktorräume
Aufgabe 3.1
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑉 ein endlich-dimensionaler 𝐾-Vektorraum, Φ ein Endomorphismus von 𝑉 und 𝑈 ⊆ 𝑉
ein Φ-invarianter Untervektorraum mit Basis 𝑢1, … , 𝑢u�. Wir erweitern die Basis 𝑢1, … , 𝑢u� zu einer Basis
𝐵 = (𝑢1, … , 𝑢u�, 𝑣1, … , 𝑣u�) von 𝑉 und betrachten die Darstellungsmatrix 𝐷u�,u�(Φ) = (𝑎u�,u�)1≤u�,u�≤u�+u� von Φ
bzgl. 𝐵. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung Φ∶ 𝑉 / 𝑈 → 𝑉 / 𝑈 , 𝑣 ↦ Φ(𝑣) ist ein wohldefinierter Endomorphismus von 𝑉 / 𝑈 .
(b) Die Abbildungsmatrix von Φ bzgl. der Basis 𝐵 = (𝑣1, … , 𝑣u�) hat die Gestalt 𝐷u�,u�(Φ) = (𝑎u�,u�)u�+1≤u�,u�≤u�+u�.



4 Dualräume
Aufgabe 4.1
Es seien 𝐾 ein Körper und 𝑉 , 𝑊 zwei endlich-dimensionale 𝐾-Vektorräume. Weiter seien (𝑤1, … , 𝑤u�) eine Basis
von 𝑊 und 𝜆1, … , 𝜆u� ∈ 𝑉 ∗. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung Φ∶ 𝑉 → 𝑊 mit

Φ(𝑣) =
u�

∑
u�=1

𝜆u�(𝑣) ⋅ 𝑤u�

ist ein Homomorphismus von 𝐾-Vektorräumen.

(b) Kern(Φ) =
u�

⋂
u�=1

Kern(𝜆u�).

(c) Ist (𝑤∗
1, … , 𝑤∗

u�) die zu (𝑤1, … , 𝑤u�) duale Basis von 𝑊 , so ist Φ∗(𝑤∗
u� ) = 𝜆u�.

(d) Für jede lineare Abbildung Φ∶ 𝑉 → 𝑊 gibt es Linearformen 𝜆1, … , 𝜆u�, so dass

Φ(𝑣) =
u�

∑
u�=1

𝜆u�(𝑣) ⋅ 𝑤u�.

Aufgabe 4.2
Es seien 𝐾 ein Körper und 𝑉 ein 𝐾-Vektorraum. Für einen Untervektorraum 𝑈 ⊆ 𝑉 definieren wir 𝑈⟂ ⊆ 𝑉 ∗

durch
𝑈⟂ = {𝜆 ∈ 𝑉 ∗ ∣ 𝜆(𝑢) = 0 für alle 𝑢 ∈ 𝑈}.

(a) Zeigen Sie, dass (𝑈1 + 𝑈2)⟂ = 𝑈⟂
1 ∩ 𝑈⟂

2 für alle Untervektorräume 𝑈1, 𝑈2 ⊆ 𝑉 .
(b) Zeigen Sie, dass (𝑈1 ∩ 𝑈2)⟂ = 𝑈⟂

1 + 𝑈⟂
2 für alle Untervektorräume 𝑈1, 𝑈2 ⊆ 𝑉 .

5 Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Aufgabe 5.1
Gegeben sei die reelle Matrix

𝐴 = ⎛⎜
⎝

3 0 0
1 2 2
1 0 4

⎞⎟
⎠

.

(a) Zeigen Sie, dass 𝐴 ähnlich zu einer Diagonalmatrix 𝐷 ist und bestimmen Sie 𝐷.
(b) Bestimmen Sie eine Matrix 𝑇 mit 𝐷 = 𝑇 −1𝐴𝑇 .

Aufgabe 5.2
Gegeben sei die reelle Matrix

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝛼 𝛼 4 −2
0 0 −1 −1
0 −𝛼 2𝛼 1
0 𝛼 −𝛼 𝛼 − 1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

mit 𝛼 ∈ ℝ.

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von 𝐴.
(b) Für welche 𝛼 ∈ ℝ ist der Vektor

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

2
0
1

−1

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

Eigenvektor von 𝐴? Geben Sie den zugehörigen Eigenwert an.
(c) Für welche 𝛼 ∈ ℝ ist 𝐴 diagonalisierbar?

Wir wünschen Ihnen schöne und erholsame Semesterferien!


