Shogt 07

Aufgabe 1 (10 Punkte)
a) Sei K ein Korper und n € IN. Die Menge K" wird jetzt mit folgender Addition und

Multiplikation verkniinpft:
+: K" x K" — K" - K" x K" — K"

X1 n X1+ X1 n X1+ Y1
N Rl A : ; ;
Xn Yn Xn+ Yn Xn Yn Xn * Yn
Zeigen Sie, dass K" beziiglich obiger Addition und Multiplikation genau dann ein

Korper ist, wenn n = 1 gilt.
Peh. n=4 = K" ein k‘érpe/r
Bew.
= : Esg ‘Folﬁ'k oS knzk-

& Panchme, doss n>]. Seion 0 dos Nullelmone wd 1 s
Einseloment. von K. Do (K" +.:) ein Koper ist, silt

VXe k"\{(ﬁ)} , axtek” x-x*:G) .
Cei X= (40) Down X € k"\{(:)} aber s sibt kein x1. b

b) Seien a,b € R. Beweisen Sie, dass {(x,v,z) € R®|z = ax + by} mit der Addition +
gegeben durch

(xy,2) + (Y, 2) = (x+ 4,y +y,2+7)

und der Skalarmultiplikation - gegeben durch
d-(x,y,z):= (dx,dy,dz)

ein R-Vektorraum ist.

Cei \V:= ;_O('jl 2)E R; | 2=0x+ bj_} .
V isk unter dor Aldition und der Shelormudtiplikotion seschlosson
(V. +) ist eine obelsche Groppe. .
Va.meR , YuveV:
A k= u 2 (mew) =@m) u
(At ) U= ARt M A-(WiV) = Ak + AV

Zu 2eisen ¢



Aufgabe 2
Sei K ein Koérper und F C K ein Korper beziiglich der gleichen Verkniipfungen.

a) Zeigen Sie, dass K ein F-Vektorraum ist.

Trivied . Alle Elymsolwfwv\ folsen oms dor Toasache doss K
ein Kirper sk wid Fe K.

b) Stimmt es immer, dass F ein K-Vektorraum ist?

/\Jem. (& 15t kQM R’ \/le-l?or’r’mm p ule,il Jiz élmlw{mbcif)lika’dm
ﬂicl\'& WoM—ollfinid-t.

c) Beweisen Sie, dass die Vektoren 1, V2, v/3 des Q-Vektorraums R linear unabhingig

sind.

Ceien o/ b.ce@Q mt cd+bidx +cfT =9
2w 2eisen : a=b=C=
Fd 1: b=c=0
= =9
Bldla: b=0, c#9
= 2--T¢R 4

= 5=-2t0%
F,,Mq' b.c#0
= b{z +cd7 €Q

= bele e
=2 ffeR §



Aufgabe 3 (10 Punkte)
Seien (K, +, -) ein Korper und Abb(K, K) die Menge aller Abbildungen f : K — K.

a) Zeigen Sie, dass Abb(KK,K) mit der Verkniinpfung + : Abb(K,K) x Abb(K, K) —
Abb(K, K) gegeben durch

(f +8)(x) := f(x) + g(x) fur alle x € K
und der Skalarmultiplikation - : K x Abb(K, K) — Abb(K, K) gegeben durch
(a-f)(x):=a-f(x) fur alle x € K

ein K-Vektoraum ist.

Gei \/:= Abbk. k).
2w 2eisen : V st anter doy Addition wnd der Chelorimudtiplilotion  seshlossen
(V. 4) ist eine okelche Gruppe .
Vva.meK , v€. 8 ¢eV:
1-€=¢ A m-) = @om) €
At €= Af +pef A (f+8) = A + 15

trivial
Assozickiv %X Kommwtodiv : V€. % heV. ¥ xeK:

(§+2)+h) o) = F+ )+ hao
€0 + 599 + hw)

€+ (B+h)w)
:({-\--I- (}+L\)) ¢X)
= (f+2)+th = €+ (3+h)

(§+2) vy = oo+ 80x) = S0+ fex) = (B4
= $ts =2+¢

N

N%{'YO\{: éei e: "(——) k , XK+ Qo():_-o
Es silt eeV und vfeV: fre=erf=¢

Inverse: v feV., a-¢: koK, x> Dw:=-n
= -feV wd €+ =chHr+{=¢



va.meK , v&. 8¢V, v¥xeK:
=€) = I¢=¢
o () ) = Aapmefex) = (e fox) =((7L-/\A)-€) (x)
= npmfr=@am ¢
((Atp)- €)= @em- €0 = o) + pofor) = Af) o0 + (oo
= (rtm)- €= Af+tmf
(A ($49) 0 = A (F£2D) = A- () +. S
= Afcx} + ASX)
=€) )+ (A2) %)

= A (§+8)= A { + A5

b) Fiir jedes a € IR sei eine Abbildung f,: R — R gegeben durch

(x—a)® fallsx < g,

sonst.

Zeigen Sie, dass die Vektoren (f;),cr des R-Vektorraums Abb(IR, R) linear unabhédngig
sind.

2w 2eigem : Jede endlichs Teilmepse won {fa | aéR} it Jinooy
unobhsngic,

Cei {00, ... €} eine lelichise endlihe Teibmonse mit

0U< Go < B3< ... <Ok .
gei?ﬁ’\ hd/ e 4 7\-K c R 600!065

Far xef0x1. 0) ﬁil& %-Aifm(x) = hkfa,‘Lx)
= Ak (2(—0*)3 =9
= Ae={
ELQY\SO {-\«'/\r X € [Qwa. Ok-1) &il{



3 k-4
%mfmw = %zafa;cx)
i= i=
- hk—4 f@K% (X)
= Xt (K- Oet)’ =
= Ak-{ =9

\Ne.i’w/ %9 @»’t\al&ﬂd\ wir u=... =Ak=9
— {VP&M, ceey, QCG*_} l5‘t /tlf\ﬂw WO-LLD\@L&

Aufgabe 4

Sei A € R™*7 eine Matrix mit n > 5, deren reduzierte Normform die folgende ist

0 00O0O0O

Seien a7, ay, ..., ay die Spaltenvektoren der Matrix A. Listen Sie alle 3-elementigen Teilmen-
gen von {az, ay, ..., az} auf, die linear unabhingig sind.

(%?J'\ Vie elzmw{—wr’e Ofm’o«&imw &na(m’n o(ie B.'mm A‘a‘\@&k&k
det Spoleenvekioon nidit

Sem.
ée',w A:: ‘ ‘ Xn wno( @::(l ‘ l km,m’

X1 Ky + - Yi %o - Ya | €

|| o
wobei & owms A a(MYoL\ a(ie Opef/a{:ion Rp=ol Zp+P2q  erhodten wird .

Zu zzﬁm V 19{4'-""‘3 : (Xk)kel U"\O( Cﬂk)ke]. kabgy\ Aiegglbg j,i,\we
Pbhéngiskaik .
= : /—\nnc.ln»'\l , dass %MX& =9
= | -Iél(_h cees M}\{P} %24‘ Qi 7—%%# biK =
wnd = Ak bpk = %ﬂ.k (kO +9Mk)= d%hafn +Pkﬁe;__l|<04g =9

k€L



—_— %7\&3\‘ =9
& : PAmohme, doss = eYe=9

= Jielt. .. m\[p]: e bix = = Melix =0
wnd %’-l‘brk = ZS7 e (kOpk +Bogi) = o 2P Opr Ak =9

- M —
= %MOW = —a"‘%’_—?\-kb'k )

= = MK =0 _

2 {0\4' /S8 0.9}
{&4, Ay, 0\6}

{0\1: A3, 0‘9‘)
% (G G, 0\{:}



