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Sei A die Übergangsmatrix von In nach 32

Da
21 = -2 . B1 + 2 .Bz + 1 .B + 1 .B4
22 = 0 . Bi + 1 . Bz + (- 1) . Ba + 0 . B+

23 = (1) . 11 + 0 . Bz + 1 . Ba + 1 . B4
24 = 0 . Bi + 0 . Bz + 1 . B + 2 .B

21 22 23 24

=> B1-2 3 -12

B2 2 197

-11 1

Bi 11 I

=> A =(2)
Nach Satz 7 . 19 ist

A1 = -2 so19 2( ")1 Da 2

1 11 D

die Übergangsmatrix von Be nach 31.



B1 =EA
B =[3

32 =E
(1) 821(21) = (1 , 1 , 0 , 0

831(42) = (3 . 1 . 3 , 0

831(42) = (1 , 1 , 1 , 8)
fa((+) = (1 . 1 . 1 , 1)

(2) 88(41) = (1 , 0 , - 1 , 1)

833242) = (0 , 1 . - 1 . 3)

832(43) = (1 . - 1 , 1 , 8)



832(24) = (1 , - 1 , 1 , 1)

(3) 80(B1) = (1 . 1 , - 1 , 8)

80(B) = (1 ,
- 1 , 0 , 8)

8332B3) = (1 .
- 1 , 8 . 3)

85(B+ ) = (1 , 0 , 1 ,
-1)

(4) B1 = - 21 + 2xz +xy + 24

=>fon B1) = 1 - 1 , 2 , 1 , 1)

Bz = 22 + 24

=> 831(B) = (3 . 1 . 3 . 1)

Ba = 24

=> 831(82) = (1 , 1 , 0 , 1)

B+ = - 21 + 222 + 223
=> fa(+ ) = ( - 1 , 2 , 2 , e)

Und die Übergangsmatrix von Be nach B1

- 1 ID - 1
2

ist
A = (a S2

11 D

(5) Da die Übergangsmatrix von Be nach B2

IA =(P 1



ist , gilt dann

8bz(21) = ( -2 . 2 , 0 , 1)

832(42) = (1 , 1 , - 1 . e)

82(43) = ( - 1 - 1 , 1 , 1)
882(44) = (0 , 1 , 1 , 0)

=>

Annahme , dass dimcVs =n .

Wir zeigen zuerst dass V Unterräumen U .W-V :

UEW = dim(U) < dimeV

Sei EU eine Basis von U ,
nämlich ,

dimcus= 13.
Falls & eine maximale lineare unabliangise Teilmenge

von Wist , ist 8 also eine Basis von W ,
d
.
h.

u=Wh
Deshalb EBEW sodass 348 und linear unabhängig
ist , d . h . dim (W) = 131 > 131 = dimCU) .



Sei jetzt (U , ..., Um) eine echte Fahre .

Dann haben wir

= dimcUe) < dim (Ue) < dim (Un) < ... < dim (Um) In

=> man

Außerdem sei b, ..., bu] eine Basis von V . Dann

ist (Ue , ..., Un) mit He= Ge] und

Ui = Span (b.. ..., bi) für alle 1zizn

eine echte Fahne der Länge n

E . Zuerst stellen wir fest , dass V endlichdimensional
sein muss . Andernfalls können wir mit derobigen Konstruktion

eine unendlich lange Fahre erhalten. (Widerspruch G

Sei (Us , Un , .... Un) eine längste echte Fahre
Es muss gelten , das Un = [0] und Un = V

,
senst

können wir einfach diese Fahne verlängern .

Annahme ,
das Eie 21 ...., n3 : dim (Ui) 3 dim (in) + 2 .

Sei Bit Bi , wobei Bit eine Basis von Kin ist und Bi

eine Basis von Ui ist . Da 1Bil /Bi-11 + 2 , gibt es ein
3 mit Bi1989Bi .

Sei U= Span (8) , dann ist

Cl ...., Uit , U' , li , ..., Un) eine längere echte Fahre . I

Deswegen haben wir

Fich1 , ..., n3 : dimcUi) = dim (Hin) + 1.
=> dim (V) = dim (Un) = n



Zu zeigen : 1 . UFP

2 . VX ,YEU , Va . BER :

aX + BYEU

1 . Da(3) EU , gilt Ute

2. A(xX + BY) = A . (X) + A . (BY)

= x(AX) + B(AY)

= d(xz) + B(y8)

= (2x)z + (BY)8
= (xX+BY)z

=>X+ BYEU

=>: Sei X = (i) ER**

anXz
Ax = (ataxa asxutanxy)
X3 = (bxb



Dann gilt
(a1 - bi)x1 = 0

AX =X3) S (a1 - b+)xz - bax1 = 1 (X)
(a+ - bi)Xz + G3x1 = 0

(an - b+)X+ + a3Xz - baX3 = 2

Denken Sie davon
,
dass die Dimension eines Lösungsraums

eines homegenes LGS gleich die Anzahl der freien Variablen
ist

DaU = 203 , ist (0 , 0 . 1 . 1) die einzige Lösung von (N) .

Das bedeutet , freie Variable in (X)

Dann haben wir

(1) an-be 8 , sonst ist X eine freie Variable

(also xn = 3)

(2) an-bute , senst ist X2 eine freie Variable

calso Xz = 0)

13) at-beto , senst ist Xs eine freie Variable

(also xx = 0)

14) at-beto , senst ist X+ eine freie Variable

=> [an . aus e Ebe . bis=

Ei

(x) = (a
-b 03

as I↳abe,e) (*)
A



Wenn [a1. aus & Ebe , bis = D , kann man
zeigen ,

dass rrefcA) = Einheitsmatrix

=> Der Lösungsraum vonx) hat die Dimension &

=> u = [0]

:

(2)
111

↓ z := 21 , Z2 : = Za-2Z1 , Zei= Zu-221

1

(
↓ zu : = Zu-Z1-EZa , zu := Ezu , ze= ze-zu-zu

Zu : = 22+5z

(
=> au = {() . () , (2)) und dimch) = 3



Uz : ref)())
=> 3(42) = E() , (2) 3 ,

dim(Un) = 2

U + Uz :

reps,
=(

=> B(u + uz) = G() . () , (2) , (5)
dim(( + (2) = 4

Un Uz :

Da dim(Un + Uz) = dimcUP) + dimcHa) - dim CHMU2) ,
silt dim(Hen(2) = 3 + 2 - 4 = 1

Das heißt, jeder nichtmill Vektor in U Uz bildet
eine Basis von Wir Uz.

weil (2) = -2 . (2) + (2) + 2 . (2) U



und (2) = (3) - (2) EU2,
haben wir unus) = E()]

W : Wir haben schon

am = {() . (2) , (2)
und

2(u + uz) = G() . () , () , (5)
=> Sei W = Span((1) , dann gilt

unw = Gx]
und dimcU +W) = dim sc + Uz) = 4

=> How = R
*


