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=>:

- linear unabhängige Mense M= m,... , misBV

Seien M1 , ..., XEK mit
K

2xi2(Mi) = 2
i= 1

=> 2 ximi) = s
Da & injektiv ist , Silt Kern(e) = 20]

=> ximi = 1

=>m1 =... = Xk = f

=> &(M) linear unabhängig

Ei

Wir zeigen es durch Widerspruch
Annahme , das nicht injektiv ist

=> Kernce) + (s] => dim (Kern(e) 1

Sei M & V eine Basis von Kerncot

Dann haben wir , das & (M) linear unabhängig ist

=>am) # 433 4



=> :

V Erzengendensystem M-

Sei M' M eine Basis von V mit M = Sm.... mis]

VyEW ,
da & surjektiv ist,

Ex=EimiEV : &(x) = Y

=> y=Mi)

=>M) I &M') ist ein Erzeugendensystem von W

Ei

Sei MEV ein Erzeugendensystem , nämlich Span(M) V

DaM) ein Erzeugendensystem von W ist
,
gilt

Bild(2) = &(V) = & Span(M)
= Span (2(M)
= w

=> & ist surjektiv

=>:

V Basis MIV

Da & injektiv ist , haben wir aus cas , dass &CM)



linear unabhängig ist
Weil & ein Isomorphismus zwischen endlich-dimensionale

Vektorräume ist , gilt

dimcW) = dimcv) = Im = 12m)

=>M) ist eine Basis von W

E :

Es reicht zu zeigen , dass & bijektiv ist

V Basis MIV : &CM) eine Basis von W

=> v lin .
unab . MEV : GM) bin . unab

=> Aus (a) ist& injektiv

- Erzeugendensystem MIV
Sei MCM eine Basis

=> &IM's eine Basis von W

=> &(M) Erzeugendensystem
=> Ausbs ist surjektiv



Denken Sie daran. das

Rg(402) = dim (Bild(4-2)

Da Bild(40) &Bild(4) , haben wir

Rs(4-) 1 dim (Bild (4) = RgcH)

Weil Bild (H - 2) = ↑(Bild(2) , sitt

Rg(He2) = dim (Bild (42) = dim (Bild (2)
= Rs(f)

=> Rg(41) = minERg(4) , Rg}

Dies kann man auch mit Abbildungsmatrizen beweisen



Definiere eine lineare Abbildung
8 : &(1) -> V , x1+> f(x) : = P(x)

Dann haben wir

Rg(42) = dim (Bild (Pool)
= dim (P( &(V)
= dim (Bild(f)
= dim (2(V1)) - dim (Kerncf)

Beachten Sie , das

dimc2(V1)) = dim (Bild(2)) = Rs(2)

Außerdem silt
Kerncf) = (x( &(1) (P(x) = 1]

= Bild() n Kern (4)

=> dim (Kernsfs) = dim (Bild) 1 Kernst)

Deshalb haben wir

Rg(402) > Rg(2) - dim (Bild) M Kern (4)



(i) ciii) :

Kern(22) = [x(V/g(0](x) = e}
=(x v/f(x) = Kerncol)]
=[XtV/f(x) = Kern(e)nBild(0])]
= (xv(g(x) = 0]
= Kern(2)

(iii) => (i) :

Annahme , dass 1x Kern(2)nBild(2) mit Xe

=>f(x) = 0

EYEV : 2(y) = X

=> 2(0](y) = 0

=> yE Kern (22) = Kern(2)

=> X = g(y) =04



(ii) = CIV) :

Bild(24 = (2(x)(x = Bild()}

= (q(x)(x V - Kern(e])]
= (2(a -b))a =V , bekern(e)]

=((a)(aEV]
= Bild (2)

(iv)= (ii) :

Es reicht zu zeigen ,
das

VE Kerncol) + Bild(e])

vxEV : f(x) EBild(2) = Bild(2)

=> EYEBild(q) : G](y) = f(x)

=>f(x -y) = 2

=>x -yE Kern(2)

=> x = (X-y) + y = Kern(2) + Bild())



Es reicht zu zeigen : (i) (ii)

(i) => (ii) :

Kerncol + Bild() IV trivial

dim (Kern(2) + Bild(2)

= dim (Kern(2)) + dimcBild(2)) - dim (Kernchen Bild(2)
-

= dim(V) = f

=> Kerncol + Bild(a) = V

(ii)= (i) :

dim (Kern(2) + Bild(2)

= dim (Kern(2)) + dimcBild(2)) - dim (Kernchen Bild(2)
-

= dim(V)

= dim (V)

=> dim (Kernchenbild() = S

=> Kerne e Bild (2) = G03
Geben Sie ein Gegenbeispiel wenn dim(V) = &



Alle wahr: idr

Alle falsch :

q((b)) = (3) , q((i)) = (b)


