Choot 1

Aufgabe 1 (10 Punkte)

Seien K ein Korper und V, W endlich-dimensionale Vektorrdaume tiiber K.
Weiter sei ®: V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) @ ist genau dann injektiv, wenn fiir jede linear unabhidngige Teilmenge M von V das
Bild ®(M) linear unabhéingig in W ist.
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b) @ ist genau dann surjektiv, wenn fiir jedes Erzeugendensystem M von V das Bild (M)

ein Erzeugendensystem von W ist.
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¢) ® ist genau dann ein Isomorphismus, wenn fiir jede Basis M von V das Bild (M) eine

Basis von W ist.
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Aufgabe 2 (10 Punkte)

Gegeben seien endlichdimensionale K-Vektorrdaume V;, V,, V3 sowie lineare Abbildungen
®: Vi = Vound ¥: Vo, — V3. Zeigen Sie

a) Rg(¥ o ®) < min{Rg(P),Rg(¥)}.
Bitte verwenden Sie nicht das Ergebnis aus (b).
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b) Rg(¥ o ®) = Rg(®P) — dim(Bildd N Kern'¥).
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Aufgabe 3

Sei V ein (nicht notwendigerweise endlich dimensionaler) K-Vektorraum und ® : V — V
eine lineare Abbildung.

Wir betrachten die folgenden vier Aussagen:
i) Kern(®) NBild(®) = {0}.
ii) V = Kern(®) + Bild(®).
iii) Kern(®) = Kern(®?).
iv) Bild(®) = Bild(P?).

a) Zeigen Sie, dass die Aussagen i) und iii) dquivalent sind.
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b) Zeigen Sie, dass die Aussagen ii) und iv) dquivalent sind.
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c) Zeigen Sie, dass alle vier Aussagen dquivalent sind, wenn V endlich dimensional ist.
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d) Finden Sie im Fall V = K? jeweils ein explizites Beispiel fiir ®, sodass alle vier Aussa-

gen wahr bzw. alle vier Aussagen falsch sind.
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