Losung zu Aufgabe 4 (4. Ubungsblatt)
Wir definieren

1
(w.y) = 7z +yl* =z —ylP"), @wyeV

und zeigen, dass dadurch ein Skalarprodukt auf V' gegeben ist. (Dass damit (z,x) = ||z||* gilt fiir
alle x € V| ist offensichtlich.)

(-,-) ist positiv definit: (z,z) = ||z|* > 0 fiir = # 0.

(-,+) ist symmetrisch:

1 1
(w,y) = 7 (lz+ 9l = lle = 9l?) = 7 (I + 2 = lly = 21) = (v, ).

(-,-) ist linear im 1. Argument:
Additivitat: Fiir xq, 9,y € V gilt

1
(o1 + 22,5 = 7 (llor + 22+ 9l = 21 + (@2 — ) )

Vor. 1
2 (M@t 9 4 ol + o = (02 = I =2l — 2l — o)
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= 5 (P + o ol = 2 2 = 2
—ller—yll?
—lw2 = yl” + 2l|za|* + 2]ly|° —[lv> — 3/||2)
Jay2
= (z1, ) + (22,9)
Homogenitat: Fir n € N gilt (nz,y) = n(z,y) (Rekursion). Fiir beliebige n,m € N:

(21 + gl + 222!l = 2l ]2 = 2w - yl?)

n 1 n 1 nm

(Cay) = —m(ay) = —(Chey) = ).

Aus (z1 + 22,y) = (x1,y) + (29, y) folgt weiterhin
(0,9) = (0,9) + (0,3 = (0,3) = 0

und
0=(z—ay) = (z,y) +(-z,y) = (-z,y) = —(z,1).
Daher gilt (cx,y) = c¢(z,y) fir alle ¢ € Q.
Sei nun ¢ € R. Dann gibt es eine Folge (a;) rationaler Zahlen mit lim; ,, a; = ¢ und es gilt
1—00

laiz +yl| — ez +y||’ < iz +y) = (cx +y)|| = [a; — el |Jz]] =0,
also lim; o ||a;x + y|| = ||cx + yl|. Ebenso erhalt man lim; . ||a;x — y|| = ||cz — y||. Damit folgt:
1
(e =+ (e + i — ez — o)

L

= 2 lim (Jlaw + yl* — e — y1?)

1—00

1

= — lim 4(a;x,y)
4 i—oco
1—00

= c(z,y).

Also ist (-, ) linear im 1. Argument und damit wegen der Symmetrie bilinear.



