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Aufgabe 1

p = det(A−XI4) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 1 0 0

1 −X 0 −2
1 0 −X −1
0 1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−X)

∣∣∣∣∣∣∣
−X 0 −2
0 −X −1
1 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣−1
∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2
1 −X −1
0 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣ =
(−X)(−X3 − 3X)− 1(X2 − 2 + 1) = X4 + 2X2 + 1 = (X2 + 1)2 = (X − i)2(X + i)2

=⇒ EW ± i,m = (X − i)5(X + i)5, 1 ≤ s ≤ 2

E+i = Kern(A− iI4) = · · · = Kern

1 0 −i −1
0 1 0 −i
0 0 1 0

 = [


1

i

0

1

] =⇒ E−i = [


1

−i
0

1

]

=⇒ dimE±i = 1 < 2 = dimH±i =⇒ Index s = 2,m = 0

komplementäre JNF: A =


i

1 i

−i
1 −i



H±i = Kern(A∓ iI4)
2 = [


i

0

1

0

 ,


1

i

0

1

] =⇒ H−i = [


−i
0

1

0

 ,


1

−i
0

1

]

Komplementäre Jordanbasis: z1, z2, z3, z4 mit z1, z2 zum EWi und z3 = z1, z4 = z2

Wähle z1 =


i

0

1

0

 , z2 = (A− iI4) · z1 =


1

i

0

1


Setze: S := (z1|z2|z3|z4). Dann A = S

−1 · A · S
Relle JNF Ã von A: In A gibt es ein Kästchen (der Länge 2) zum EW i und 1 Käst-

chen zum EW -i (ebenfalls Länge 2) =⇒ in Ã gibt es nur ein Kästchen (der Länge 4);

a = Re(i) = 0, b = Im(i) = 1

Ã =


0 1 0 0

−1 0 0 0

1 0 0 1

0 1 −1 0


reelle Jordanbasis: xi =

1
2
(zi + zi), yi = − i

2
(zi − zi), i = 1, 2
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=⇒ x1 =


0

0

1

0

 , y1 =


1

0

0

0

 , x2 =


1

0

0

1

 , y2 =


0

1

0

0


Setze S = (x1|y1|x2|y2). Dann Ã = S−1AS.

Aufgabe 2 c)

V = {(xi) ∈ Rn|(xi)beschränkt}, < (xi), (yi) >=
∞∑
i=1

xiyi
i2

(< · · · >: V ×V → R) Da (xi), (yi)

beschränkt, ex. c ∈ R so dass |xi| < c und |yi| < c∀i ∈ N
=⇒ < (xi), (yi) >=

∑
k

|xk|·|yk|
k2
≤ c2 ·

∑
k=1

1
k2

<∞

pos. def.: Für (xi) 6= 0 existiert k ∈ N mit xk 6= 0 =⇒ < (xi), (xi) >=
∞∑
k=1

x2
k

k2
≥ x2

k′
k′2

> 0,

und < 0, 0 >= 0

f(x) = 2x− 1 =⇒ f 6= 0, < f, f >= 0 =⇒ kein Skalarprodukt.

Aufgabe 3

n ∈ N, V = Rn×n

a) < A,B >:= Spur(ATB) ist Skalarprodukt

Beweis: A = (aij), B = (bij), C = (cij) = ATB mit cij =
n∑

k=1

akibkj

=⇒ < A,B >= Spur(C) =
n∑

m=1

cmm =
n∑

m=1

n∑
k=1

akmbkm =⇒ < ,̇>̇ ist gerade das Skalarpro-

dukt in Rn×n

De�nition:< ·, · >: Rm ×Rm → R mit < x, y >:=
m∑
c=1

xiyi für x =


x1

...

xn

 , y =


y1
...

yn

 heiÿt

Standardskalarprodukt.

b) ‖A‖0 = sqrt< A,A >, ‖x‖ Standardnorm, induziert von Standardskalarprodukt < ,̇>̇n

Behauptung: ‖Ax‖ ≤ ‖A‖0 · ‖x‖

Beweis: ai = (ai1, . . . , ain)
T . . . i-te Zeile von A (als Spaltenvektor). DannAx =


< ai, x >n

...

< an, x >n

 =⇒
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‖Ax‖2 =< Ax,Ax >n=
n∑

i=1

< ai, x >2≤
n∑

i=1

(‖ai‖·‖x‖)2 =
n∑

i=1

‖ai‖2 )‖x‖2 =(
n∑

i=1

n∑
j=1

a2ij )·‖x‖2 = ‖A‖20‖x‖2 =⇒

Behauptung.

Aufgabe 4

(v, ‖ · ‖) normierter Vektorraum, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2∀x, y ∈ V

Behauptung: ∃ Skalarprodukt < ·, · > auf V mit ‖x‖ = √< x, x >∀x ∈ V

Falls < ·, · > existiert, so ist es eindeutig, denn es gilt 4 < x, y >= ‖x+y‖2−‖x−y‖2∀x, y ∈
V

Ansatz: < x, y >:= 1
4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2)∀x, y ∈ V

pos. def.: < x, x >= ‖x‖2 > 0 für x 6= 0 und = 0frx = 0

symm.: < x, y >= 1
q
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2) = 1

4
(‖y + x‖2 − |y − x‖2) =< y, x >

Linearität im 1. Argument: ∀c ∈ R :< cx, y >= c < x, y >

(1) c ∈ N :< nx, y >=< x+ (n− 1)x, y >

(2) c ∈ Q : n,m ∈ N < n
m
x, y >= n

m
m < 1

m
x, y >= · · · =< 0, y >= 0

(3) c ∈ R Durch Approximation. ∃(ai) ∈ Q mit ...


