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Aufgabe 1 (2 Punkte)

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum {iber einem Koérper K. Weiter seien 3 eine symmetrische
Bilinearform auf V und B = (b4, ...,b,,) eine Orthonormalbasis von V bzgl. 8. Zeigen Sie, dass fiir alle v € V die
sogenannte Fourierformel

gilt.

rvn

v = iﬂ(bivv) - b;
i=1

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Es sei V = {f € R[X] | deg(f) <2} der reelle Vektorraum der Polynome von Grad kleiner 3.

(a)

(d)

Zeigen Sie, dass die Vorschrift
1
(fore> [ f@) gle)ds
0

eine Bilinearform (-,-) auf V' definiert. Ist (-,-) symmetrisch?

Bestimmen Sie die Fundamentalmatrix Fjz von (-, -) beziiglich der Basis B = (6 X —2, —3X+4,6X?—5X+1)
von V. Ist (-,-) entartet?

Zeigen Sie, dass C” = (¢1,¢y,¢3) mit ¢; = X, ¢; = X — 2 und ¢3 = 6X? — 6X + 1 eine Orthogonalbasis
von V bzgl. (-,-) ist und finden Sie A; € R, so dass C' = (Ay¢1, AyCy, A3¢3) eine Orthonormalbasis von V
bzgl. (-,-) ist.

Finden Sie eine invertierbare Matrix S € R3*3, so dass ST.S = Fj. Dabei bezeichne Fy die Fundamental-
matrix von (-,-) aus Teilaufgabe (b).

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es sei K ein Korper der Charakteristik char K # 2. Weiter seien V und W K-Vektorrdume und 5: V xV - W
eine bilineare Abbildung. Zeigen Sie:

(a)

Die Aussagen
(i) Blz,y) = —B(y,x) fiir alle .,y € V.
(ii) B(z,x) =0 fir allex € V.

sind dquivalent. Eine bilineare Abbildung, die eine dieser dquivalenten Bedingungen erfiillt, heifit antisym-
metrisch.

Die Abbildung o: V xV — W, (z,y) = 1(B(z +y,z +y) — B(z,x) — B(y,y)) ist eine symmetrische
bilineare Abbildung.

Die Abbildung a: V x V. — W, (x,y) — B(x,y) — o(z,y) ist eine antisymmetrische bilineare Abbildung.

Die Zerlegung 8 = o + « in eine symmetrische und eine antisymmetrische bilineare Abbildung ist eindeutig.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien U, V und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Zeigen Sie:

(a) Das Tensorprodukt (V ® W, T) ist — falls es existiert — eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie, d. h. fiir
je zwei Vektorrdume 7, und 7T zusammen mit bilinearen Abbildungen 7;: V' x W — T, die jeweils die
universelle Eigenschaft von (V ® W, T) besitzen, gibt es einen eindeutigen Isomorphismus ®: T, — T}, so
dass 7; = ® o7

(b) Es gibt eine Bijektion Bil(U x V,W) = Hom(U @ V,W).
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