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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Wir betrachten den komplexen Vektorraum V = C™. Zeigen Sie:

(a) Das Standardskalarprodukt (-,-) auf V' ist tatsdchlich ein Skalarprodukt.

(b) Ist n = m? und identifizieren wir V' = C™ komponentenweise mit dem Vektorraum C™*™ der
m x m-Matrizen, so ist das Standardskalarprodukt durch (A, B) = Spur(AB*) gegeben. Dabei
sei B* = BT.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien K ein Korper, V = K3 und 8: V x V — K eine nicht ausgeartete Bilinearform. Fiir u,v € V
definieren wir vermoge der Vorschrift w - det(u v w) eine Abbildung D,,, : V — K. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung D,,,, ist fir jede Wahl von u,v € V eine Linearform auf V.

(b) Zu je zwei Vektoren u,v € V gibt es ein eindeutiges k(u,v) € V, so dass D, (w) = B(k(u,v), w)
fir alle w € V.

(c) Die Zuordnung (u,v) - k(u,v) ist eine antisymmetrische, bilineare Abbildung k: V x V — V.
Es seien nun K = R und S ein Skalarprodukt. Zeigen Sie:

(d) Sind w und v linear unabhéngig, so ist (k(u,v)) = {w € V | B(w,u) = B(w,v) = 0}.

(e) Berechnen Sie fiir B(u,v) = u' - v den Vektor k(u,v) explizit.
Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien K C L Korper und V sei ein K-Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass L ® i V ein L-Vektorraum ist.

(b) Geben Sie fiir dim - (V'), dim (L) < oo die Dimension von L® ;- V' iiber K bzw. L in Abhéngigkeit
von dim g (V') und dim (L) an.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es sei V ein komplexer Vektorraum und |-||: V' — R sei eine Norm auf V, welche der Parallelogramm-

gleichung
lz+ 91 + o —ylI* = 2(J=)* + [yI?)

gentigt. Wir fassen V' als metrischen Raum mit der Metrik d(z,y) = ||y — z| auf. Weiter definieren wir
durch
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(w.y) = 7(le+ 912 =z = 9l?) + (I + iyl — o —ig)?)
eine Funktion (-,-): V x V — C.
(a) Zeigen Sie:
(i) (x,z) = |z|? fiir alle z € V.
(if) (
(iii) (
) (

(iv

-, +) ist hermitesch.

-,-) ist in beiden Argumenten additiv.

Az, y) = Mz, y) und (z, \y) = Ma,y) fiir alle A\ € Qi) = {a+ i € C| o, B € Q}.
Hinweis: Betrachten Sie fiir (iv) zuerst einmal (Az,y) und (Aiz,y) mit A € Z.

(b) Uberzeugen Sie sich davon, dass die Norm |-|: V — R, die Addition +: V x V — V, die
Skalarmultiplikation -: C x V' — V sowie die Abbildung (-,-): V' x V' — C stetige Abbildungen
zwischen metrischen Réumen sind. Dabei sei das Produkt X x Y zweier metrischer Rdume
(X,dx), (Y,dy) mit der Metrik d .y ((z,9), (z",y")) = /dx(x,2)2 + dy-(y,y’)? versehen.

(c) Betrachten Sie fiir & € C und eine Folge (A,,),,cn in Q(7), welche gegen o konvergiert, die Folge
(A, z,y) — (ax,y)| und schlieBen Sie, dass (ax,y) = a(z,y) fir alle a € C.

Abgabe bis spétestens Freitag, den 20.05.2016, um 13:00 Uhr. Werfen Sie Thre Losungsvorschlidge in
die gelben Einwurfkésten im Foyer von Gebédude 20.30. Abgabe zu zweit ist moglich und erwiinscht.
Bitte geben Sie Ihren Namen, Matrikelnummer und die Nummer Thres Tutoriums an!



