




Ist W ⊆ V ein echter Untervektorraum, so dass β|W definit ist, so hat W ein ortho-
gonales Komplement W⊥. Da W ein echter Untervektorraum ist, ist W⊥ 6= 0 und wir
finden wiederum einen Unterraum X ⊆ W , so dass β|X definit ist. Wir zerlegen V also
in V = W ⊕X ⊕X⊥, wo X⊥ das orthogonale Komplement von X in W⊥ ist.

Nun nehmen wir ein Φ ∈ U(β|W ) und sehen, dass Φ eine Isometrie bzgl. β bzw. −β
ist. Also ist | det(Φ)| = 1. Insbesondere können wir eine ONB x1, . . . , xe von X bzgl. β
bzw. −β wählen und den Automorphismus ΨΦ mit

xi 7→

{
1

det(Φ)x1 falls i = 1

xi sonst

betrachten. Dann lässt Ψ = ΨΦ unsere Bilinearform β invariant, denn

β(Ψ(xi),Ψ(xj)) =


1

|det(Φ)|β(x1, x1) falls i = j = 1

β(xi, xj) falls i = j 6= 1

0 sonst.

Außerdem ist die Zuordnung Φ 7→ ΨΦ ein Homomorphismus von Gruppen, da die De-
terminante multiplikativ ist.

Insgesamt können wir also einen Gruppenhomomorphismus U(β|W ) → SU(β) defi-
nieren indem wir ein Φ ∈ U(β|W ) auf die Fortsetzung von Φ durch ΨΦ auf X und durch
die Identität auf X⊥ abbilden. Konkret heißt das, dass diese Fortsetzung einen Vektor
v = w+ x+ y mit w ∈W , x ∈ X und y ∈ X⊥ auf Φ(w) + ΨΦ(x) + y abbildet. Man be-
achte, dass diese Fortsetzung auch tatsächlich Determinante 1 hat, da det(ΨΦ) = 1

det(Φ) .
Dieser Homomorphismus ist offenbar injektiv und somit haben wir einen Isomorphismus
von U(β|W ) auf eine Untergruppe von SU(β) gefunden.

Nun können wir auch die (d) ganz einfach lösen indem wir feststellen, dass SO(2) =
U(1) = U(〈(1 i)>〉).
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