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Aufgabe 1
Es sei Vein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Koérper K und ® ein Endomorphismus von V, dessen
charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Zeigen Sie, dass die Aussagen

1. Der Endomorphismus ® ist diagonalisierbar.
2. Jeder ®-invariante Unterraum von V hat ein ®-invariantes Komplement.

dquivalent sind.

Aufgabe 2 _
Bestimmen Sie die Jordan-Normalform A von
1 -1 1 -1
_ 1 0 0 0 4x4
A=1_4 3 3 3|€FK
—1 2 =2 2

sowie eine Matrix S € GL,(R), so dass SAS~1 = A.

Aufgabe 3
Es seien @ und ¥ zwei Endomorphismen des R™, n > 1, deren charakteristische Polynome tiber R in Linearfaktoren
zerfallen. Weiter gelte ® o U = U o ®. Zeigen Sie:

(a) Die Hauptrdume von ® sind P-invariant.
(b) Es gibt eine Basis B von R™, so dass
(i) Dp p(®) in Jordan-Normalform vorliegt, und

(ii) Dp p(¥) eine Blockdiagonalmatrix der Form

Ay
DB,B(‘I’> = ( )
AT

ist. Dabei ist jedes A; eine quadratische Matrix von der Grofie des i-ten Jordanblocks in Dy 5(®).

Aufgabe 4
Es seien f: V — V’ und g: W — W’ zwei lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen iiber einem Korper K.
Weiter sei V' # 0 und W # 0. Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung f® g: VW — V' @ W’ mit (f® g)(vQ@w) = f(v) ® f(w) fiir alle
v e Vund alle w € W.

(b) f® g ist genau dann injektiv, wenn f und g injektiv sind.

(¢) f® g ist genau dann surjektiv, wenn f und g surjektiv sind.




Aufgabe 5
Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl und V' = C™*™. Wir fassen V sowohl als komplexen Vektorraum als auch als
reellen Vektorraum auf. Weiter seien

Ht={AcV|A* =Alund H ={AecV | A* = —A}.

(a) Zeigen Sie, dass Ht und H~ reelle Untervektorrdume des reellen Vektorraums V sind.
(b) Zeigen Sie, dass H™ und H~ keine komplexen Untervektorraume des komplexen Vektorraums V sind.

(¢) Berechnen Sie die reelle Dimension von H™ und H~ und zeigen Sie, dass der reelle Vektorraum Vin eine
direkte Summe V = H™ @ H~ zerfllt.

Aufgabe 6

Bestimmen Sie unter den folgenden Matrizen A € C*** diejenigen, fiir die die Sesquilinearform (z,y) + y* Az
ein Skalarprodukt auf V = C* definiert. Berechnen Sie gegebenenfalls eine Orthonormalbasis von V beziiglich
dieses Skalarproduktes sowie eine obere Dreiecksmatrix R, so dass A = R*R.

1 3 =2 1 4 —44 0 —4
3 13 —6 7 41 5 2 —4i
@ A=1_5 5 ¢ — By A=t "9 5 6 2
1 7T =2 5 -4 4i =24 9
Aufgabe 7
Im euklidischen Vektorraum V = R® mit dem Standardskalarprodukt seien der Unteraum
0 1 -3 -1
—1 -3 4 -3
U= < 21, 11, 11, 5 >
0 —1 2 0
2 2 1 7

sowie der Vektor a = (1 2 3 2 1)" gegeben. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von U, die orthogonale
Projektion IIj;(a) von @ auf U und den Abstand von a zu U.

Aufgabe 8
Es sei Vein reeller Vektorraum und o: V x V' — R eine symmetrische Bilinearform auf V] so dass o(z,z) > 0 fir
alle z € V. Zeigen Sie:

(a) Die Menge U = {z € V | o(z,y) = 0 fur alle y € V} ist ein Untervektorraum von V.
(b) Die Abbildung 7: V/U x V/U = K, (x + U,y + U) + o(z,y) ist ein Skalarprodukt auf V /U.!
Aufgabe 9

Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und W C V ein Unterraum mit orthogonalem
Komplement W, Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung ¥: V' — Vmit U|y, = idy, und ¥y = —idyye.

(b) Es gibt eine Orthonormalbasis B von V aus Eigenvektoren von W. Geben Sie Dy 5(V¥) an.

(c) Ist C eine weitere Basis von V; so dass Dy o(idy,) orthogonal ist, so ist auch D (V) orthogonal.
Aufgabe 10

Es sei Vein unitirer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und ® ein Endomorphismus von V mit (®(v),v) =0
fiir alle v € V. Zeigen Sie, dass & = 0. Gilt die analoge Aussage auch fiir euklidische Vektorraume?

1Uberpriifen Sie auch die Wohldefiniertheit von &!



Aufgabe 11
Es sei V = R? mit dem Skalarprodukt

(r,y) =y"- (_1 _§> -

Weiter sei fiir & € R der Endomorphismus @, von V durch
x> 3o x
2 4

(a) Bestimmen Sie alle «, fir die ®,, beziiglich (-, -) selbstadjungiert ist.

definiert.

(b) Berechnen Sie fiir diese Werte von « eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von @,,.

Aufgabe 12
Es seien V und W zwei euklidische Vektorrdume mit zugehorigen Skalarprodukten (-,-), bzw. (-, ), und
1: V. — W ein Homomorphismus.

(a) Zeigen Sie, dass ((v,w), (v, w"))yww = (v, )y + (w,w )y, ein Skalarprodukt auf V' x W ist.
(b) Zeigen Sie, dass ®: V x W — W, (v, w) = w + ¢(v) eine lineare Abbildung ist.
(c) Berechnen Sie die adjungierte Abbildung des Homomorphismus ®.
Aufgabe 13
Es sei Vein unitarer Vektorraum und ® ein Endomorphismus von V mit adjungierter Abbildung ®*. Zeigen Sie:
(a) Es gibt selbstadjungierte Endomorphismen ®, und ®; von V] so dass ® = &, + i ;.
(b) Der Endomorphismus & ist genau dann normal, wenn ®,®; = &, .

(c¢) Ist ® normal und A = a4 i 5 ein Eigenwert von ® mit o, § € R, so ist « ein Eigenwert von ®; und J ein
Eigenwert von ®;.

Aufgabe 14
Es sei Vein euklidischer Vektorraum. Fiir v,w € Vsei @, ,, € End(V) durch @, ,(z) = (v, v)w — (w, z)v definiert.
Zeigen Sie:

(a) Die adjungierte Abbildung von ®, ,, ist ®; , = ®,, .

(b) Fiir alle x € Vsteht @, ,(z) senkrecht auf z.

(c) ®,,, ist genau dann selbstadjungiert, wenn v und w linear abhéngig sind.

Aufgabe 15
Es sei A € C™*™ hermitesch und positiv definit.

(a) Zeigen Sie, dass es eine hermitesche, positiv definite Matrix W € C™*" gibt, so dass W2 = A.

(b) Zeigen Sie, dass es zu jedem B € GL,,(C) eine hermitesche, positiv definite Matrix W und eine unitére
Matrix U gibt, so dass B=W - U.

Hinweis: Bestimmen Sie W aus W2 = B - B*.

(¢) Berechnen Sie eine solche Zerlegung fiir die Matrix

2 -1 0
A=]1 2 11.
1 0 —1




Aufgabe 16
Es sei ® eine Isometrie des R? mit det(®) = 1 und

(0] ) e ly)-

Zeigen Sie, dass ¢ eine Drehung ist.

w|

)

Zeigen Sie, dass ®(x) — z fiir alle z € R? in der Drehebene U von ® liegt.

a)
)
) Zeigen Sie, dass d(z,U) = d(®(z),U) fiir alle z € R.
)
)

(

(b
(c
(d
(e

Bestimmen Sie die Drehebene, die Drehachse und den Drehwinkel von &.

Geben Sie eine Orthonormalbasis des R? an bzgl. der die Darstellungsmatrix von ® Isometrienormalform
hat.

Aufgabe 17
Es seien g;, g, und g3 Geraden im R? mit

0

fiir geeignete a;,b;, c; € R. Weiter seien g, und g, nicht parallel. Zeigen Sie, dass g; N g, N g3 # @ genau dann,

(2

a;x + by +c; = 0}

wenn
a; by ¢
det (QQ by 02) # 0.
ag by ¢
Aufgabe 18
Fir a € R sei

x
Qaz{(y) €R3 ax2—|—2axz—4y2—4yz+2(a—1)z2—|—4y—|—a—1:O}.
2

Bestimmen Sie fiir alle ¢ € R die affine Normalform der Quadrik @, und fiir a = 2 ein zugehoriges affines
Koordinatensystem.

Wir winschen Thnen schone und erholsame Semesterferien!



