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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Wir betrachten den R-Vektorraum
V= {p € R[X] : deg(p) < 2}

mit dem Skalarprodukt
ea) = [ oOalnear

Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidt Verfahren aus der Basis {1, X, X2} eine Orthonormal-
basis von V. (Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fooo thetdt = n!.)

Losung zu Aufgabe 1
Wir haben wy =1, wy == X — (X, wy)/{wy,w1)by = X —1!-1 =X — 1 und

2 2
w3::X2wa2wal
(wa, w2) (w1, w1)
X2, X —1) (X2,1)
_xro XD gy R
= X2 4X-1)-2
= X? —4X +2

Es gilt ||wq| =1, ||we|| =1 und

o oo
s = / ws(t)2e"dt = / (£ — 4t + 2)%edt
0 0
[o¢]
:/ (t* — 83 +20t% — 16t +4)e 'dt =41 —8-31+20-2! — 16 - 1! + 4 - 0!
0
—24-8-6+20-2—-16+4=24—-484+40—164+4=28—-8—16 = 4.

Somit ist {1, X —1,2(X? —4X +2)} eine ONB von V.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir alle n € N und aq,...,a, € R die Ungleichung

gilt.
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Losung zu Aufgabe 2

Wir wenden die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir das Standardskalarprodukt auf die Vektoren
x = (ay,...,a,) und y := (%, A ﬁ) an. Dann ergibt sich

1 <& "1
— Y a;=> —=a; = (z,y) <||z|| |lyll =
Vi = —n

Aufgabe 3
a) Zeigen Sie, dass
x1
=sup({|z1],..., |znl}) (r; €R,i=1,...,n)
i

[e. 9]

fiir n € N eine Norm auf R" definiert. (Diese Norm wird Supremumsnorm genannt.)

b) Zeigen Sie, dass || - ||oo nicht von einem Skalarprodukt induziert ist, wenn n > 1.

Losung zu Aufgabe 3
(i) Definitheit: Es gilt

X1 xr1 0
=0 = |5 <0Vi = 2, =0Vi =

Tn) || Ty 0
. . . T T .
Dreiecksungleichung: Sei z = (xl . xn) und y = (y1 .. yn) . Es gilt
|2 +yllow = sup |2 +uil < sup |z + [y < sup |2 + sup |y;] = ||zl + V]l -
1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<j<n
Absolute Homogenitét: Sei x = (xl . azn)T, A € R. Dann gilt
Azl = sup [Azi| = [A] sup [z] =[] ||zl -
1<i<n 1<i<n

(ii) Wir zeigen, dass (i) aus Blatt 1 Aufgabe 3 verletzt ist. Betrachten wir
=210 ... 00, y=(=110 .. 0"
so folgt
2 2 _ — _ 92 2 _ 2 2
2[lz)" +2ylI" =8+2=10#13 =3"+2" = |lz — y[I" + [l= + |

und damit kann |||, nicht von einem Skalarprodukt induziert sein.



