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Aufgabe 1 (8 Punkte)

(a) Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ⟨·, ·⟩ und induzierter Abstandsfunktion d.
Zeigen Sie, dass für all a, b ∈ V die Menge

Va,b := {x ∈ V | d(x, a) = d(x, b)}

ein affiner Unterraum ist.

(b) Finden Sie einen C-Vektorraum W mit Skalarprodukt ⟨·, ·⟩C, induzierter Abstandsfunktion
dC und a, b ∈ W so, dass die Menge

Wa,b := {x ∈ W | dC(x, a) = dC(x, b)}

kein affiner Unterraum ist.

(c) Finden Sie einen normierten R-Vektorraum (U, ∥·∥) und a, b ∈ U so, dass die Menge

Ua,b := {x ∈ U | ∥x− a∥ = ∥x− b∥}

kein affiner Unterraum ist.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Es sei 2 ≤ m ∈ N. Wir betrachten den C-Vektorraum V := CZ/mZ = {f | f : Z/mZ → C} und
definieren das Skalarprodukt

⟨f, g⟩ :=
m−1∑
x=0

f([x])g([x]).

Für k ∈ {0, . . . ,m− 1} definieren wir

fk([x]) := exp(2πikx/m).

Zeigen Sie:

(a) Jedes fk ist eine wohldefinierte Funktion Z/mZ → C.

(b) B := {fk | k ∈ {0, . . . ,m− 1}} ist eine Orthogonalbasis von V .
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