Institut fiir Algebra und Geometrie
Dr. Rafael Dahmen

< Men : M.Sc. Maximilian Wackenhuth
arlsruher Institut fur Technologie

Lineare Algebra 2 Wintersemester 2023 /24
Musterlosung zu Ubungsblatt 3 03.05.2024
Aufgabe 1 (8 Punkte)

(a) Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und induzierter Abstandsfunktion d.
Zeigen Sie, dass fiir all a,b € V' die Menge

Vap ={x eV |d(x,a) =d(z,b)}
ein affiner Unterraum ist.

(b) Finden Sie einen C-Vektorraum W mit Skalarprodukt (-,-)c, induzierter Abstandsfunktion
dc und a,b € W so, dass die Menge

Wa,b = {J} ew | d(c(l‘,a) = d(C(xa b)}
kein affiner Unterraum ist.
(¢) Finden Sie einen normierten R-Vektorraum (U, ||-||) und a,b € U so, dass die Menge

Ugp ={zeU||z—al =

|z — bl[}

kein affiner Unterraum ist.

Losung zu Aufgabe 1
(a) Methode 1: Es gilt
lz = all = [|lz = bl = ||z — al|* = [|l= — b]*
= lzl® — 2{z,a) + lla]l* = |* — 2(x, b) + |]b]|*

— (2,5~ a) = S (Ibl]* ~ ).

Damit ist Vg, der Losungsraum des LGS (z,b — a) = %(HbH2 — ||a]|*) und somit ein affiner
Unterraum.

Methode 2: Zunichst ist V,p # 0, denn fiir z = % gilt d(a,2) = |la — 2| = H%bH =
‘ bfT“H = ||b — z|| = d(b, ). Wir behaupten nun, dass z + {z — a}* = V. Ist v € {z —a}*,
so gilt

2 2 2 2 2 2 2
la = (z+0)|" = [la = 2+ 0[|" = lla = 2" + [Jo[|” = b= 2[" + [[o]| = []b = (z + 0)|I7,

daa—z=2%"=—(b—2).
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Ist y € Vi, so ist
1 2 2
y-—za-2=1(ly-2- (- +ly-2+(z-a))

1 1
=y —z+(z~ I + lly — al*) = 2y = bl = lly — afl?)
= 0.

(b) Wir betrachten den C-Vektorraum W := C mit dem Standardskalarprodukt und a :==1,b :=
2. Dann ist

r+iyeWig <= |z +yi—1|| = |z +yi—2|
= @-1D)? 4y = (227 +y°
— (z—1)? = (z—2)?
— 2?2 +1=a?—4dzx+4
— —22+3=0
3

— ="
=3

Damit ist W, = {2 + 4y | y € R} und somit kein affiner Unterraum.

(c) Wir betrachten U := R? mit der Norm ||-||, und den Vektoren a := e1,b := es. Dann gilt
A(e1 + e2) € Ugy, fiir alle A € R und somit LH (e; + e2) C U, p. Nun gilt aber auch

d(e1, (0, —1)T) = 2 = d(eg, (0, —1)T)

und somit ist (0, —1)T € U,yp. Wire U,y ein affiner Unterraum, so miisste U, folglich
zweidimensional sein (und ein Untervektorraum, da 0 € Ugy). Da aber nicht jedes Element
von R? in Uap liegt (beispielsweise ist e; & Ugy), ist somit U, p kein affiner Unterraum.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Es sei 2 < m € N. Wir betrachten den C-Vektorraum V = C%/™% = {f | f : Z/mZ — C} und
definieren das Skalarprodukt

m—1

(fog) =D f(a])g([a]).

=0

Fir k € {0,...,m — 1} definieren wir

fr([x]) = exp(2mikx/m).
Zeigen Sie:
(a) Jedes f ist eine wohldefinierte Funktion Z/mZ — C.

(b) B :={fr|ke€{0,...,m —1}} ist eine Orthogonalbasis von V.



Losung zu Aufgabe 2

(a) Sind x,y € Z mit [z] = [y], so gibt es | € Z mit x = y + Im. Dann ist exp(2mikz/m) =
exp(2mik(y + lm)/m) = exp(2mwiky/m) exp(2mwikl) = exp(2mwiky/m) und damit ist fx wohl-
definiert.

(b) Wir haben

m—1

(frrs fra) = Y exp(2mi(kr — ka)z/m)

=0
m—1

= Z exp(2mi(k1 — ka2)/m)*
=0

_exp(2mi(ky — ko)/m)™ — 1

 exp(2mi(ky — ko) /m) — 1

. exp(27m'(k1 — kg)) -1

~ exp(2mi(ky — ko)/m) — 1

—0

Damit ist 2 = {fy. | k € {0,...,m — 1}} ein Orthogonalsystem. Die Dimension von C%/m%
ist m, da die Kardinalitédt von Z/mZ gerade m ist. Damit ist % eine Menge von linear

unabhégigen Vektoren (da Orthogonalsystem) deren Kardinalitit gleich der Dimension des
Vektorraums ist und somit eine Basis.



