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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Es sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Fiir v € V sei ¢, : K — V, A — Awv.
a) Zeigen Sie: Fiir v € V ist ¢} durch
V* -5 K*, o o(v)idg
gegeben.
b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

U :Hom(K, V) = V, ¢+ ¢(1)

ein Isomorphismus ist und geben Sie die Inverse an.

Losung zu Aufgabe 1
a) Es seien o € V* und A € K. Dann gilt

P3(0)N) = 0(pu(N) = 7 (A) = Ao (0) = o(W)idk (V).
Somit folgt ¢} (o) = o(v)idg

b) Wir betrachten ® : V' — Hom(K, V'), v — ¢,. Diese Abbildung ist linear, denn fiir v,w € V'
und A € K gilt ®(\v + w)(t) = ©rorw(t) = t + w) = Mo + tw = Aoy (t) + wu(t) =
AP (v)(t) + ®(w)(¢) fir alle t € K und damit ®(Av + w) = AP(v) + ¢(w). Somit ist ¢ linear.
Es gilt

U(D(v)) = pu(l) =v
und ist ¢ € Hom(K, V), so gilt p(A) = Ap(1) = @1y () fiir alle A € K, d.h. ¢ = ¢ 1) und
damit ist

2((p)) = pp) = -

Also ist @ die Inverse von ¥ und V¥ ein Isomorphismus.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Es sei K ein Kérper, n € N mit n > 1 und E := {ey,...,e,} die Standardbasis von K". Weiter

sei
i
b; = g €j
j=1

fir « < n. Weiter seien €], 7 € 1,...,n die Koordinatenfunktionen beziiglich der Basis E und b}
die Koordinatenfunktionen beziiglich der Basis B := (by,...,by).
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a) Zeigen Sie, dass e] # b}.

b) Stellen Sie fiir jedes ¢ € {1,...,n} die Abbildung e} als Linearkombination der Elemente
der dualen Basis B* = (b7,...,0}) dar.

L6ésung zu Aufgabe 2

a) Es gilt
ej(bg) =ej(e; +e2) =1
und
bi(b2) = 0.
b) Es gilt

Ist p € (K™)*, so gilt

und damit

Also ist
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