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LINEARE ALGEBRA - ZUSAMMENFASSUNG

Diese Zusammenfassung erhebt keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit oder Korrektheit.

Solltet ihr Fehler finden oder Ergédnzungen haben, teilt sie mir bitte mit: richard.gebauer@student.kit.edu

1 Lineare Algebra II

1.1 Jordan-Normalform (JNF)

Bestimmung der JNF

e Charakteristisches Polynom der Matrix bestimmen: C'P4()\) = Hizl(/\ —¢)

e Algebraische Vielfachheit r; ist Lange des Jordan-Blocks zum Eigenwert c¢;

e Bestimme Eigenraum (bzw. dessen Dimension) zum Eigenwert ¢;: E., = kern(A —¢; - I)

o Geometrische Vielfachheit k; = dim(E,,) ist Anzahl Jordan-Késtchen im Block zu ¢;

e Vielfachheit e; eines Linearfaktors (A — ¢;) im Minimalpolynom ist Linge des grofiten Jordan-
Késtchen im Block zum Eigenwert ¢;, d.h. d., 1 = €;

e Jordan-Blocke und Kistchen (innerhalb der Blécke) nach Grofie anordnen: Grofie zuerst

c 0
1 ¢
e Jordan-Kistchen der Linge d zum EW ¢: Jy(c)=| 0 1
0
Jdci,l
0
e Jordan-Block zum EW ¢;: D; = Dp, B, (Alf(a,c,)) =
0
D, 0
0 Do
e Jordan-Normalform von A: JNF(A) = Dpp(A) =
0

Bestimmung der Basis fiir eine JNF

e Betrachte jeden Eigenwert ¢

0
0
c Rdxd
0
Cc
0
e RT‘,;X’I"i
0
0 Ja.,,,
0
c Rnxn
0
Dy

e Bestimme kern(A — ¢+ I)?, kern(A — ¢ - I)?, ... bis sich die Dimension des Kerns nicht mehr #ndert

e Die kleinste Zahl fiir die dies so ist, sei p: kern(A — ¢ I)? = kern(A — ¢ - I)P*!

e p ist Vielfachheit des Linearfaktors (A — ¢) im Minimalpolynom

e Wiihle Basisvektoren fiir kern(A — ¢ I), ergiinze diese zu Basis von kern(A — ¢+ I)?, diese wiederum

zu Basis von kern(A — ¢ - I)3 usw.

e Wiihle Basisvektoren aus kern(A — ¢ - I)P, die nicht in kern(A — ¢ - I)P~! enthalten sind

e Fiir jeden Vektor v bestimme: v, (A —c-I)-v,(A—c-1)? - v,....,(A—c-I)P71 -0

e Diese bilden in dieser Reihenfolge Basis des grofiten Jordan-Késtchen (also der Linge p)
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e 7Zu einem Jordan-Kistchen der Linge k gehoren Basisvektoren aus kern(A — ¢ - 1)*

Sei also k nun die Lénge des néichstgrofiten Jordan-Késtchen zum EW ¢

e Wiihle wieder Basisvektoren aus kern(A — ¢ - I)*, die nicht in kern(A — ¢ - I)*~! liegen

Bestimme fiir jeden dieser Vektoren v: v, (A —c-I)-v,(A—c-1)?-v,...,(A—c-I)F" 1.y

Fahre so fort, bis alle Jordan-Késtchen Basisvektoren haben

e Man erhilt somit eine Basiswechselmatrix S = (by]...|b,), sodass INF(4)=S"1-A.S
d.h. S definiert Basisisomorphismus von B in die Std.basis: g :x — St =21 b1+ ...+ 2, - by

1.2 Skalarprodukt (SKP), Orthonormalbasis (ONB), Orthogonalprojektion

Vektorraum-Paarung V., W K-VR, Abb. P: V x W — K Paarung, falls P linear in jedem Argument
Fiir V = W: heifit P Bilinearform auf V'

P heift nicht ausgeartet, falls Vwg # 0,v9 # 0 : P(-,wp) # 0, P(vg,) #0

Bilinearform P heifit symmetrisch, falls Yo, w € V : P(v,w) = P(w,v)

Fundamentalmatrix V, W K-VR mit Basen B = (b1,...,b,), C = (¢1,...,¢,), P VR-Paarung
DBc(P) = (P(bi,Cj))ij e Kmxn

P(v,w) = D(v)" - Dpc(P) - Do(w)

Sesquilinearform V K-VR, s:V x V — K heifit Sesquilinearform, falls Vz,y,z € V,a € K:
s(ax +y,z) =a-s(z,2)+ s(y,z) und sz, ay+ z) =as(z,y) + s(z, 2)

s heifit hermitesch (fiir K = C) bzw. symmetrisch (fiir K = R), falls s(y, ) = s(z,y) (schiefsymmetrisch)

Skalarprodukt Schiefsymm. Sesquilinearform s heifit Skalarprodukt auf V| falls es positiv definit ist:
VeeV:s(z,z) >0 und s(z,2)=0&2=0

Schreibe: (x,y) := s(z,y)

Norm |z| :=+/(z,z) Yz eV
Orthogonalitit V VR mit Skp. (-, ) und zugehoriger Norm || - ||
x,y € V senkrecht bzw. orthogonal < (z,y)=0 < =z ly

M,N C V orthogonal & Ve M,yeN:zly & MLN
B C V Orthogonalsystem (OGS) < Vez,yeB:z#y=xly
B C V Orthonormalsystem (ONS) < B OGSundVze B:|z| =1
B C V Orthogonalbasis (OGB) < B Basis von V und OGS
B C V Orthonormalbasis (ONB) <« B Basis von V und ONS

Erhard-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren
e Sei (b;); lin. unabhéngig. Wollen OGS (¢;); finden, sodass ((b;):) = ((¢i):)

L (b
e Setze ¢y = by und rekursiv: ¢, = b, — Z?Z(} << n Cl>>
Ci, G

"G
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Orthogonalraum M C V. Orthogonales Komplement von M:

Mt ={yeV;y L M}

Orthogonalprojektion U C V endl.dim. Teilraum
e Vx eV :3lyeU:d:=|z—y| =min{|z—ul;uecU}
eyclU,x—y LU

e Definiere orthogonale Projektion auf U: 7y (z) :=y

Es gilt: 7y € Endgterig(V), 75 = mpy (unipotent), ||y (z)]| < ||z||

d heiit Abstand von x von U, z := x — y Lot von x auf U, y Lotfulpunkt
Sei (by,...,b) ONB von U: 7y (v) = Zﬁzl@;,bi) - b;

Abstand d({z},U) = [|z]| = |7y« (2)]| = [l& — 7o ()|

1.3 Adjungierte, Selbstadjungierte

Adjungierte Matrix A* := a’

Adjungierter Homomorphismus & € Hom(V,W). ¥ € Hom(W, V) heifit zu ® adjung. Hom., falls:
VeeViyeW: (2@),y)w = (z,¥(y)v

Schreibe: ¥ =: ®* und setze Hom®(V, W) := {® : V — W; ®* existiert}
Mit ONB B gilt: Dpp(®*) = Dpp(®)*

Selbstadjungierte Endomorphismen & € End*(V) selbstadjungiert, falls & = ®*
® selbstadjungiert < Dpp(®) = Dip(®), d.h. hermitesch

® selbstadjungiert = @ normal

AeC™ ™ mit A=A* = Spec(4d) CR

Fiir A hermitesch gilt: A positiv definit < VX €Spec(A): A >0

Spektralradius V C-VR, ® € End(V): Spektralradius p(®) := sup{|A|; A € Spec(®)}

Norm von linearen Abbildungen A € K™*": || Al := sup{||Az||; ||z] < 1}
Es gilt: [|4|| = /p(A*A) und fiir normale A mit m = n gilt: || A|| = p(4)

1.4 Isometrien, Isometrienormalform (INF)

Morphismus von VR mit Sesquilinearformen Vi, V5 K-VR mit Sesquilinearformen sq, so

® € Hom(Vi, Va) mit so(®(x), @(y)) = s1(x,y) Ve,y eV

(Lin.) Isometrie & Morphimus von VR mit Sesquilinearformen und bijektiv
Isometrie @ : (V,s) = (V, s) heiit Automorphismus von s
® Isometrie & ® € End*(V) und ®* =®~! & Ve e V:|z| = |®(z)|| & Yy eV : |yl = |2 =1

Isometrienormalform (INF)

Im unitdren VR V n-dim. unitdrer VR, ¢ : V — V unitér.
Dann ex. ONB aus EV von V und fiir alle EW gilt: |A\| =1
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Im euklidischen VR V n-dim eukl. VR, ¢ : V' — V orthogonal. Dann ex. ONB B von V', sodass:

Dgp(9) = diag(1,...,1,~1,...,—1,Dy,, ..., Dy,) mit D, := ( cos@ Ty >

sing cosyp

und ¢ hat als reelle EW nur +1. Fiir komplexe EW gilt: AEW = (22 —2Re(\)z+1)|CPy(z), |\ =1
Mit cos ¢ = Re(A) bzw. sin ¢ = Im(A) erhélt man den Drehwinkel des zugehérigen Drehkéstchens.

Eine ONB erhélt man mit den normierten EV von %1 und fiir die Drehkéstchen wéhle

v € kern(z? — 2Re(N)z + 1): (v, ¢(v)) ist Basis des Drehkistchens. Noch orthonormieren: Fertig!

1.5 unitidre VR, normale Endomorphismen
normale Endomorphismen & € End?(V) ist normal, falls ® - ®* = &* - & bzw.:
Vo,y €V (@7(z), 2" (y)) = (B(x), B(y))

Mit ONB B gilt fiir A := Dpp(®) auch: ® normal < A-A*=A4*-A

Spektralsatz fiir normale Endomorphismen V endl.dim VR mit Skp., ® € End(V') normal
Falls K = R dann habe C Pg nur reelle NS. Dann besitzt V' eine ONB aus Eigenvektoren von ¢

unitire Endomorphismen & € End(V) unitdr < & normal und VA € Spec(®) : |A| =1

Drehkéstchennormalform V endl.dim. R-VR mit Skp., ¥ € End(V) normal. Dann gilt:
e CPy(x) = H§:1($ =) Thici (@ = Mge) (@ 4+ Ase) mit A, A €R Apga,. ., s €C\R
e JONB C = {c1,...,¢r,Cr41,Cry 15+ -5 Crps, €y} Vo V, sodass Do (W) DrehkéstchenNF hat:

. . cos¢p —sing
Dce (V) =diag(A1, ..., Ar, 1 Dgys ..., ¥sDg,) mit Dy == ( >

sing coso
e U orthogonal: Siehe Isometrienormalform (INF) (V EW A: |\ =1)

1.6 affine Geometrie, affine Abbildungen, Quadriken

Affiner Raum V endldim. K-VR. A # () heifit affiner Raum mit Richtung(svektorraum) V, falls:
e VPeA:04+P=P
eVr,yeV: e+ (y+P)=(x+y)+P

e VP, Qe A:3lx eV :Q =z+ P (Translationsvektor x = .@)

Affiner Teilraum B C A, B # ) heifit lineare Varietét in A, falls:
3 VR Up C V : B affiner Raum mit Richtung Up B = () wird ebenfalls affiner Raum genannt

Baff. TRvonA &« 3PcA:3UVRUCV:B=U+P “2* vpPQeB:P£Q=PQCB

Affine Hiille von M C A
[M] := N B
B aff. TR, BOM
Fir M ={Py,..., P} schreibe [M] =: [Pi, ..., Pp,]
[Py, ..., Py] in allgemeiner Lage, falls dim[Py,..., P, =m < (P ﬁi)izlmm linear unabhéngig

Parallelitiit Affine TR B,C C A sind parallel (B || C), falls: Ug C Ug oder Us C Up
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Affines Koordinatensystem A AR mit Richtung V', dim A = n.
Ein Paar K := (O, B) € A x {Basen von V} heifit affines Koordinatensystem mit Ursprung O

Dy : A— K™ P+~ Dp(OP) die Koordinatenvektorabbildung
Dk : A — A, (K) Koordinatendarstellung zum KS K

Morphismus affiner Rdume A, B AR mit Richtungen V,W. Abb ¢ : A — B heift affin, falls:
3® € Hom(V, W) : p(x + P) = ®(x) + p(P) Yz eV, P A
Setze Hom,g(A, B) := {¢ € Abb(A4, B); ¢ affin}. Es gilt:
e ¢ affin mit zugeh. @ & IP € A:Vz eV :p(x+ Py) = @(x) + o(FPo)
e © € Hom,g(A, B) = zugeh. ® =: A, ist eindeutig

e ¢ affin: ¢ injektiv/surjektiv < A, injektiv/surjektiv

@ affin und bijektiv heifit Affinitéat oder fiir A = B Automorphismus

P K" — K™ affin & JAe K™ ae€ K" :¢(x) = Az + a, Schreibe daher: ¢ =: (4, a)

Fixpunkt, -raum & -richtung A AR mit Richtung V', ¢ € Hom,g(A, A)
e P € A heifit Fixpunkt von ¢, falls ¢(P) = P
e Aff. TR B C A, B # () heifit Fixraum von ¢, falls ¢(B) C B
e UVR U C V heifit Fixrichtung von ¢, falls A,(U) C U

Geradentreue Abb. A AR, Abb. ¢ : A — A ist geradentreu, falls: G C A Gerade < ¢(G) Gerade
Es gilt: ¢ Affinitit = ¢ geradentreu
Fir dimA > 1, K = F, mit p # 2 oder K = Q gilt: ¢ Affinitdt < ¢ bijektiv und geradentreu

Euklidischer Raum Paar (E, (-,-)) mit E AR iiber R und Skp. auf Richtung Uy =V von E

Abstand von P,Q € E: d(P,Q) := | PQ| = / (PG, PO)
cartesisches Koordinatensystem K = (O, B) auf euklid. Raum F mit ONB B bzgl. (-, -)

Bewegungen FE, F euklid. Rdume, ¢ : E — F
o ¢ heifit lingentreu, falls d(p(P), ¢(Q)) =d(P,Q) YP,Q € E

e ¢ heifft isometrisch, falls ¢ affin und ldngentreu

© heifit Bewegung von E, falls ¢ € Aut.g(E) und isometrisch

¢ heifit eigentliche Bewegung, falls zusétzlich det(A,) = 1 gilt
Ortogonalitit affiner Teilrdume A1 B < Uy 1L Up

Gemeinsames Lot von A, B mit LotfuBpunkten P+, Q:
Gerade Gmit G L A,G L B,GNA={P"},GNB={Q"}
A, BCR"ATR, A,B#0,dim(Us+Up) <n = 3! gem. Lot G mit PT, Q" und d(A, B) = d(P*,Q™)
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Abstandsbestimmung: Mit LGS

e A, B lassen sich mit Stiitzvektor und Basisvektoren schreiben als: A = Zle Rx; + xg, B =
Z;:l Ry; + o

o Sei P* =37, \iwi +x0, QF =32, 135 + Yo

e Unbestimmte );, 11; lassen sich mit folgendem LGS ermitteln:
(x;, PT —Q")=0 Vie{l,...,s}
(y;, PF —Q"y=0 Vje{l,....,r}

e Mit den LotfuBpunkten ergibt sich schlieSlich der Abstand d(4, B) = d(P*,Q™)

Abstandsbestimmung: Mit ONB
e Bestimme ONB {by,...,b;} fiir (Us +Up)*

e Dann gilt: d(4, B) \/ZT 1{To = Yo, br)?

Bewegungen von Ay(R) Zu ¢ € Autgst(R?) ex. KS £, sodass D,z () eine der folgenden NF hat:
e (1,0)=1id

I, \ey) Translation (A > 0), kein Fixpunkt

C,0) Spiegelung an Achse, Fixpunktmenge = Achse
C,

(
(D4, 0) Drehung (0 < a < ), genau ein Fixpunkt
(
(

Ae1) Gleitspiegelung, kein Fixpunkt, genau 1 Fixgerade

—si 1
o= (0 T Jwie= ()
Affine Quadrik A € K™*" symmetrisch, b € K", vy € K, f: K" — K,z + 2T Az + 2072+~
Q:=N(f) ={z € K"; f(x) =0}
Quadratische Erginzung A € K™*" symmetrisch, Rang(A) = r, Char(K) # 2 Dann:

3C € GL,(K) : CTAC = diag(au, ..., a,,0...,0)
Trigheitssatz von Sylvester A € K™*™ symmetrisch, Rang(A) = r
—
K=C = 3Ce€GL,(C): CTAC = diag(1,...,1,0,...,0)

——
K=R = 3Ce€GL,(R): CTAC = diag(1,...,1,-1,...,—1,0,...,0)
und p, ¢ durch A eindeutig bestimmt

Mittelpunkt f(x) = 27 Ax+2b7 2 +~. Falls ex., heifit Lsg. des LGS Az = —b Mittelpunkt der Quadrik
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Affine Normalform fiir Quadriken mit Mittelpunkt

0 fallsy' =0
Allg. K& = f=aX2+.. .+, X?+
& Borper f=mX Gt 1 fallsy' #0
0 fallsy' =0
K=C = f=X}+...+X*+
! ! " 1 fallsy #0
0 fallsy' =0
2 2 2 2 )
K=R = f=X{+...+ X, - X, —..— X\, {1 falls o/ % 0 (OBdA: p <gq)

Affine Normalform fiir Quadriken ohne Mittelpunkt

K=C = f=X{+.. . +X2-2X,

K=R = f=X{+.. . +X)-X,, —...— X},

—2X;41 (OBdA:p > q)

Affine Aquivalenz F, F quadratische Polynome affin fquivalent falls:

3 Affinitit ®(X) = MX +t auf A*(K), Einheit e € K* : F(X) =e- F(MX +1)

Bestimmung der affinen Normalform

e Quadratische Ergiinzung nacheinander in den einzelnen Variablen durchfithren (z.B: zuerst in x,
dann in y, dann in z...)

e Mit anderem Variablenset (affin, also hochstens linear) substituieren (z.B: u =22 432 —7)

e Substitution beschreibt affine Transformation der Quadrik in NF: (4,a) : K™ = K", X — A-X +a
Euklidische Klassifikation Nur Orthogonale Transformationen zugelassen, d.h. C' € O,,
Spektralsatz = 3C € O, : CTAC = diag(\1,..., A, 0,...,0) (OBdA: \; > X\iy1)
Erhalten Normalformen:
o M X7+ .+ AX2
o MXi+. . +ANX2+1
o M XZ+ .+ NX2-2X,
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