I.1 (4 Punkte)

Es seilen G und G’ zwei Gruppen sowie & : G - G und ¥ : G — ' Gruppenhomomor-
phismen. Zeigen Sie:

Ist H eine echte Untergruppe von G und gilt ®(a) = ¥(a) fiir alle ¢ € G\H , so folgt
b =0.

Losung:

Zu zeigen ist: Vo € G : ®(z) = ¥(x) .

Fir z € G\H ist dies nach Voraussetzung erfiillt.

Noch zu zeigen: Vo € H : &(z) = ¥(x).

Beweis: Sei z € H .

Da H echte Untergruppe von G ist, existiert ein a € G\ H .

Es gilt dann za ¢ H . Denn die Annahme za € H fiihrt auf den Widerspruch a = z7(za) €
H . da die Verkniipfung zweier Elemente aus der Untergruppe H wieder in H liegen miisste.

Nach Voraussetzung folgt damit weiter: ®(za) = ¥(za).

Da ® und ¥ Homomorphismen sind ergibt sich ®(z)®(a) = ¥(z)¥(a), mit ®(a) = ¥(a)

nach Voraussetzung.

Verkniipfung von rechts mit dem Element ®(a)~! = ¥(a)™' ergibt letztendlich ®(z) = ¥(z).



I.2 (4 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen gelten fiir jede k -elementige Teilmenge A= { ai,..., ai}
(k> 2)eines K -Vektorraums V 7 Beweisen Sie die Aussagen oder widerlegen Sie diese durch
Angabe eines Gegenbeispiels.

a) Ist A linear abhéngig, so ist jeder Vektor @ € A Linearkombination der iibrigen Vek-
toren aus A.

b) Gibt es einen Vektor & € V, der sich eindeutig als Linearkombination von ai,..., ag
schreiben ldsst, so ist A linear unabhéngig.

c) Ist A linear unabhéngig und « € V beliebig, so ist { a1+ «,..., ar + x} linear
unabhéngig.

d) Ist A linear unabhéngig, so sind auch die Vektoren
a1+ @3 @yt G3,..., Q-1+ Gk, G + A1

linear unabhéingig.

Losung:

a) FALSCH!

> ) ( (1) )} C R? ist linear abhéangig, aber ( (1) > ist keine Line-

Gegenbeispiel: A = { (
0
0

~—— O O

arkombination von (

b) RICHTIG!
Beweis: Sei & = 1 a1+ 4z ap mit z1,... 21 € K die eindeutige Darstellung des Vektors
x.Sel yya1+ -+ yrar = o eine Darstellung des Nullvektors mit yy,... ,yx € K . Dann
ist (y1+x1)ar+-+ (yx+ 1) ar = ¢ ebenfalls eine Darstellung von @ , fiir die wegen der
Eindeutig der Darstellung y, + 1 = x1,... ,yx + 2 = xp beziehungsweise y; = -+ =y =0
gelten muss. Also sind die Vektoren aq,..., aj linear unabhéngig und damit die Menge A .
c) FALSCH!

. 1 0 9 - L e o . , -1 .
Gegenbeispiel: A = o )\ C R* ist linear unabhéngig. Fiir & = 0 ist

1 0 0 -1 0 -1 e

<0>+ x = <0> und <1>+ x = ( ] >,und {<0>,< ] >} ist linear
abhéngig.
d) FALSCH!

. 1 0 9+ L1 o . .
Gegenbeispiel: A =4 a; = 0 ) =1 C R ist linear unabhéngig. Aber es ist

1
a;+ a; = a;+ a1:<1>.

Also sind die Vektoren a; 4+ as, as + a; linear abhéngig.



I.3 (4 Punkte)

Es sei A eine reelle (p,n)-Matrix mit p > 1 und n > 1. Geben Sie an, ob die folgenden
Schliisse richtig (’r’) oder falsch (’f’) sind. Beweise sind dabei nicht verlangt.

= =
Vbe R? : Az = b ist losbar Az = o ist losbar
Vbe R? : Az = b ist losbar Ax = o ist eindeutig losbar
dbe RP\{o} : Az =b ist l6sbar

Rang A = min(p,n)

dbe RP\{o} : Ax="b ist l6sbar dbe RP\{o} : ATAx= ATb ist losbar

Hinweis zur Punktevergabe:
Jedes Kastchen wird wie folgt bewertet: richtige Antwort: +0,5 Punkte
falsche Antwort:  —0,5 Punkte
keine Antwort: 0 Punkte
Ist die Summe negativ, so wird die Aufgabe mit Null Punkten bewertet, ansonsten ist die
Sumime auch gleich der Punktezahl.

Losung:

Vbe R? : Az = b ist 16sbar Az = o ist lésbar

Vbe R? : Az = b ist losbar Ax = o ist eindeutig losbar

dbe RP\{o} : Az =b ist l6sbar r Rang A = min(p,n)

dbe RP\{o} : Ax="b ist l6sbar f dbe RP\{o} : ATAx= ATb ist losbar



I.4 (4 Punkte)

Es sei V' ein n -dimensionaler Vektorraum tiber dem Koérper K und V> sein Dualraum. Fiir
jede Teilmenge M C V sei

Me={®eV |V eM: (x)=0}.

a) Zeigen Sie, dass M° fiir jede Teilmenge M C V ein Untervektorraum von V* ist.
b) Weisen Sie nach, dass fiir jeden Untervektorraum U von V
dimU +dimU° =n
gilt.
c) Bestimmen Sie fiir den reellen Vektorraum V = R® und

1 0 1
M={[1],]1
0 1 ~1

eine Basis von M°.

Losung:

a) Offensichtlich ist M° # @, denn die Nullabbildung Q : @ ~ 0 ist Element von M° .
Fir &, ¥ € M° ist auch &+ ¥ € M° ,denn Ve € M: (P+T)(x) =P(x)+T(x) =
0+0=0.

Fir ® € M° und a € K istauch a® € M° ,denn Ve e M : (a®)(z)=aP(xz)=a0=0.
Nach dem Untervektorraumkriterium ist damit M° ein Untervektorraum von V*.

b) Fir U=V [=U°={Q}]und U ={o0} [= U°=V*]ist die Aussage richtig.
Sei dimU =k (1 <k<n—1)und {by,..., by} eineBasisvon U ,diedurch bpy1,..., b,

zu einer Basis B ={by,..., b,} von V erginzt wird. Sei B* = {®,,...,®,} die Dualbasis
von B .
Beh.: Fiir U =[by,..., bi] gilt  U° = [Pry1,...,P,].

Bew.. Fir & =a1®1+... 40, P, € U° gilt fiiralle 1 =1,... k: (q®1+...+a,P,)( b)) =
a;®;(b;) = oy = 0. Also gilt U° C [®ry1,...,P,] . Umgekehrt zeigt diese Rechnung, dass
auch (ox®r + ...+, ®,)(b;,) =0 fiir 1 =1,...k gilt, woraus [®Pgiq,...,P,] C U° folgt.

Damit gilt insgesamt: dimU + dimU° =k + (n—k) =n.
c) A= (ajjai20n3) sel die Abbildungsmatrix von & beziiglich der Standardbasis. Aus A & =

0 flir alle & € M ergibt sich ein homogenes LGS fiir die zu bestimmenden Koeffizienten
11, 012 und 13 .

11 0 011 0 1 0 -1 011 0
01 1 19 = 0 ~ 01 1 19 = 0
1 0 —1 13 0 0 0 0 13 0

Damit haben alle ® € M° das Aussehen ® : @ — oy1(1,—1,1) & und die Abbildung
®, : & — (1,—-1,1) & ist eine Basis von M°.



I.5 (4 Punkte)
Die Matrizen

1 1 0 -2 1 0 -1 -1
-1 0 2 0 1 1

seien Abbildungsmatrizen zweier Endomorphismen ® und ¥ des R® beziiglich der Stan-

dardbasis.
a) Berechnen Sie A% B? AB und BA.

b) Zeigen Sie, dass R® eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren von ® und ¥ besitzt,
und stellen Sie die Endomorphismen in einer solchen Basis dar.

Losung:
a) Die Matrixprodukte sind
1 1 0 -2 1 0 -1 -1 1 0 -1 -1
A =" 13 1 BE=>|0 2 2 AB=-| 0 2 2 | =BA
S\-10 2 S\o 11 S\o 11

b) Aus AB = BA folgt, dass eine Basis des IR® aus gemeinsamen Eigenvektoren der beiden
Endomorphismen existiert.
Wir berechnen zunéchst das charakteristische Polynom von A und B:

3| 1—=3A 0 -2 2
pa(A) = (%) 1 3-3x 1 = (%) (1—)\)‘ 1:1% 2:2:” ‘:—)\(A—l)z
—1 0  2-3)
3| =32 -1 -1 2
pp()) = (%) 0 2-3" 2 |= (%) (—)\)‘ PN 2 ‘:—)\2()\—1)
0 1 1—3)

Bestimmung des Eigenraums EZ von & zum Eigenwert 0 :

1 0 -2 10 -2 10 -2 2
1 3 1 ~ 03 3 ~ 01 1 — Ed=[a:=| -1 |]
-10 2 00 0 00 0 1

Bestimmung des Eigenraums FEi* von & zum Eigenwert 1 :

-2 0 =2 101 1 0
1 0 1 ~ 000 — FEf=[l 0], 1]]
-1 0 -1 000 ~1

Analog berechnen sich die Eigenriume EP zum EW 1 bzw. EZ zum EW 0 von ¥ :

-1 1 0
EP =[b:= 2 |Jund EZ = 0 |, 1]
1 0 —1

Wegen Ba = o gilt a € EfNEP. Wegen Ab= b gilt ac EPnNEL.
1
Wegen ¢ := 1 | € EANEE haben die Endomorphismen in der gemeinsamen Eigenbasis
—1
{a, c, b} die Gestalt

000 N
A=1 01 0 und B =
0 0 1

o O O
o O O
= O O



1.6 (4 Punkte)

...,n gelte

Es seien @q,..., ¢, € R",b,c € R und fiir alle 7,5 =1,
0i; = o7 b firi=7,

Weiter sei M die Matrix mit den Spalten x4,..., &, .

Berechnen Sie den Betrag von detM .

Losung:

Sei A, die (n,n)-Matrix A, = (a;;). Es ist detA; =b.

b c " e c b_c 0
c b . : 0 b—c
detd, = | .. .. . = :
b ¢ 0
c - ¢ c b ¢ ¢
b—c 0 0
0 b—c 0 0
= 0
0 b—ec 0
c c b+ (n—1)c

c—b
0 -+ c¢c—b
w0 :
0 b—c c—b
c b

iwj:{c fiir ¢ # .

Fir n > 2 gilt

Bei den Umformungen wurde zuerst die letzte Zeile von allen anderen Zeilen subtrahiert. Danach
wurden die ersten (n-1) Spalten zur letzten Spalte dazuaddiert.

Fiir die Matrix M = (@®y,..., ®,) gilt MTM = A, . Deshalb ist (detM)? = detA, oder

[detM| = /(b= )™=D - (b+ (n — 1)c).



I1.1 (4 Punkte)

Es sei ® ein Endomorphismus eines fiinfdimensionalen komplexen Vektorraums V mit dem
charakteristischen Polynom

p=X°"—-9X°3
Ferner sei dim(Kern®)=1.

Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von ® o @ .

Losung

Wegen p = X3(X —3)(X 4+ 3) hat ¢ eindimensionale Eigenrdume zu den Eigenwerten +3
(Eigenvektor by ) und —3 (Eigenvektor by ). Auflerdem hat @ einen dreidimensionalen
Hauptraum zum Eigenwert 0. Weil der Eigenraum zum Eigenwert 0 mit Kern® identisch
ist und der Kern eindimensional ist, gibt es ein einziges Jordankéstchen zum Eigenwert 0. Eine
zugehorige Jordanbasis sei { bz, by, bs} . Beziiglich der Basis B = { by,..., bs} lautet die
Jordannormalform von @

3 0 000

/ 0 -3 000 \
A=10 0 00O
0 0 100
0 0 010

Beziiglich B hat ®? dann die Abbildungsmatrix

9 0000

/ 0 9000 \

A*=10000O0|,

00000
00100

die beziiglich der Basis C = { by, bsy, b3, bs, by} die Jordansche Normalform von &2

)

9

O O O D

O OO WO
O~ O DO
O OO DO
O OO DO

annimmt.



I1.2 (4 Punkte)

Es sei V' der reelle Vektorraum der auf dem abgeschlossenen Intervall [—1,1] stetigen reellen
Funktionen. Auf V ist durch

(g:) = [ gahiz)ds

1

ein Skalarprodukt erklért, das eine Norm ||+ || induziert. Weiter bezeichne II die Orthogonal-
projektion auf den von den Funktionen p; : z — 2 (i =0,1,2) aufgespannten Untervektor-
raum U .

Bestimmen Sie das Bild TI(f) der Funktion f : z +— 2®+ 1 unter der Orthogonalprojektion
IT, sowie den Abstand d(f,U) := ||II(f) — f]| .

Losung

Zunéchst gilt fir i,k €{0,1,2,3,...}:

1
. 1 .
(pis Pr) =/ el = ——=a" =

! 0 fiir ¢ + k ungerade
. i+ k+1

z’+l§+1 fiir ¢ + k gerade

-1

Insbesondere liest man daran ab, dass gerade Funktionen zu ungeraden Funktionen orthogonal
sind. Entsprechend ist U = U; & U, orthogonale Summe von U := [X] und U, := [1, X?]
und es ist II = II; +II, die Summe der Orthogonalprojektionen auf die Untervektorrdume Uy
bzw. Us . Wegen 1 € U gilt II(1) =1 und es folgt

M(z®+1) = Hl(xS)Jr&@)JFE@
_ <x3:;>> cr 41

{
2
£ 3
= %-x—i—l:—-x—i—l.
2 3
3

Fiir den Abstand d(f,U) gilt

d(f.U) = [10(f) = fll = [zz—2°|

Als alternativer Losungsweg bietet es sich an, mit dem Orthogonalisierungsverfahren aus der
Basis {po.p1,p2} eine ONB zu bestimmen, etwa {eq := \/g7 e = \/gx, €y 1= %\/g(xz -},
Dann ist TI(f) = 37 (f,eie; = qr+1.



I1.3 (4 Punkte)

Es seien V' ein n -dimensionaler euklidischer Vektorraum und @ ein selbstadjungierter En-
domorphismus von V. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(i) @ hat genau n verschiedene Eigenwerte.

(ii) Je zwei @ -invariante Untervektorraume U; und Uz von V ,die UiNU; = { o} erfiillen,
sind orthogonal.

Losung

Beweisrichtung ,, = “:

Nach Voraussetzung und dem Spektralsatz hat ® die n verschiedenen Eigenwerte Ay, ... A,
und zugehorige eindimensionale Eigenraume Ey, = [b4],... , E), = [b,], die jeweils paarweise
aufeinander senkrecht stehen. Dabei sei { by,..., b,} eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren.

Behauptung: Jeder @ -invarianter Untervektorraum U von V hat die Gestalt
U=[b;lieZTcC{l,...,n}.

Beweis: Es ist ®|y : U — U ein selbstadjungierter Endomorphismus von U, der nach
dem Spektralsatz eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzt. Diese Eigenvektoren
miissen aber gleichzeitig Eigenvektoren von @ : V' — V sein, woraus die Behauptung

folgt.

Fiir zwel @ -invariante Untervektorrdume Uy = [b; |1 € Z C {1,... ,n}] und Uy =[b;]|j €
J c{l,...,n}] mit U;NU,; = {0} muss somit TN J = @ gelten. Damit gilt b; L b;
fir alle 1 € Z,5 € J und somit U; L Us,.

Beweisrichtung ,, < “:
Da & selbstadjungiert ist, ist ® nach dem Spektralsatz diagonalisierbar.

Angenommen, ® hétte weniger als n verschiedene Eigenwerte. Dann gédbe es einen Eigenwert
A von @, dessen zugehoriger Eigenraum E mindestens zweidimensional wére. Seien v; und
vy zwel linear unabhéngige FEigenvektoren von ® zu diesem Eigenwert.

Sind wv; und wj nicht orthogonal, so sind auch die ® -invarianten Raume U; = [v;] und
Uy, = [v3] im Widerspruch zur Behauptung nicht orthogonal.

Sind v; und ws orthogonal, so gilt (wvq, vy + v3) = (vy, vy) # 0. Also sind die P -
invarianten Réume U; = [vq] und U; = [vy + v3] im Widerspruch zur Behauptung nicht
orthogonal.



I1.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Vektorraum IR®, versehen mit dem Standardskalarprodukt, sei beziiglich der
nichtorthonormierten Basis { by, bs, b3} mit

1 1 1

1 1 1
b1:§ ]_ ,b2:§ —1 7b?,:§ ]_
1 1 -1

ein Endomorphismus ® durch seine Abbildungsmatrix

[ 6-V6 24v6 —3v6
B=>| 2+v6 6—-v6 36
8 206 =26 4+2V6

gegeben.
a) Berechnen Sie die Abbildungsmatrix A von @ beziiglich der Standardbasis des R?,

und zeigen Sie, dass ® eine Isometrie ist.
b) Bestimmen Sie die Normalform 4 von & .

Losung:
a) Wir fithren zundchst den Basiswechsel zur Standardbasis durch. Dabei ist die Ubergangs-
matrix § bestimmt durch

(1 11 0o 1 1
St = 5 1 -1 1 und somit S=| 1 -1 0
1 1 -1 1 0 —1
Die Abbildungsmatrix A von @ beziiglich der Standardbasis ergibt sich damit zu
A = S7'BS
L f1 11 6—v6 2+v6 —3V6 0 1 1
S 246 6—16 3v6 1 -1 0
1 1 -1 26  —2v6 4426 1 0 —1
. 3 V6 1 100
= 7 —/6 2 V6 ,woraus A-AT =10 1 0
1 —v6 3 001
folgt. Also ist ® eine Isometrie, da die Abbildungsmatrix von ® beziiglich einer ONB

orthogonal ist.

b) Es ist
1\ 3 3 V6 1 L V6 -1 3
detA:<Z> —/6 2 V6 :<Z> 0 2 V6 :<Z> 64 =1
1 —v6 3 8 0 4
und aus
1+ 2cosw = Spurd =2 (w: Drehwinkel der Isometrie)
folgt
1 T
cosw = —, sinw = —, alsow = 3

Damit sieht die Normalform der Isometrie ® wie folgt aus:

1 0 0
P
0 3 1

2 2



I1.5 (4 Punkte)

Es sei A eine regulire komplexe (n,n)-Matrix mit 4¢ = E (n,d > 1). Zeigen Sie, dass

durch
d

(z, y):=) (A¥z)" (4 y)

k=1
ein Skalarprodukt auf C" definiert wird, fiir das A die Abbildungsmatrix einer Isometrie
beziiglich der Standardbasis ist.

Losung:
Wir zeigen zunéchst, dass (-,-) ein Skalarprodukt ist.

Es gilt

:zd:(Akw)TW:zd:m ((Ak > Z:BTBky—:B (in)T

k=1 k=1
Dabei ist By := (Ak)TE. Offensichtlich ist (-,-) ein Skalarprodukt, wenn B := Y ¢{_ B
eine nichttrivale, positiv definite hermitesche Matrix ist.
Zunéchst gilt fiir jedes k=1,...n
By, ist positiv definit, weil A und damit AF regulir ist. Damit gilt fiir alle o # z €

C: A*z # o, also 2TBrz = (27(A¥T) AF® > 0. Insbesondere ist Bj damit auch
nichttrivial.

. —\ 7T -
Auflerdem ist B hermitesch, denn es ist BkT = ((A’“)TA’C = (A’“)TA’C = B .

Damit ist B also Summe von positiv definiten und hermiteschen Matrizen selbst positiv definit
(und nichttrivial) und hermitesch, also (-,-) ein Skalarprodukt.

Wir zeigen jetzt, dass fiir dieses Skalarprodukt ® : & — A & eine Isometrie ist.

Aus A? = F folgt natiirlich A%*! = A . Dann folgt fiir alles @, y € C":

(®(x), 2(y) = (Ax, Ay) = Z(AkAiB AkAy Z Ak+1 Ak+1)
- 3 e+ (a020) (a0



I1.6 (4 Punkte)

Es seien V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und ® ein Endomorphismus von V' mit
der Eigenschaft
VeeV:(z,®(x)) =0.

Zeigen Sie:

a) Ist V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum, so gilt:

i) ®* = —® . Dabei bezeichnet ®* die Adjungierte von @ .
ii) Ist U ein ® -invarianter Untervektorraum von V', so ist auch U+ & -invariant.

iii) Wenn @ einen reellen Eigenwert besitzt, so ist ® nicht invertierbar.

b) Ist V ein endlichdimensionaler unitérer Vektorraum, so ist ® die Nullabbildung.

Losung:

a)
i) Esist ®* = —® , genau dann, wenn fiiralle =, y € V gilt: (&(z), y)) = —(z,®(y)).
Dies folgt im euklidischen Fall fiir alle «, y € V' aus
0 = (2(z+y),zt+y = (2(@), 0+ (2(x),2) +(2(2),y) +(2(y),y)
= (2(2), 9 +(2(y),®) = (2(2), 4 + (=, (y))
ii) Es sei v € U*. Zu zeigen ist, dass ®(v) € Ut gilt.
VueU: (u,®(v))=—(®(w, v)=0, also®(v)ecU".
-’
ev
iii) Ist A Eigenwert von ® und @ # o ein zugehoriger Eigenvektor, so gilt
0=(z,®(z))=(z, x)=XAx, z), also A =0.
Damit ist Kern® # { 0} und @ nicht invertierbar.

b) Analog zu a)i) gilt auch im unitdren Fall

Ve yeV: 0 = (2(x),y +(2(y), =) (1)
Ersetzt man hier den Vektor @ durch 7@ erhélt man weiter

Ve, y eV:0=(2(z) y)+(2(y)iz)=i((2(z), y) - (2(y), z))

also

VeyeV: 0 = (2(x),y —(2(y), ) (2)
Addition von (1) und (2) ergibt

Ve,ye V: 0 = (9(x),y).
Wéhlt man y := ®( x), so ergibt sich
Vee V: 0 = (®(x),®(x)) bezichungsweise &(x) = o.

Damit gleichbedeutend ist, dass ® die Nullabbildung ist.



