Aufgabe I.1 (4 Punkte)
Es sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e und M = {z € G|z oz = e}.

Zeigen Sie:
a) Ist G kommutativ, so ist M eine Untergruppe von G.

b) Ist n > 3 und G die symmetrische Gruppe S, , so ist M keine Untergruppe von G.

Losung:

Laut Vorlesung ist notwendig und hinreichend dafiir, dass M Untergruppe ist (Untergruppen-
kriterium)

(i) M #0,

(ii) M ist abgeschlossen bei Inversion,

(iii) M ist bei der Verkniipfung abgeschlossen.

a)

Zu (i) Wegen eoe =e ist e € M.

Zu (ii) Weil fiir z in M gilt zoz =eist 27! =z, also z7! € M.

Zu (iii) Fiir z,y € M ist x ox = e und y o y = e, daher mit Beniitzung der Kommutativitit:
zoyogoy=goxoyoy=-eoe=e. Demnachist zoy € M.

b)

Sein n > 3. Dann enthilt S,, die Transpositionen

7: Vertauschung von 1 und 2

p: Vertauschung von 2 und 3.

Offenbar ist 7€ M und p€ M, daTo7=id=eund pop=idist. o := poTopor ist aber
# id = e, weil o(1) = 2 ist. Daher ist (iii) im Kriterium verletzt und M keine Untergruppe.

Alternative Losung (fast ohne Rechnung bei etwas mehr theoretischen Kenntnissen):

a) Bei kommutativem G ist die Abbildung f : G — G, = — z oz ein Homomorphismus ( wegen
flxoy) =zoyozxoy=xzoxoyoy= f(x)o f(y)). M =Kernf ist dann bekanntlich eine
Untergruppe.

b)Jede Permutation kann man als als Produkt von Transpositionen schreiben (Vorl.) Diese
liegen in M, aber z.B. ein Dreierzyklus nicht. Also ist M keine Untergruppe.



Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

a) Es seien ® und ¥ zwei Endomorphismen eines K - Vektorraums V' und ¢ € K. Zeigen Sie,
dass U, := {z € V| ®(x) = ¢¥(z)} ein Untervektorraum von V ist.

b) Seien nun speziell K = R,V = R?® und die Endomorphismen ®, ¥ durch die Abbildungs-
matrizen A, B beziiglich der Standardbasis gegeben mit,

1
A=10
0

O = O
N OO

0
. B={ 0
1

O = O
S O N

Bestimmen Sie alle ¢ € R mit U, # {0} und die zugehérigen Untervektorrdume U..

Losung:

a) Es wird das UVR-Kriterium angewendet: Sei V' Vektorraum iiber K und U C V.
Esist UUVRvonV & i) U # QP undii) v,y € U,a € K=z +ay € U.

zu i) Sei o der Nullvektor in V', dann gilt: ®(0) =0 =c¥(0) = 0€ U. = U, # 0
zu ii) Seien z,y € U, a,b € K. Dann gilt

® End ¥ End.

O(ax +by) = aP(x)+bd(y) Ty ac¥(z) +bc¥(y) = c¥(azx + by)
Also ist az + by € U..
Damit ist U, UVR von V und Teil a) gezeigt.

b) Es gilt: z € U, & Az = cBx < (A — cB)r = o.
U, ist also Losungsmenge des homogenen LGS (A — ¢B)z = o, d.h.:

U.# {0} © Rg(A—cB) <3< det(A—cB)=0

Die Determinante kann mit Hilfe des Entwicklungssatzes berechnet werden:

1 0 -2 1 9
det(A—cB)=det| 0 1—c¢ 0 :(l—c)det( . 9 ) =2(1-c¢)*(1+¢)
—c 0 2
Also ist U, # {o} genau dann, wenn ¢ € {—1,1} ist. Berechnen wir die zugehorigen
Untervektorraume:
1 0 -2 2 0
c=1 00 0 |~(10-2)=Ui=|[0],[1
-1 0 2 1 0
1 2 10 2
c=-—1 01 0 |~ 01 0 =U_, = 0
10 2 1



Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Im Vektorraum V der reellen Polynome des Grades < 4 sei der Untervektorraum U erzeugt
von den vier Polynomen

=1+ 2z — 22 + 23 — 2ot
pp = 2 — 20 + 22 — 293

ps = 1 + 20 — 22 — 22 — 224
j — 6z + 322 — 22 + 32!

a) Bestimmen Sie dim U und einen Untervektorraum Wi von V mit U @ W; = V.
b) Geben Sie eine Basis des Faktorraums V/ U an.

c¢) Bestimmen Sie einen weiteren Untervektorraum W, von V' so, dass U & Wy =V gilt und
auferdem Wy N Wy = {0} ist.

Losung:

a) Wir bestimmen die Dimension von U. Dazu schreiben wir die Koordinatenvektoren (bzgl.
der Standardbasis (1, x, 2%, 23, z1)) der erzeugenden Vektoren von U zeilenweise in eine Matrix
und bestimmen deren Rang:

2 -1 1 -1 1 2 -1 1 -1
-2 1 =2 0 0 -6 3 -4 2
2 -1 -1 -2 0 0 0 -2 -1
-6 3 -2 3 0 -6 3 -2 3

S = N =

Der Rang dieser Matrix ist 3, also gilt dim U = 3. Da die Zeilenumformungen das Erzeugnis
nicht dndern, stehen in den Zeilen Koordinatenvektoren von linear unabhéngigen erzeugenden
Vektoren von U. Damit wére eine Basis B von U etwa

B=(q:=1+2r—2*+2° 2" ¢ := 61+ 32° — 42® + 22", g3 := 22° + 2%).

Die Gaufische Stufenform der Koordinatenmatrix ldsst sich durch die Zeilen (0,0, 1,0,0) und
(0,0,0,0,1) (Man beachte die Stufen in der Gauiform!) zu einer reguliren quadratischen Matrix
erginzen. Diese sind Koordinatenvektoren der Vektoren g4 := 22 und g5 := z*, die damit B zu
einer Basis von V ergénzen. Eine mégliche Wahl von W; wére deshalb

Wi = (g4, gs] = [2%, 2]
b) Nach Vorlesung bilden (g + U, g5 + U) = (22 + U, z* + U) eine Basis des Faktorraums V/U.
c) Eine weitere Moglichkeit, die Basis B zu einer Basis von V' zu ergéinzen, wire etwa ¢} :=

7, ¢¢ = x3. Denn die Koordinatenvektoren von (q1, ¢4, g2, ¢4, g3) bilden eine quadratische Matrix,
die vollen Rang hat:

1 2 -1 1 -1 12 -1 1 -1
o1 0 0 O 01 0 0 O
0 -6 3 -4 2 ~1 00 3 -4 2
0o 0 0 1 0 00 0 1 0
o 0 0 2 1 00 0 0 1

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von {q4, g5, ¢}, ¢t} gilt [¢, ¢] N W7 = {0}, weshalb W, :=
(¢4, ] = [z, 2%] gew#hlt werden kann.



Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es seien V ein n—dimensionaler K—Vektorraum und @4, ..., ®, Linearformen auf V.
Zeigen Sie:
®,,..., P, sind genau dann linear abhéingig, wenn fiir alle z{,...,z, € V gilt:

Qi(z1) -+ DPul)

det : : =0.

Pi(zn) -+ Pu(zn)
Losung:
Seien die ®q,...,®, linear abhingig. Dann gibt es a,...,a, aus K, nicht alle Null, sodass

a;®; = 0 gilt. Das bedeutet, dass fiir beliebige Vektoren x4, ..., z, gilt
=1

a1®i(zg) + - -+ @, ®p(zy) =0fiir k=1,...,n.

In Matrizenform heifit das

<I>1(:U1) T (I)n(xl) ai 0
Oy (zy) - Pplzn) an 0
=A
Damit ist (ag,...,a,)? eine nichttriviale Lésung des Gleichungssystems Ay = 0. Das wiederum

bedeutet, dass A nicht vollen Rang hat bzw. detA = 0.

Verschwindet umgekehrt die Determinante, so bedeutet das, dass das LGS Ay = 0 eine nicht-
triviale Losung (ay, ..., a,)T besitzt. Dann gilt fiir n beliebige Vektoren z1,...,2, € V:

a1 Py (zg) + -+ + @@ (k) = (1P + -+ - + an<1>n)J(:ck) =0firk=1,...,n

-

Setzt man fiir z4,...,x, eine Basis ein, so bildet ¥ alle Basisvektoren auf den Nullvektor ab,
weshalb ¥ die Nullabbildung ist. Damit ist a;®; + - - - + a,,®,, eine nichttriviale Darstellung der
Nullabbildung und &, ..., ®, sind linear abhéngig.



Aufgabe 1.5 (4 Punkte)

Es seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Koérper K und @ ein Endomorphismus
von V. Weiter sei p € K[z| ein Polynom.
Zeigen Sie:

a) Gilt p(®) = idy, so ist p(c) = 1 fiir alle Eigenwerte ¢ von &.

b) Ist ® diagonalisierbar und gilt p(c) = 1 fiir alle Eigenwerte ¢ von ®, so ist p(®) = idy.

Losung:

a) Sei p = ag + ayz + ... + apz®. Zu jedem Eigenwert ¢ von ® gibt es einen Vektor y # 0 mit
®(y) = cy. Dann gilt fiir alle 7 = 1,2,... : ®(y) = ¢'y. Daraus folgt p(®)(y) = apy + arcy +
<o+ arc®y = p(c)y. Wegen p(®) = idy und y # o gilt p(c) = 1.

b) Ist ® diagonalisierbar, so existiert eine Basis (yi, ..., y,) aus Eigenvektoren von & : ®(y;) =
cy; fiir i = 1,...,n. Dann gilt wieder p(®)(y;) = p(ci)y;, also p(®)(y;) = y; fir i = 1,...,n.
Damit folgt p(®) = idy wie behauptet.

Alternative Losung:

a) Wegen p(®) —idy = O ist p - 1 ein annullierendes Polynom von ®. Das Minimalpolynom m
von ® ist also ein Teiler von p — 1, d.h. p — 1 = sm mit s € K[z]. Weil jeder Eigenwert ¢ von
® Nullstelle von m ist, gilt p(c) —1 = 0.

b) Weil ® diagonalisierbar ist, zerfillt das Minimalpolynom m in einfache Linearfaktoren der
Form x — c. Weil die Eigenwerte ¢ nach Voraussetzung auch Nullstellen von p — 1 sind, lassen
sich die Linearfaktoren x — ¢ auch bei p — 1 abspalten, d.h. m ist Teiler von p — 1. Daraus folgt



Aufgabe 1.6 (4 Punkte)

Berechnen Sie fiir natiirliches n > 1 die Determinanten der reellen (n,n)—Matrizen

1+ay a9 ce ap
A a 1+ay - an
N
und
B = (by), wobei by = {(1) Ei L
Losung:

Die Determinante einer (quadratischen) Matrix &ndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder
einer Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. Spalte) addiert.

Man kann deshalb die erste Zeile von A von allen anderen Zeilen abziehen und erhilt

1+a1 a2 e e an

-1 1 0 - 0

det(A) = det : 0 :
: S .0

Als néchstes addiert man zur ersten Spalte alle anderen Spalten und erhélt:

l4a+a+-+ay a -+ - an

0 r 0 --- 0

det(A) = det : 0 :
f TRV

0 N

Rechts steht nun eine obere Dreiecksmatrix; deren Determinante ist das Produkt der Diago-
nalelemente, also

det(A) =1+ a;.
=1

Setzt man in der Matrix A speziell a; = as = --- = a,, = —1, so erhilt man die Matrix
o -1 .-+ -1
1 _ 3
: |
-1 --- =1 0

Also ist det (-B) =1+ )", —1 =1 —n und damit

det(B) = (—1)"det(—B) = (—1)"(1 — n).



Aufgabe I1.1 (4 Punkte)

Es sei @ : C° — C° ein Endomorphismus mit den folgenden Eigenschaften:

(i) @ besitzt 2 als einzigen Eigenwert.

(ii) Die Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert 2 ist drei.
(iii) (@* — 28)% = O (Nullabbildung).

a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom und die Jordansche Normalform A von ®.

b) Zeigen Sie, dass ® bijektiv ist und bestimmen Sie die Jordansche Normalform von &~

Losung:

a) Da es nur den einen komplexen Eigenwert 2 gibt, ist (X —2)° das charakteristische Polynom
von ®. Das Minimalpolynom m muss ein Teiler hiervon sein, also von der Gestalt (X — 2)* fiir
eine Zahl s mit 1 < s < 5. Da das Minimalpolynom m auflerdem das annullierende Polynom
(X? — 2X)? = X?(X — 2)? teilt, muss sogar 1 < s < 2 gelten. Wire nun s = 1, so wére
® = 2-ides und hétte damit einen fiinfdimensionalen Eigenraum. Da der Eigenraum aber nur
dreidimensional ist, muss s = 2 gelten:

m= (X —2)°.

Die Jordansche Normalform ist der Jordanblock zum Eigenwert 2. In die-
sem finden sich 3 Kistchen, da der Eigenraum dreidimensional ist. Die Lénge
des ldngsten Kistchens ist 2, da dies der Exponent des Linearfaktors (X — 2)
im  Minimalpolynom ist. Also ist die Jordansche Normalform die Matrix
2 0
1 2
A= 2 0
1 2

|2

b) Da 0 kein Eigenwert von ® ist, ist ® injektiv. Da C° endlichdimensional ist, folgt aus der
Injektivitit auch die Bijektivitdt von .
Weiter gilt , ,
41, o 2 O
(P —2) = o(®—2) = 1 om(®) =0.
Da @' nicht diagonalisierbar ist (sonst wire ® auch diagonalisierbar), ist also (X — 3)? das
Minimalpolynom von ®~!. Damit ist 1/2 der einzige Eigenwert von ®~' und das lingste Jor-
dankéstchen hat Léange 2.
Da schliefllich ® und ®~! dieselben Eigenriume haben, besitzt auch die Jordansche Normal-
form von ®~! genau drei Jordankistchen. Die Jordansche Normalform von ®! ist demnach
1/2 0

1 1/2 ‘
A-l.= 1/2 0

‘ 1 1/2 ‘

11/2




Aufgabe I1.2 (4 Punkte)

Im euklidischen Raum R* mit Standardskalarprodukt seien eine Gerade g und eine Ebene E
gegeben durch

o -2 0 0 2
1 -1 1 0 0
0 0 0 2 1

Berechnen Sie den Abstand d(g, E) von g und E sowie z € g und y € E mit d(z,y) = d(g, E).

Losung:
Alle Punkte z der Geraden lassen sich beschreiben als x = 1 + a;u1, analog haben alle Punkte
y eine Darstellung y = x5 + asus + aszys, a; € R. Damit ist

5 — 2a1 — 2a3
0—&1
5+a2+a3
0—2ay —ag

T—y=

Damit z und y gesuchte Lotfulpunkte sein kénnen, muss nun gelten:
T —y L uy,uo,us.
Dies fiihrt uns auf das inhomogene LGS

(5—2a; —2a3)(—2) + (—a1)(-1) =0 < baj + 4az =10
(54 az+a3)(—1)+(—2a3 —a3)-2=0 < —bag—3a3 =25
(5—2a; —2a3) -2+ (b+azs+asz)(—1)+(—2a2—a3)-1=0
& —4ay — 3as — 6az = —5,

dessen Losung wir zu a; = 2, a9 = —1,a3 = 0 bestimmen. Somit finden wir die Lotfulpunkte
1 0
B -1 B 1
o R e
0 -2

sowie den gesuchten Abstand d(g, F) = ||z — y|| = 5.



Aufgabe I1.3 (4 Punkte)

Es sei A € R™" eine regulire Matrix und AT ihre Transponierte. Zeigen Sie:

a)
b)

c)

ATA und AAT sind symmetrisch und positiv definit.
Ist x € R* Eigenvektor von AT A, so ist Az Eigenvektor von AAT.
ATA und AAT sind dhnlich.

d) Es gibt eine orthogonale Matrix S mit STATAS = AAT.
Losung:
a) Es gilt
(ATA) =AT(4T) =44
und

(AAT) = (A7) AT = 44T,
also ist sowohl AT A als auch A AT symmetrisch.

Sei nun x € R*, z # 0. Dann folgt aus der Regularitéit von A zunéchst, dass Ax # 0 ist.
Damit ergibt sich

' AT Az = (Az)" Az = ||Az|)? > 0.
(Dabei bezeichnet || - || die Norm des Standardskalarproduktes von R™.) AT A ist also
positiv definit.

Aus der Regularitiit von A folgt wegen 0 # det A = det AT die Regularitit von A" und
somit, dass A"z # 0 ist. Man erhilt folglich

2TAATz=(ATz) ATz =||ATz|? > 0.
Daher ist auch A A" positiv definit.
Sei z # 0 Eigenvektor von A" A zum Eigenwert ¢ € R, d.h.
AT Az = cx.
Durch Multiplikation der Gleichung mit A erhilt man
AATAr = Acv = AAT(Az) = c(Ax).

Wegen der Regularitit von A folgt Az # 0. Also ist Az ein Eigenvektor von A A" zum
Eigenwert c.

Zu zeigen ist die Existenz einer reguldren Matrix S mit ST!AA"S = AT A. Dies ist fiir
S = A erfiillt, denn A ist nach Voraussetzung regulir und es gilt

ATAATA=EATA=ATA

Nach a) sind A" A und A A" symmetrisch und daher diagonalisierbar. Weiter gibt es
jeweils eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A" A und A AT. Wegen ¢) sind A" A
und A AT zu derselben Diagonalmatrix D #hnlich. Es gibt also orthogonale Matrizen U, T
mit
UTATAU=D und TTAA'T=D.
Man erhélt also
UTATAU=TTAATT = (UTT) ATA(UTT)=AA".

Definiere S := U T". Dann ist S als Produkt orthogonaler Matrizen orthogonal und erfiillt
STATAS=AAT.



Aufgabe I1.4 (4 Punkte)

a) Im euklidischen Vektorraum R® mit Standardskalarprodukt seien

1
®, eine eigentliche Drehung um [[ 0 |] mit Drehwinkel g
0

und
0

®3 eine eigentliche Drehung um [| 0 |] mit Drehwinkel g :
1

Geben Sie die Abbildungsmatrizen von ®; und ®3 sowie von ®3 o ®; beziiglich der Stan-
dardbasis an.

b) Bestimmen Sie die Normalform A der orthogonalen Matrix

A=

O = O
= o O
OO =

sowie eine orthogonale Matrix S, so dass S'TAS = A gilt.

Losung :
a) Abbildungsmatrix von ®; bez. der Standardbasis B = (e, €9, €3):
[e1] ist Drehachse = e; = [es, €3] ist Drehebene. Also nimmt ®; bez. B seine Normalform

10 0
Ag,=| 0 0 —1
01 0

an, wobei wir cos(m/2) = 0, sin(7/2) = 1 und die Tatsache verwendet haben, dass ®; eine
eigentliche Drehung ist.

Abbildungsmatrix von &3 bez. B:
Beziiglich (es, €1, e2) ist auch die Abbildungsamtrix von ®3 die Normalform

0
-1
0

OO =
— o O

(das sieht man wie bei ;). = bez. B hat ®3 die Abbildungsmatrix

-1
Ag, =

3

oS = O
_— o O

0
0
Abbildungsmatrix von &3 0 ®; bez. B ist dann

A<I>30<I>1 = A‘1>3 ' A<I>1 =

o = O

o O

S O =
Il
N



b) det(A) = 1 (direkt oder aus a)) und SpurA = 0. Also gilt 1 + 2cosw = 0, wenn w der
Drehwinkel von A ist.

_ 1 0 0
=A=|0 —1/2 —/3/2
0 Vv3/2 —1/2
ist die Normalform von A. Der Eigenraum von A zum Eigenwert 1 ist
1 1 0
E;=[| 1 |]und die Drehebene ist - =[[ —1 |, 1]
1 0 -1
Wir wihlen
1 } 1 11
T == ;o Te=— | —
V3 \ 1 2\ o
Nun ist
1 1
ALEQ - <A.’L‘2,$2>$2 = E B _1
1 2
Normieren ergibt z3 = f(l 1,—2)" und S = (z1|zo|x3) ist die gesuchte Matrix.



Aufgabe I1.5 (4 Punkte)

Es seien ® ein Endomorphismus eines n-dimensionalen unitdren Vektorraums V und fiir die
adjungierte Abbildung ®* von ® gelte ®* = 292 — .

Zeigen Sie:
a) & ist normal.

b) @ ist eine Orthogonalprojektion.

Losung:

1. z.z.:® ist normal.

Fiir alle z € V gilt:

B(d*(z)) = B(20%(z) — (z)) = 283(z) — B2(x)
= (20% - @)(®(x)) = ¢*(®(2)).

Daraus folgt: ® ist normal.

2. z.z.: ¢ ist Orthogonalprojektion.
Da ® normal ist, gibt es eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren zu Eigenwerten
AL, .- - Ap. Sei A die Darstellungsmatrix von ® und A* die von ®* beziiglich B. Dann gilt:

)\1 /\1
A:= Dpp(®) = , A" := Dpp(®") = -
An An

Nach Aufgabenstellung gilt: A* = 242 — A, somit erfiillt fiir alle j aus {1,...n} der
Eigenwert \; die Gleichung: B
)\j = 2)\? - )‘j'

Setzt man die Darstellung A\; = a + b¢ mit a,b € R in diese Gleichung ein, dann ergibt
sich:
2(a® + 2abi — b*) — (a + bi) = a — bi.

= 4ab = 0 und 2(a® — b?) — 2a = 0.

Also ist @ = 0 oder b = 0.

Falls ¢ = 0, dann folgt aus der zweiten Gleichung b = 0; falls b = 0, dann folgt a = 0 oder
a=1.

Insgesamt ist also A; = 0 oder A\; = 1.

Somit folgt, dass & Orthogonalprojektion ist, da seine Darstellungsmatrix beziiglich einer
Orthonormalbasis eine Diagonalmatrix ist, die ausschliellich 0 oder 1 als Diagonaleintrige
hat.



Aufgabe I1.6 (4 Punkte)
Im R? sei fiir s € R die affine Abbildung

0:R—R, z— Az +a

gegeben mit

3 s—1 2 -8
A= 0 s-2 2|, a=| —1
0 0 s —4

Bestimmen Sie alle s € R derart, dass ¢ eine Affinitdt ist und genau einen Fixpunkt sowie
genau zwei Fixgeraden besitzt.

Losung:
Gesucht sind alle s € R, fiir die die Abbildung ¢ eine Affinitéit ist, die genau einen Fixpunkt
und genau zwei Fixgeraden hat.

1. @ ist Affinitdt < = — Az ist Isomorphismus < det(A) # 0
& s ¢40,2}.

2. ¢ hat genau einen Fixpunkt:
x ist Fixpunkt & Az +a=2 & (A— E)z = —a.
Das heif3t die Fixpunkte von ¢ sind die Lésungen des Gleichungssystems

2 s—1 2 |8
0s—3 2 |4
0 0 s—1 |4

Dieses ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn die Determinante von A — E nicht 0 ist, d.h.
genau dann, wenn s ¢ {1, 3} ist.

3. ¢ hat genau zwei Fixgeraden:
Ist v Richtung einer Fixgeraden, dann ist v Eigenvektor von A.
Das charakteristische Polynom der Matrix A ist (3 — z)(s — 2 — z)(s — x). Wiren die
Eigenwerte 3, s — 2, s paarweise verschieden, dann gibe es drei linear unabhéngige
Eigenvektoren. Geraden durch den Fixpunkt in Richtung eines Eigenvektors sind
Fixgeraden. Es gibe also mindestens drei verschiedene Fixgeraden.
Deshalb ist s = 3 oder s = 5. Der Fall s = 3 wurde in 2. bereits ausgeschlossen.

Sei nun also s = 5, dann sind die beiden Eigenrdume

1 3
Es=<{[0] > und E5=< (1] >
0 1

beide eindimensional. Da die Affinitdt genau einen Fixpunkt hat, sind die Fixgeraden
genau die Geraden durch den Fixpunkt in Richtung eines Eigenvektors. Also gibt es in
dem Fall s = 5 tatsdchlich genau zwei Fixgeraden.

Insgesamt erfiillt also genau s = 5 die in der Aufgabe gestellten Bedingungen.



