Aufgabe I.1 (4 Punkte)

Es sei G :={e, g1, 92, g3} eine 4-elementige Gruppe mit neutralem Element e. Die Verkniipfung
auf G werde mit o bezeichnet. Aulerdem seien in G folgende Gleichungen erfiillt: g; o g1 = go

und g1 © ga = gs.
a) Stellen Sie die Verkniipfungstafel von G auf.
b) Es seien (G, o) die Gruppe aus Teil a) und Zs = Z/5Z die Menge aller Restklassen in 7Z
modulo 5Z.

Zeigen Sie, dass der einzige Gruppenhomomorphismus von (G, o) nach (Zs, +) die Abbil-

dung
. G — Z5
g — 0
ist.
Lésung:

a) Aus der Definition des neutralen Elements, den beiden Gleichungen ¢; o g = go und
g1 © g2 = g3 sowie der Tatsache, dass jedes Element in jeder Zeile und jeder Spalte genau
einmal auftaucht, ergibt sich

° H € ‘91‘92‘93
€1 € 1919283
9119119293 €
92192193 | € |41
g3 || 93| €| 91|92

als Verkniipfungstafel von (G, o).

b) Sei ¥ : G — Zs ein Gruppenhomomorphismus, es gilt also auf jeden Fall U(e) = 0.

Aus der Verkniipfungstafel liest man g, 0 go = e ab. Dann folgt W(gs) + ¥ (g2) = ¥(e) = 0.
Das einzige Element in Zs, das dies erfiillt ist W(g2) = 0.

Aus g1 0 g1 = gy folgt analog ¥(g;1) + ¥(g1) = ¥(g2) = 0, also ¥(g;) = 0.
Aus g1 0 g2 = g3 folgt ¥(g1) + ¥(g2) = ¥(g3), also ¥(g3) = 0.

Somit ist ¥ = &.
Alternative: Wir sehen g2 = go, g3 = go 0 g1 = g3 und g} = g, 0 g» = e. Daher ist g, = ¢}
und es ergibt sich

flg) = f(g}) =5f(g1) = 0.
Insgesamt folgt f(g2) = 2f(g1) = 0 und f(g3) =3f(g91) = 0. f(e) = 0 gilt ohnehin.



Aufgabe 1.2 (4 Punkte)

Es seien K ein Korper, V' ein K-Vektorraum, dessen Dimension mindestens 3 ist, und ® ein
Endomorphismus von V. Alle zweidimensionalen Untervektorrdume von V seien ®-invariant.
Zeigen Sie:

a)
b)

Alle eindimensionalen Untervektorraume von V sind ®-invariant.

Es gibt ein ¢ € K, sodass ® = ¢ - idy ist.

Lésung:

a)

Es sei U ein eindimensionaler Untervektorraum von V und u € U \ {0} beliebig. Dann
gilt U = [u]. Wir wihlen zwei weitere Vektoren v,w € V| sodass u,v und w drei linear
unabhéngige Vektoren sind. Das geht, da dim(V') > 3 vorausgesetzt ist. Nun setzen wir

Uy = [u,v], U :=[u,w).

Das sind dann zwei zweidimensionale Untervektorrdume von V, deren Durchschnitt gerade
U ist. Wieder nach Voraussetzung sind U; und U, unter @ invariant. Daher gilt

Deshalb ist U unter ® invariant.

Es sei v € V ein beliebiger Vektor # 0. Dann gibt es nach Teil a) ein ¢ € K mit ®(v) = c-v.
Wir miissen zeigen, dass fiir alle w € V' gilt:

O(w) =c-w.

Das ist klar fiir w € [v].

Es sei also w € V'\ [v], das heifit: v und w sind linear unabhéngig.
Dann gibt es wegen a) ein d € K mit ®(w) = d - w.

Wir miissen ¢ = d einsehen. Dazu betrachten wir v 4+ w.

Wegen a) gibt es ein e € K mit ®(v +w) = e - (v + w).

Die Additivitéit von ® erzwingt nun
0=0(v+w)—(Pv)+P(w))=e-(v+w)—(c-v+d-w)=(e—c) v+ (e—d)-w.
Da v und w linear unabhéngig sind, folgt hieraus
e—c=0=e—d, also c=e=d

wie gewiinscht. Das zeigt
d=c- ldV



Aufgabe 1.3 (4 Punkte)

Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem, das die Losungsmenge

1 2 0 -2
2 4 2 -2
L=|3 |+l 41,21, 2 []ckR
4 2 0 1
5 6 3 0

hat.

Léosung: Betrachten wir zunéchst das homogene lineare Gleichungssystem, das durch die Matrix

[\ R el \V]
N DN~
N DN
R V]
S W o

gegeben ist. Der GauB-Algorithmus liefert:

2 4 4 2 6 ]% 12213 1221 3 +
0 2 203] ~ 10 2 2 0 3 1~»>02203T
-2 -2 =210 + 022 36 + 00033/ |5~
1 220 2 j+ 1000 —1
~ 102 20 3 1|3~ (o110 2
00011 0001 1
Die Losungsmenge dieses linearen Gleichungssystems ist
0 -2
-1 3
U'=]| 11, 0 |;
0 2
0 -2
in Matrix-Schreibweise liest sich das wie folgt:
0 -2
2 4 4 26 -1 3 00
0o 2 20 3 1 0 |=(100
-2 -2 =210 0 2 00
0 -2
beziehungsweise
0 -2\
-1 3 2 4 426\
1 0 0O 2 20 3 = ( 00 O)
0 2 -2 -2 =210
0 -2



Damit besitzt das homogene lineare Gleichungssystem
—x2+ax3 = 0
—2x14+ 319+ 224 — 225 = 0

die Losungsmenge

2 0 -2
4 2 -2
u=[l 41|, 2|, -2 []
2 0 1
6 3 0
Wir miissen also nur noch ein b € R? finden mit
1
( 0 -1 10 0 ) g _b
-2 3 0 2 =2 4
5

Ausmultiplizieren liefert

Aus der Losungstheorie fiir lineare Gleichungssystem ergibt sich dann sofort, dass das inhomo-
gene lineare Gleichungssystem

—132+ZE3 =1
—2x1 4+ 319 + 214 — 225 = 2

die Losungsmenge L hat.



Aufgabe 1.4 (4 Punkte)

Es seien K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, U, W C V Untervektorrdume von
V und V* der Dualraum von V. Dann ist die Menge

U :={o*|2* € V* und 2*(y) = O fiir alle y € U}
ein Untervektorraum von V*. Zeigen Sie:
a) dimU + dimU° = n.

b) (U +W)° = U WO,

Lésung:
a) Seien also 0 < dimU = m < n und {xy,...,z,} eine Basis von U. Dann existieren
Vektoren x,,11,...,2, € V,so dass B := {x,...,x,} eine Basis von V ist. Es bezeichne
{z},...,2}} die zu B duale Basis von V* und U’ := [z}, ,,...,z;] den von . ,..., 2}

erzeugten Untervektoraum von V*. Wir zeigen zunichst, dass U’ = U ist.

Sei * € U'. Dann existieren ap41,...,0, € K mit 2* = ap412},,, + -+ - + apx};. Nach
Definition der dualen Basis gilt dann fiir alle i € {1,...,m}:

I‘*(le) = am+1x:<n+1 («T7,> + -+ anx:;(xz) = 07

also z*(y) = 0 fiir alle y € U. Damit ist z* € U°.

Sei y* € UY. Dann existieren by, . ..,b, € K mit y* = bya} +- - +b,x’. Aus der Definition
von UY und der Definition der dualen Basis ergibt sich dann fiir alle i € {1,...,m}:

0=y"(z;) = by (z;) + - - + bz (x;) = by,

also ist y* = by 12 + -+ + bpxl € U'.

Somit ist U? = U’, und da dim U° = dim U’ = n — m = dim V — dim U ist, folgt die
Behauptung.

Alternative: Wir betrachten den Vektorraumhomomorphismus
¢ VE = U, 2" = a,
Dieser ist surjektiv und hat den Kern U°. Daraus ergibt sich
dimV* = dimBild® + dimKern® = dimU* + dimU°.
Wegen dim V' = dim V* und dim U = dim U* folgt

dimV = dimU + dimU°.



(U+Ww)°

{zreV*|a*(y)=0firaleye U+ W}

{z* e V* | 2*(u+w) =0 fiir alle w € U,w € W}

{z* € V* | 2*(u) = 0 fiir alle v € Uund z*(w) = 0 fiir alle w € W}
(" e V* | 2* € U°,z* € WO}

Usnwo.



Aufgabe 1.5 (4 Punkte)
Gegeben sei die reelle Matrix

111
2 2 2

| 1 1 2
A= 2 2 2
1 1 0

Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist, und berechnen Sie
ALO000 | 49999 19998

Losung: Um zu zeigen, dass die Matrix A diagonalisierbar ist, bestimmen wir zunéchst ihre
Eigenwerte. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von A.

-1 +
I
-1-X -3 1 -1-X X 1 ak -X 0 1
— — _ 1 1
p=| 4 -x | - b -x -+ -x
1 1 -X 1 0 X 10 -X
-X 1
25y - —X(X%-1) = —X(X - 1)(X +1).
1 -X

Also besitzt A drei verschiedene Eigenwerte, namlich —1, 0 und 1, und ist damit diagonalisier-
bar.

Aus p = —X? + X folgt mit Cayley-Hamilton A% = A, woraus sich aber direkt fiir alle k € N:
A% = A% und A% = A ergibt.

Somit ist

A10000+A9999 —A9998 :A2+A—A2 — A.

Alternative: A ist diagonalisierbar, also existiert eine regulire Matrix S € R?**3 mit

00 O
STTAS=( 01 0
00 —1
Weiter gilt:
00 0 10000 0 0 0 9999 0 0 0 9998
S—I(AIOOOO_A9999+A9998)S — 0 1 0 — 0 1 0 + 01 0
00 —1 00 —1 00 —1
00 0
= 01 0
00 —1



Damit erhalten wir aber:

AlOOOO . A9999 —I—A9998 =9

o O O

o = O



Aufgabe 1.6 (4 Punkte)
Es seien aq, . .

1+ a1 as (7%
A — aq 1+ as :
) a
ai (05} 1+ Qp,
Losung:
1+ aq Qs an, -1
ap  l+a an z+
a2
Qp,
aq as Ap—1 1+ G,
1+ Z?:l a; as ...
0 1 0
= : 0
0 0
Mit a; = as = ... = a, = —1 ergibt sich
0 1 1 0o -1 ...
1 0 1 1 -1 0 -1
' = (-1
: 1 :
1 1 0 —1 —1

.,a, € R. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen A, B € R"*™:

1

-1 l1+a; as ... an,
-1 1 0 0
= 0
: 0
-1 0 0 1
a,
O n
0 i=1
1

(D" +n-(=1))= (=) (n-1)



Aufgabe II.1 (4 Punkte)

Es seien n € N und A € C"*" mit der Eigenschaft A* = 0 fiir ein k& € N. Weiter sei
g=ap+u X+ - +aX" €C[X]

ein Polynom.

Zeigen Sie, dass 0 der einzige Eigenwert von A ist, und berechnen Sie
det(q(A)).

Losung: Nach Voraussetzung gibt es ein k € N, sodass X* ein annullierendes Polynom von
A ist. Damit ist das Minimalpolynom m der Matrix A ein Teiler von X*, also von der Form
m = X*® fiir ein s € {1,..., k}. Das charakteristische Polynom von A muss damit p = (—1)"X"
sein. Es zerfillt in Linearfaktoren und 0 ist der einzige Eigenwert von A.

Die Jordan’sche Normalform A von A ist somit von der Form

0O ... ... ... 0
% ) :
0O ... 0 * 0

wobei die Eintréige * auf der ersten Nebendiagonalen entweder 0 oder 1 sind. Auflerdem
existiert eine invertierbare Matrix S € C"*" mit der Eigenschaft A = S71AS.

Dann gilt:
det(q(A)) = det(aOEn + alA + .. 4 CL,«AT>

= det(S™!)det(apE, + a1 A+ -+ + a, A") det(S)
= det(apS™'S +a;STTAS + -+ +a,STLA"S)
= det(aoEn + alS_lAS + CLQ(S_lAS)Z + -+ CLT(S_lAS)T)

= det(agE, + a1 A+ ag(A)? 4 -+ a,.(A)).

Da lediglich die Eintriige von A unterhalb der Hauptdiagonalen von Null verschieden sind, gilt
dies auch fiir alle Potenzen von A. Fiir [ € N ist A’ also eine untere Dreiecksmatrix, deren
Eintrage auf der Hauptdiagonalen Null sind.

Damit ist a; A + az(A)2 4 - - - + a,(A)" ebenfalls von dieser Form, also
agp 0 ces e 0

aFEn +aA+ay(A? + - Fa (A= + . . ],



und man liest einfach ab: det(g(A))



Aufgabe I1.2 (4 Punkte)

Im euklidischen Vektorraum R® (versehen mit dem Standardskalarprodukt) seien eine Gerade
g und eine Ebene F durch

0 2
2 0
g=1 1 [+[| 1[I
-1 0
-1 1
und
1 0 2
2 1 1
E = 2 1+l 21,1 0]
-2 0 0
0 2 1
gegeben.

Berechnen Sie den Abstand d(g, E) von g und F sowie xy € g, yo € FE derart, dass
|0 — yol = d(g, E) ist.

Lésung: Seien

0 1 2 0 2
2 2 0 1 1
T = 1 1,y:= 2 l,ur:=1] —1 J,us:=1| 2 | unduz:=| 0 |,
-1 -2 0 0 0
-1 0 1 2 1

sowie U := [uy, ug, ug]. Dann gilt: d(g, E) = |[(x — y) — mu(x — y)]|.

Wir bestimmen also zunéchst eine Orthonormalbasis in U:

171 = Uy = —1 s ||U1||2:6

N DO NN~ O
|
O w
N O N = O
I
| =
W O N



Also bilden

2 0 2
1 O T B 4
I A Dy 10
A 0 301 o
1 2 -3
eine Orthonormalbasis von U.
—1
0
rT—y = —1 .
1
—1
Damit erhalten wir
2 0 2 6
9 0 4 1 0 4 1 4
WU(z—y):—é -1 -3 2 —i—% 1 =3 5
0 0 0 0
1 2 -3 11
und
-3
1 4 1
Iz —y) —mu(@ =yl =lg| —4 Hzg\/ﬁ
9
2
Also ist d(g, E) = 5v/14.
Um die LotfuBlpunkte zu berechnen, setzt man an:
2 0 —2
0 —1 —1
al =1 | +b| -2 | +c 0 | =Ty(x—y)
0 0 0
1 -2 —1

Durch Losen des zugehorigen inhomogenen linearen Gleichungssystems erhélt man als Losung
_ 1 p_ _4 _
(I—g,b——g und ¢ = 0.

Die Lotfulpunkte ergeben sich damit als

N WO N

0
2
1
1
1



und

1 0 9
2 |, 14

w=| 21=212|=2] 10
9 I o ~18

0 2 3

Alternative: Es miissen aq, as, az € R existieren mit
To=x+au; und Yo =1y + asus + asus.
Laut Vorlesung gilt auflerdem
To— Yo =T — Y+ aju; — agug — asus L uy, ug, us.
Daraus ergeben sich die drei Gleichungen
—246a; —bag = 0
—4—9a9—3a3 = 0

—3+5CL1 — 3@2 —6CL3 = 0.

_4

5 und az = 0, und man erhilt:

Dies liefert als Losung a; = %, g =

0 2 2
2 0 6
1 1
—1 0 -3
—1 1 —2
und
1 0 9
2 1 14
4 1
-2 0 —18
0 2 -8
Und d(g, F) ergibt durch
2 9 -3
6 14 4
1 1 1
oo —wol =l | 2 [=5| 10 [1=15| -4 |1
-3 —18 9
-2 —8 2



Aufgabe II.3 (4 Punkte)

Es seien n > 2, V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und
v # 0,w # 0 Vektoren aus V. Ferner seien Endomorphismen @ : V. — V und ¥ : V — V
definiert durch

O(z) = (x,v)w bzw. ¥Y(z)= (r,w)v

fiir alle z € V.
a) Zeigen Sie, dass W = ®* ist.
b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von ® und die zugehorigen Eigenrdume.
c) Zeigen Sie: ® ist selbstadjungiert <= v, w sind linear abhéngig.
Lésung:

a) Fir alle z,y € V gilt:

(®(2),y) = ((z,v)w,y) = (z,v)(w,y) = (z, (y, w)v) = (z,¥Y(y))
= O =

b) (i) Bestimme Kern ®:

O(z) = (z,v)w=0 uz? (z,v) =0& z € [v]*

Wegen dim[v]t = n — 1 > 1 ist 0 Eigenwert von ® mit Eigenraum E; = Kern ® =
[o]*.
(ii) Sei ¢ # 0 ein Eigenwert von ® mit zugehorigem Eigenvektor x # 0.
= c-x=®(x) = (z,v)w € [W]
=dacR: z=aw
= cx = (z,v)w = (aw,v)w = (v,w) - aw = (v, W)x
= ¢ = (v, w).

Wenn (v, w) # 0 ist, so besitzt ® noch den Eigenwert (v, w). Der zugehorige Eigen-
raum ist E, ) = [w].

c) = Ist @ selbstadjungiert, so gilt fir jedes x € V:

(x,v)w = &(x) = O*(x) 2 U(z) = (z,w)v

Speziell fir © = v erhélt man (v, v)w = (v, w)v.
Wegen (v,v) # 0 sind v, w linear abhéngig.

<: Sind v, w linear abhéngig, so existiert wegen w # 0 ein a € R mit w = awv.
=VreV: &)= (x,v)w = (z,v)av = (z,av)v = (x,w)v = V(x)
=02



Aufgabe I1.4 (4 Punkte)

Es sei ® : R? — R? eine Isometrie beziiglich des Standardskalarproduktes mit det ® = 1. Weiter
gelte

s 1 2+6
o({ 1 = 3 |. e 1 =5 246
0 V6 ~1 —2+ 26

Bestimmen Sie die Drehachse und die Drehebene sowie die euklidische Normalform A von ®.

Lésung: Es seien U C R? die Drehebene von @, [v] C R?® die Drehachse und w € [0, 7] der
Drehwinkel.

detd=1=VreR: ®x)—2zecU

~1 0 ~1 2+ /6 1 V6 —2
=113 |-(1]=%|-1]eU,t-| 24v6 |- 1 |=%-|V6-2]€U.
V6 0 V6 —2+42V6 —1 2v/6 + 2
Da diese beiden Vektoren linear unabhéngig sind, spannen sie U auf, es ist also
AN V6 —2 1 0
U:[Z -1 71' \/6_2 ]:[ 1 ; 0 ]
V6 226 + 2 0 1
1 1
1
=P =U+r=[|-11], vi= -1
0 0
0
Die Orthogonalprojektion von x := [ 1 | auf U ist:
0
0 1 1
Fmr—E o= (1]+3-|-1]=3|1
0 0 0
0 1 -1 1 1
=o@) =0((1)+Li-o(|-1])=1-| 3 |+i-|-1]=1-[1
0 0 V6 0 V6
_ &e@) _ 1
= COSW = e ~ 2
) 1 0 0
=A=(0 1/2 —3/2
0 Vv3/2 1/2



Aufgabe IL.5 (4 Punkte)

Es seien V' ein n-dimensionaler unitérer Vektorraum und @ : V' — V' ein Endomorphismus mit
®? = ®*. Zeigen Sie, dass ®3 eine Orthogonalprojektion ist.

Lésung: Nach Voraussetzung gilt
Pod*=Pod? =P =P20d = D" 0,

und damit ist ® ein normaler Endomorphismus.
Es gibt also nach dem Spektralsatz eine Orthonormalbasis {us, ..., u,} von V aus Eigenvekto-
ren von @:

O(u;) =ciuy, 1=1,...,n.

Fiir den adjungierten Endomorphismus ®* gilt dann:
O (u;) =G, i=1,...,n.

Aus ®? = ®* ergibt sich dann fiir die Eigenwerte ¢;, 1 < i < n, die Bedingung

2 J—

Es folgt

2 _ |12

il = Iej| = @] = ledl,

und das bedeutet, dass die Eigenwerte von ® entweder Betrag 0 oder Betrag 1 haben.

Fiir jede komplexe Zahl ¢ vom Betrag 1 gilt aber ¢=! = €. Insbesondere gilt fiir alle ¢;

& =c-c=7¢-¢c{01}.

(2 3

Das zieht nach sich, dass alle Eigenwerte des normalen Endomorphismus ®3 in {0,1} liegen.
Damit ist ®3 eine orthogonale Projektion.



Aufgabe I1.6 (4 Punkte)

Im R3 sei fiir a € R eine affine Abbildung ¢ gegeben durch

Ty 3 a—1 2 Ty —8
o(f 22 |) =10 a—2 2 zg | + | —4
T3 0 0 a T3 —4

Bestimmen Sie a derart, dass ¢ genau einen Fixpunkt und genau zwei Fixgeraden besitzt.

Losung: ¢ besitzt genau dann genau einen Fixpunkt, wenn A — E regulér ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn sowohl a # 3 als auch a # 1 gilt.

Eine Gerade g ist in diesem Fall genau dann eine Fixgerade, wenn sie durch den eindeutig
bestimmten Fixpunkt geht und ihr Richtungsvektor ein Eigenvektor von A ist. Die Eigenwerte
von A sind ¢; = 3,¢5 = a — 2,¢c3 = a. Wegen a # a — 2 miissen mindestens zwei verschiedene
Eigenwerte auftreten. Der Fall a = 3 darf nicht aufteten, da dann ¢ nach dem obigen mehr als
einen Fixpunkt hdtte. Somit bleibt nur der Fall a — 2 = 3 iibrig, d.h. a = 5. Die Eigenrdume
zu den Eigenwerten 3 und 5 sind jeweils eindimensional. Somit gibt es genau fiir @ = 5 genau
einen Fixpunkt und genau zwei Fixgeraden, die dann durch diesen Fixpunkt gehen miissen.



