I.1 (4 Punkte)

Gegeben sei die reelle Matrix

a)

b)

Zeigen Sie, dass die Menge
U:={AcR¥>3|A"BA =B}

eine Untergruppe von GL(R?), der Gruppe der reguliiren 3 x 3-Matrizen, ist.

Geben Sie ein Element A € U an, das nicht Diagonalgestalt besitzt. Zeigen Sie, dass U nicht
abelsch ist.

Losung:

a)

Zunichst miissen wir zeigen, dass U iiberhaupt eine Teilmenge von GL(R?) ist. Dafiir erinnern
wir uns an den Determinantenmultiplikationssatz und schreiben fiir ein beliebiges A € U:

—1 =det(B) = det(ATBA) = — det(A)>.

Wir sehen, dass detA # 0, also A invertierbar ist.

U ist auch nicht leer, denn die 3 x 3-Einheitsmatrix ist in U enthalten.

Es bleibt zu zeigen, dass mit A, A € U auch AA~! in U liegt. (Wegen U C GL(R3) gibt es
iiberhaupt ein Inverses zu A.) Wir iiberpriifen die Bedingung:

(AANTBAA™) = (AT (ATBAA €Y (A1 TRA €Y (A-1T(ATBA)A' = B.
Damit ist gezeigt, dass auch AA~! in U liegt und dem Untergruppenkriterium geniige getan.
c 0
Wir wéhlen fiir die Matrix A zunéchst die folgende Blockform A = 0 . Die
definierende Eigenschaft von U liefert uns die folgenden Bedingungen fiir die SX g—Ma‘ZriX C und

fiir v € R, nédmlich
C'C=Fund —~%*=-1.

Das bedeutet, dass Matrizen dieser Bauart genau dann zu U gehoren falls v = +1 und C

..~ _ [cosp Fsing
orthogonal ist: C' = (singp 1 cos <,0> , peR.
0 -1 0
Eine Nichtdiagonalmatrix aus U wéire damit zum Beispiel A1 = [1 0 0 |. Mit der Diago-
0 0 1
1 0 0
nalmatrix As = [0 —1 0| € U rechnet man jetzt leicht nach
0 0 1
010 0 -1 0
A1+ A=|1 0 0)]#|—-1 0 0] =A4,-A4,
0 0 1 0 0 1

woraus folgt, dass U nicht abelsch ist.



I.2 (4 Punkte)

Seien V, W Vektorridume iiber einem Korper K. Weiter seien Uy und Us Untervektorrdume von V und
® : V — W eine lineare Abbildung.

a) Zeigen Sie fiir injektives ® die Aquivalenz der folgenden Aussagen.

(i) Uy + Uy ist direkt.
(ll) (I)(Ul) + CI)(UQ) ist direkt.

b) Gegeben sei der Endomorphismus

o : R? - R2 <x1> — <x1> .
T2 0

Zeigen Sie, dass fiir diese Abbildung beide Richtungen der obigen Aquivalenz falsch sind, indem
Sie jeweils geeignete Untervektorriume Uy, Us von R? angeben.

Losung:

a) ,(i)= (i)“: Sei also U; + Uy direkt, d. h. Uy N Uy = {0}. Nehmen wir an, ®(U;) + ®(Us) sei

nicht direkt, es gebe also ein z € ®(U;) N ®(Usz), = # 0. Dieses = liele sich dann schreiben
als © = ®(u1) = ®(ug) mit ug € Uy \ {0} und us € Uy \ {0}. Das wire ein Widerspruch zur
Injektivitidt von @, so dass die Summe ®(U;) + ®(Us,) direkt sein muss.
,»(i1)= (1)“: Sein nun ®(U;)+ ®(Us) direkt, also ®(U;)NP®(Usz) = {0}. Dann muss auch das darin
enthaltene ®(U; N Us) = {0} sein. Das heifit aber, dass U; N Uz im Kern von @ liegt. Letzterer
besteht aufgrund der Injektivitit von ® nur aus der Null, so dass auch U; NUs = {0} gilt, also
ist Uy + Uy direkt.

b) [<(1)>] 4 [G)] ist direkt, aber nicht @([@]) 4 @([G)]) - [(é)] 4 [<(1)>].

R? + [<(1)>] ist nicht direkt, aber ®(R2) + <1>([<(1’)]) = [<(1)>] - {(8)} sehr wohl.



1.3 (4 Punkte)

Bestimmen Sie alle o € R, fiir die die lineare Abbildung

T

) 2x1 + x9 — 4x3 + Sy
Py R R = | a3 | — 3z + 229 + 224 — T5

Ty 1+ 2o + oz23:3 + axy — 625

5

surjektiv ist, und bestimmen Sie fiir diese Parameter den Kern der zugehorigen Abbildung.

Losung:

— =N
— =
o
S
O N O
I en

(@)}
+

Do
d

I

11 o2 a -6

21 —4 0 5 -1
Rang |3 2 0 2 -1 3+ = Rang
o
1 1 4 2 -6 j+ 10 -8 -2 11
=Rang [0 —1 —12 -4 17 | =1 =Rang [0 1 12 4 - 17
0 0 a*>—4 a—2 0 00 a>?~4 a—2 0
Nun gilt
21 -4 0 5
®,, ist surjektiv <= dimBild(®,) =3 <= Rang [3 2 0 2 -1 =3 <<= a#2
11 o> a -6

Fiir die Bestimmung von Kern(®,,) fiir a # 2 kénnen wir von der obigen vereinfachten Matrix ausge-
hen, da nur Zeilenumformungen fiir die Rangbestimmung verwendet wurden. Mit weiteren Zeilenum-

formungen
-8 -2 11 + 1 0 224—4 0 11
— 17 j+ ~ 10 1 4—4a 0 —17
a+2 1 0 —4 J2 00 a+2 1 0

S O =

O = O
[S—
[\
B~

ergibt sich

4 -2« —11

4o — 4 17
Kern(®,) = 1 1 0

—2—-q« 0

0 1



I.4 (4 Punkte)

Seien V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und ¢ € V* eine von der Nullabbildung verschiedene
Linearform. Weiter sei @ : V' — V ein Endomorphismus von V' mit der Eigenschaft

Yod =1

Zeigen Sie:

a)
b)

® besitzt den Eigenwert 1.

Ist W ein Untervektorraum von V mit V' = Kern (¢) ® W und ®(W) C W, so wird W von
einem Eigenvektor zum Eigenwert 1 erzeugt.

Losung:

a)

Es gilt:
1 ist Eigenwert von ® < Kern(® — id) # {0} < & — id ist nicht injektiv

Wegen dim V' = n ist dies dquivalent dazu, dass & —id nicht bijektiv ist.
Aus der Beziehung

Yod =19y =1oid
folgern wir
Yo (P —id)=0.
Wire ® —id bijektiv, so folgte 1 = 0, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Die Abbildung ® —id

ist somit nicht injektiv und 1 ist dann ein Eigenwert von &.

Sei W ein ®-invarianter Komplementérraum zu U := Kern(¢)). Wegen dimU = n — 1 folgt aus
dem Dimensionssatz dim W = 1. Sei W = [w], w # 0. Wegen ®(W) C W gilt dann ®(w) = c-w.
Es bleibt zu zeigen, dass w ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, d.h. ¢ = 1. Es gilt aber einerseits

Yo ®(w) = (- w) = c(w)
und andererseits
o @(w) = P(w),
also
P(w) = cp(w).
Da w nicht in Kern(¢) enthalten ist, gilt )(w) # 0 und wir erhalten ¢ = 1.



I.5 (4 Punkte)

Seien V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, ® ein Endomorphismus von V und A,y € K zwei
verschiedene Eigenwerte von ® mit den zugehérigen Eigenrdumen E)y bzw. E,,. Zeigen Sie:

Kern ((® — Xid) o (¢ — pid)) = Ex+ E,

Losung:

Der Kiirze halber bezeichnen wir den Kern von (® — Aid) o (® — pid) mit W.
Wir zeigen zwei Inklusionen.

Erste Inklusion: £, + E, CW

Fir v € E) gilt ®(v) = A - v, und folglich

((® — Aid) o (@ — pid))(v) = (@ — Aid)(®(v) — p-v)

ECD Aid) (Av — pw)
(
(A -

@ — Xid) (A — p) - v)
DE (<1> )ud)()

Das zeigt £y C W.

Fir v € E, gilt ®(v) = p - v, und folglich

(@ — Aid) o (@ — pid))(v) = (@ — Xid)(®(v) — p - v)
= (®—\id)(pv — ,Lw)
= (®—Xid)(0) = 0.

Das zeigt E,, C W, und damit insgesamt F) + E,, C W, da die Summe der kleinste Untervektorraum
von V ist, der die Summanden enthélt.
Zweite Inklusion: W C E\ + E,
Fiir w € W ist (® — Aid)(®(w) — p-w) = 0, also ®(w) — - w € E). Also gilt
(¥) ®(w) —pw =z € E)

Wegen (® — Aid) o (® — pid) = ®2 — A\® — u® + A\ - id = (@ — pid) o (& — Nid) ist analog auch
®(w) — X-w € E,. Dies bedeutet

(xx) Q(w)—Aw=yeE,

Aus (xx) — (x) ergibt sich (A — p)w =2 —y € E\ + E,. Wegen A — p # 0 gilt damit

1
w = T — _IuyGE)\%—E“



1.6 (4 Punkte)

Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner gleich 3. Durch

d(1—z+2?) = —6z+ 32>+ 223,
O(z) = 1+ Tz,
d(2? —32%) = —7a3,
®(23) = 22 +32°

sei ein Endomorphismus ® : V' — V definiert. Berechnen Sie det ®.
Losung:

Wir bestimmen zuniichst die Abbildungsmatrix A von ® beziiglich der (geordneten) Basis {1, z, 2%, 23}
von V:

d(2?) = ®(a? - 32°) + 30(2®) = 32% + 227,
d(1) = d(1-—z—22)+3(2)-d=*) =1+=z.
Es gilt somit:
1 1.0 0
1 700
A= 0 0 31
0 0 2 3
Wir berechnen
1 3 1
detq):detA:‘ H ‘:6-7:42



I1.1 (4 Punkte)
Gegeben sei eine quadratische Matrix A € C™*"™ .

a) Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom Rang von A die Jordan’sche Normalform der 2n x 2n-Matrix

00 0,
M._<A on>’

wobei mit 0,, die Nullmatrix der Grof3e n x n bezeichnet sei.

b) Sei nun A regulir. Geben Sie eine regulire 2n x 2n-Matrix S an, so dass S™!M.S Jordan’sche
Normalform hat.

Losung: Wie ﬁlz}ich sei fiir 1 < i < 2n der i-te Standardbasisvektor von C2™ mit e; bezeichnet. Wir
bezeichnen mit M die Jordan’sche Normalform von M und halten fest, dass der Rang von M gleich
dem Rang von A ist.

a) Da M eine Dreiecksmatrix ist, die auf der Diagonale nur Nullen als Eintrége hat, ist 0 der einzige
Eigenwert, und M hat nur Jordankéstchen zum Eigenwert 0. Es gibt 2n — Rang(M) = 2n — Rang(A)
Jordankéstchen.

Um die Lénge des langsten Jordanké&stchens zu bekommen, miissen wir Potenzen von M kennen. Es

gilt
0, O 0, O
2 _ n n n n _ _ 3
M _<A On><A on>_02”_M'
Daher ist Rang(M?) = Rang(M?), und es gibt in M keine Jordankéistchen, deren Lénge grofer als 2
ist.

Da 0 der einzige Eigenwert von M ist, hat ein Jordankéstchen der Lénge 1 den Rang 0, und eines
der Lénge 2 hat den Rang 1. Da der Rang von M gleich dem Rang von M ist, gibt es Rang(A)
Jordankéstchen der Lange 2 und 2n — 2Rang(A) Jordankéstchen der Linge 1.

Konkreter heifit das: Fiir 1 < ¢ < Rang(A) ist die (2 — 1)-te Spalte von M der Vektor es;, und alle
anderen Spalten von M sind 0:

Lange 1
—~ ——
M:(€20640660--'62Rang(A)0 00)

Kastchen der Lange 2

b) Aus a) wissen wir, dass M = (ez 0 e4 0 €6 0... €2, 0) aus n Jordankstchen der Linge 2 besteht.

Eine Matrix S = (s1 ... s2,) € C?*?" ist also dann eine mogliche Basiswechselmatrix, wenn sie regulér
ist und die Bedingungen

V1SZ'STLIM'SQZ',1:SQZ' und M‘SQZ'ZO

erfiillt. Fiir jedes i folgt hierbei wegen M? = 0 die zweite Bedingung aus der ersten: M - so; =
]\42 © 89,1 — 0.

Fir 1 <i<mnseib; := M -e¢;. Das ist die i-te Spalte von M.

Da A regulér ist, ist Rang(M) = n, und damit {by,...,b,} linear unabhéngig.

Auch {ey,...,e,} ist linear unabhingig. Da {b1,...,b,} in dem von {e;41,...,e2,} erzeugten Unter-
vektorraum von C2" liegt, ist die Vereinigung {e1,...,en,b1,...,b,} linear unabhiingig. Daher ist die
Matrix

S= (61 by ea by ... ey, bn) c C2nx2n

invertierbar. Nach Konstruktion gilt M=S8"1.M-8.



I1.2 (4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Skalarprodukte F : R3 x R? — R, so dass fiir die Standardbasis

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0
0 0 1

die folgenden Eigenschaften gelten:

@) llexll =3, lle2ll =1, [les|| = 2.

(ii) Der Winkel zwischen e; und ep ist 7 und der Winkel zwischen ez und e3 ist 7.

Dabei bezeichnen wir mit ||z|| := y/F(x,z) die von dem Skalarprodukt F' induzierte Norm.
_ 2

: fae . V2
Hinweis: cos =5
Losung:

Beziiglich der Standardbasis des R? kénnen wir F' schreiben als
F(z,y) =a" Ay

mit einer Matrix
ailr a2 ai3
A= a axn ax
aszyp asz2 ass

F ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn A symmetrisch und positiv definit ist.

llex|| == elTAel = /a11. Also muss a7 = 3 gelten. Analog ergibt sich ass = 1 und azz = 4.
. 2 TA 6 .
Weiter soll gelten cos% = %= = = \/362 = % Also muss ap = % = ag; gelten (A soll symmetrisch

sein). Analog ergibt sich a3 = ass = 0.

Also muss A von der Form

3@@
A=| % 1 9
a 0 4

mit a € R sein. Dabei muss a so gewahlt werden, dass A positiv definit ist. Ein Satz aus der Vorlesung
besagt nun, dass A genau dann postiv definit ist, wenn alle Hauptunterdeterminanten echt grosser als
Null sind. Die ersten beiden Hauptunterdeterminanten sind 3 und 3 — (@)2 = % Also ist A genau

dann postiv definit, wenn det A > 0 ist.

Es ist det A = 6 — a?. Also ist A genau dann postiv definit, wenn a € (—/6,/6) ist.



I1.3 (4 Punkte)

Sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite n x n-Matrix. Zeigen Sie:

a) A und A% haben die gleiche Anzahl von Eigenwerten.
b) Jeder Eigenvektor von A ist auch Eigenvektor von A? und umgekehrt.

c¢) Fiir reelle symmetrische Matrizen A sind die Aussagen in a) und b) im Allgemeinen falsch.

Losung:
a) A ist symmetrisch, also existiert eine orthogonale Matrix S, sodass A := STAS eine zu A
ghnliche Diagonalmatrix ist. Die Elemente auf der Hauptdiagonalen wollen wir mit cq,...,c,
bezeichnen.

A? = (STAS)? = ST A%S ist ebenfalls eine Diagonalmatrix und zu A? dhnlich. Die Eintrige auf

der Hauptdiagonalen sind ¢2, ...,c2. Da A positiv definit ist, gilt ¢; > 0 fiir i = 1,...,n. Daraus
erhalten wir aber

=3 o ¢ =cj. (%)

Auf der Hauptdiagonale von A beziehungsweise A2 stehen aber gerade die Eigenwerte von A
beziehungsweise A2, und wegen (*) ist deren Anzahl gleich.

b) Es seien cy,...,c; die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A und E.,,..., E,, die zugehori-
gen Eigenrdume. Dann sind, wie wir in a) gesehen haben, c2, ... ,ci die Eigenwerte von A%. Die
zugehorigen Eigenrdume wollen wir mit EC%, . ’Ecﬁ bezeichnen.

Esseii € {1,...,k} beliebig. Ist = ein Eigenvektor von A zum Eigenwert c¢;, so gilt A%z = c?x.

Somit ist E., C E.2 und insbesondere dim E.;, < dim E 2.

Angenommen, es existiert ein j € {1,...,k} mit E.; C E.. Dann gilt, weil sowohl A als auch
J
A? diagonalisierbar sind:
k k
n=>Y dimE, <) dimEz=n.
i=1 i=1

Also muss E., = E.» fiir i = 1,...,k gelten.

c) FiirAz(O 4

L0 ) sind sowohl a) als auch b) falsch.



I1.4 (4 Punkte)

Sei @ : R? — R3 eine Isometrie des euklidischen Standardvektorraums R? mit det ® = —1.

a) Zeigen Sie, dass ® den Eigenwert —1 besitzt und dass fiir jeden Eigenvektor v zum Eigenwert
—1 gilt:
Ve eR3: v L (®(z) + x).

b) Es gelte zusétzlich

1 V242 -1 V2 +12
o(|2])=(v2-2|, @] 3 ):Z 6v/2 — 2
3 V2 2 V2

Bestimmen Sie die euklidische Normalform von ®.

€ 0 0

Losung: a) Es gibt in R? eine ONB, bzgl. der ® die Abbildungsmatrix A = | 0 cosw —sinw
0 sinw cosw

mit € € {1,—1} und w € [0, 7] hat. Mit det ® = —1 ist auch det A = —1, also gilt: ¢ = —1. A (und
damit auch ®) hat also den Eigenwert —1.
Sei v ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert —1, d.h. ®(v) = —v, v # 0. Aus

(v, ®(z) + ) = (v,2) + (v, ®(2)) = (®(v), B(x)) + (v, ®(2)) = (v, @(2)) + (v, (2)) =0 Yz € R’
folgt v L (®(x) +z) Vo € R3.

b) Verwende a), um den Eigenraum zum Eigenwert —1 zu bestimmen.

1 -1
veEE 1= (v,®(y;)+y)=0firi=12undy; = 2 |,y2= 3
3 2
V2+3 V2+38 VU1
= (v, V2 )=0 A (v,2| 6v2+10 |)=0 = v=| vy | ist eine Losung des LGS
V2+3 V2+38 v3

V243 V2 V243 V243 V2 V243 0 —8—4v2 0
<\/§+8 6v/2 + 10 \/§—|—8>N< 5  5/24+10 5 >N<1 V242 1>

~

Bestimme nun den Drehwinkel w = £(y, ®(y)) fir y € [v

1 1y o, /! L 1 X 1 9
y=| 2 —< 2 |.— 1| o >— 0 |=|2]-2¢2( o |={(2]Lo,
3 3 ) v2\ )/ v2\ 3 2 1 2

_ o

é):ve[%

S =

]J_

1 1 V242 1 V241
dpy=o(| 2 h+e(| o H=|v2-2 |- 0o |=| v2-2 ],
3 -1 V2 -1 V241
(y, @) V2
cosL(y, ®(y)) = 7 = 5
|l @)l 2
Somit lautet die euklidische Normalform von &
-1 0 0
0 Y2 V2



I1.5 (4 Punkte)

Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und ® ein Endomorphismus
von V mit der Eigenschaft
Ve eV : (x,®(x)) =0.

Zeigen Sie:

a) Ist V ein euklidischer Vektorraum, so gilt:

i) ®* = —®. Dabei bezeichnet ®* die Adjungierte von P.
ii) Ist U ein ®-invarianter Untervektorraum von V', so ist U+ auch ®-invariant.

iii) Wenn @ einen Eigenwert besitzt, so ist ® nicht invertierbar.

b) Ist V ein unitérer Vektorraum, so ist ® die Nullabbildung.

Losung:

a)
i) Es ist ®* = —®, genau dann, wenn fiir alle z,y € V gilt: (®(z),y)) = —(z, P(y)). Dies folgt im
euklidischen Fall fiir alle z,y € V aus

0 = (2(x+y),z+y) = (P(x),z) +(2(y),x) + (2(z),y) + ((y),y)
= (®(2),y) +(2(y),z) = (®(x),y) + (z, 2(y))

ii) BEs sei v € UL. Zu zeigen ist, dass ®(v) € U™ gilt.

VueU : (u,®(v)) = —<3(2, v) =0, also ®(v) e UL
eu

iii) Ist A Eigenwert von ® und x # 0 ein zugehériger Eigenvektor, so gilt
0= (x,®(z)) = (z, \z) = Xz, z) , also A = 0.

Damit ist Kern® # {0} und @ nicht invertierbar.

b) Analog zu a)i) gilt auch im unitéren Fall
Ve,yeV: 0 = (2(z),y) +(2(y),z) (1)
Ersetzt man hier den Vektor x durch ¢x, erhdlt man weiter
Va,y € V0= (@(ix),y) + (®(y), ix) = i((P(x),y) — (D(y),z))
also
Ve,yeV: 0 = (2(z),y) - (®(y),z) (2)
Addition von (1) und (2) ergibt
Ve,yeV: 0 = (P(x),y).
Wihlt man y := ®(x), so ergibt sich
VeeV: 0 = (®(x),®(x)) beziechungsweise @(z)=0.

Damit gleichbedeutend ist, dass ® die Nullabbildung ist.



I1.6 (4 Punkte)

Im reellen dreidimensionalen affinen Raum R? sei eine Quadrik @ gegeben durch
Q x% + Qx% + dx129 + 20123 — daows + 2x1 + 4xo + 43 = 0.

Bestimmen Sie die affine Normalform é von () und geben Sie eine Affinitdt ¢ an, die Q auf é abbildet.

Losung:

0 = x% + 2x% + 4x1x9 + 201203 — droxrs + 221 + 4o + 43
(1 + 222 + 23 + 1)2 — 23:% — xg — 8x9w3 + 223 — 1
= (w1 + 229+ a3+ 1)% — 2(wg + 223)* + T2 + 223 — 1
(

1, 8
o1+ 20y + w3+ 1) = 2w + 223)" + T(as + 2) - 2

9 12 S T B R R 4 BTy

~~ ~~

il T2 T3

2 2 2
(ﬁ +\f7x3> _(%ﬁ vid vid \/ﬁ> —<7—ﬂ3+£> +1

Damit ist die Normalform Q von Q gegeben durch

Nach Vorlesung handelt es sich damit bei Q um ein einschaliges Hyperboloid. Eine Affinitat, die
Q auf Q abbildet ist nach obiger Rechung durch

0o YT V7 0
NG
0 0 Iy T

gegeben.



