Losungen zur LA Klausur, September 2008

I.1 (4 Punkte)

Auf Z sei eine Verkniipfung o : Z x Z — Z erklart durch a0 §:= a+ g+ 5 fiir o, 8 € Z.
(a) Zeigen Sie, dass (Z, o) eine abelsche Gruppe ist.
(b) Weisen Sie nach, dass (Z,0) und (Z,+) isomorphe Gruppen sind.

(¢) Losen Sie die Gleichung x o 2z = 21 in (Z, o).

Lésung. (a) Die Verkniipfung ist abgeschlossen, d.h. o ist korrekt definiert.
Assoziativitit: Wir nutzen hier und im Folgenden die Eigenschaften von (Z,+) aus und erhalten so:

(@ofB)oy=(a+B+5)+v+5=a+f+y+10=a+B+v+5)+5=a+(Boy)+5=aoc(Bo7).

Kommutativitit: cof=a+8+5=0+a+5=Foa.
Neutralelement: e = —5 ist Neutralelement, denn fiir o € Z gilt

ace=a+ (-5 +b=a=(-5)+a+5=eoa.
Inverse: Zu o € Z ist —a — 10 invers, da
ao(—a—10)=a—a—-10+5=-5=e=(—a—10)oq.

Bemerkung: Bei den Nachweisen zu ,Neutralelement* und ,Inverse* kann man alternativ auch schon die zuvor
nachgewiesene Kommutativitat verwenden.
(b) Die Abbildung ¢ : (Z,0) — (Z,+), a — «a + 5, ist ein Isomorphismus, da ¢ offenbar bijektiv ist und da ferner
gilt:
placf)=pla+pf+5)=(a+B+5)+5=a+F+10=(a+5)+(B+5)=p(a)+¢(H).
(c) Es gilt
rzor=21rx4+2r+5=212xr=16& 2 =8.

1.2 (4 Punkte)

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K.

(a) Seien ai,az,as € V und )\1,A27>\3 € K\ {O} mit \ja1 + Aoas + Agag =0.

Zeigen Sie:
[ala a2] = [ala a3]'
(b) Seien aq,...,a, € V'\ {0}.
Beweisen Sie, dass aq,...,a, genau dann linear unabhéngig sind, wenn gilt
[a1,...,a;] N [ait1,...,a,] = {0} firi=1,...,n—1.
Hinweis: Mit [ay, ..., a;] wird die lineare Hiille von ay, ..., a; bezeichnet.

Losung. (a) Wegen as = —(A1/A2)a1 — (A3/A2)as, A2 # 0, folgt [a1,a2] C [a1,as]. Aus Symmetriegriinden folgt
auch die umgekehrte Inklusion.

(b) ,=“ : Seien ay,...,a, € V \ {0} linear unabhéngig. Sei i € {1,...,n — 1} beliebig und sei = € [a1,...,a;] N
[@it1,.-.,a,]. Dann gibt es Ay, ..., A, € K mit

T = Z)\jaj = Z )\jaj
j=1

j=i+1
und daher 4
K3 n
Z/\jaj + Z (—/\j)aj =0.
j=1 j=it1
Da aq,...,a, linear unabhéngig sind, folgt A; = 0 fiir ¢ = 1,...,n. Also ist x = 0. Andererseits gilt stets 0 €
[a1,...,a;] N [ait1,...,a,]. Es folgt [a1,...,a;] N [ait1,-..,an] = {0}.



o= Jetzt gelte {0} = [a1,...,a;] N [aiy1,...,a,] fiir i =1,...,n— 1. Selen \q,..., A\, € K mit

i )\iai =0.
i=1

Angenommen, nicht alle Koeffizienten sind 0. Sei ig € {1,...,n} der grofite Index ¢ mit A; # 0. Also ist A\; = 0 fiir
1> 1.

Ist ig = 1, so folgt A\;a; = 0 und daher A\; = 0 wegen a; # 0. Widerspruch.

Sei nun 7 > 2. Dann gilt

> Nai = —Xiga, € [ar, - aig-1] N [aig, - an] = {0},
=1

Wie eben folgt A\;, =0, da a;, # 0. Widerspruch.
Somit sind alle Koeffizienten gleich 0, was die lineare Unabhéngigkeit von aq, ..., a, beweist.

Hier bietet sich auch ein schrittweises (induktives) Argument an, bei dem man z.B. der Reihe nach zeigt, dass
A =0, \y_1 =0, etc.
1.3 (4 Punkte)

Seien Ui, Us Untervektorriume des R* mit

3 3 2 1 2 1
2 3 1 0 3 2

Ul = |: ) 9 ) 9 ) 9 U2 = |: 4 5 ) 9 0 :l
1 1 1 0 3 2

Bestimmen Sie zu Uy, Uy, Uy NUs, Uy + Us je eine Basis und die Dimension.

Losung. Indem man die Differenz des zweiten und dritten Vektors sowie die Differenz des ersten und zweiten
Vektors in der gegebenen Darstellung von U; bildet, erhilt man

3 0 1 3 0 1 0 0 1
2 1 2 2 1 0 0 1 0
Uy = 2 1’1o’ o }_[ 2 1’ o || o }_[ 2 [’ o ||l o
1 0 0 1 0 0 1 0 0

Die drei zuletzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhéngig und bilden somit eine Basis von U;. Ebenso erhalt
man durch Subtraktion des dritten Vektors vom zweiten Vektor in der gegebenen Darstellung von Us

1\ /1) [1 1\ /1
e[l e o 1T A ] o |
0/ \1/) \ 2 0/ \ 2

wobei zuletzt verwendet wurde, dass der mittlere Vektor das arithmetische Mittel der beiden anderen Vektoren ist.
Die beiden zuletzt erhaltenen Vektoren sind linear unabhingig und bilden somit eine Basis von Us. Insbesondere
erhélt man nun dim(U;) = 3 und dim(Us) = 2. Wegen

¢ Ui

N O N

ist dim(U; + Us) > 4, und da es sich um einen UVR des R* handelt, ist dim(U; + Us) = 4. Als Basis kann somit
die Standardbasis gewéhlt werden. Aus dem Dimensionssatz folgt dim(U; NUz) = 3+ 2 —4 = 1. Nun gilt (Summe
der Basisvektoren!)

€ Uy und e Uy,

[NCRETEN NI ]
— N =

d.h.

e Uy NUs,

— N =



was eine Basis des Durchschnitts ist.

1.4 (4 Punkte)

Seien V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K und ¢, € V*\ {0} zwei Linearformen.
Zeigen Sie:
v, ¢ sind linear abhéngig < Kern(p) = Kern(1)).

Losung. ,,<* : Sei Kern(p) = Kern(¢) fiir Linearformen ¢,¢ € V*\ {0}. Wegen ¢ # 0 gibt es ein g € V mit
w(zo) # 0. Nach Voraussetzung ist dann auch 1(zq) # 0. Wir zeigen ¢ = :Zggg 1. Sei hierzu € V beliebig gewéhlt.
Dann gilt

_ Y@ N ey = 2@ ey -
o (2= 200 ) = ot) - 2Hwta) =
Also gilt
¥(z) = Kern
_ w(xo)xo € Kern(¢) = Kern(y).
Aus
0=p (- 20 am) = (o) - )
Y (o) ¥(zo)
folgt so (@)
P {ZTo

Dies zeigt die Behauptung, da xzg € V' beliebig war.

,=" : Seien ¢ und ¥ linear abhéngig. Es gibt also A, p € K mit Ap + pp = 0, wobei nicht A = p = 0 gilt. Dann
gilt sogar A # 0 und p # 0. (Aus A = 0 etwa folgt uyp = 0. Wegen ¢ # 0 wire also auch p = 0, ein Widerspruch.)
Hieraus folgt fiir € V, dass genau dann ¢(z) = 0 gilt, wenn ¢ (z) = 0 gilt. Also ist Kern(p) = Kern(¢)).

Der angegebene Beweis zeigt, dass die Aussage fiir einen beliebigen Vektorraum V' gilt. Verwendet man die voraus-
gesetzte Endlichkeit der Dimension des Vektorraums, so kann man fiir die Richtung ,,<=* auch anders argumentieren:
Sei U := Kern(yp) = Kern(v¢)). Wegen ¢, ¥ # 0 gilt

dim(U) = dim(Kern(y)) = dim(V) — dim(Bild(y)) = dim(V) — 1.

Aufgrund des Basisergidnzungssatzes existiert ein Vektor w € V'\ {0} mit V = U @ [w]. Dann gilt ¢(w) # 0 und
Y(w) #£0. Fir x € V gibt es nun w € U und A € K mit = v + Aw. Somit erhdlt man

o(r) = p(u+ Mw) = p(u) + Ap(w) = Ap(w).

In gleicher Weise folgt ¥(z) = A(w). Dies zeigt

p(w)
o) ¥

Als Alternative bietet sich die Verwendung des Rieszschen Darstellungssatzes an.

fiir alle x € V und damit ¢ =

1.5 (4 Punkte)

(a) Es seien K ein Koérper und n € N. Geben Sie eine Definition dafiir, dass eine Matrix A € K"*™ diagonalisierbar
ist.

(b) Gegeben sei die Matrix
2+t 4 2+t 2+t
t—2 0 -6+t —2-t
At: ER4X4.
t42 4 142 2t
0 0 0 2t

Bestimmen Sie alle t € R, fiir die A; diagonalisierbar ist.



Losung. (a) Die Matrix A € K"*" ist diagonalisierbar, falls es eine reguliire Matrix S € K"*™ gibt, so dass S~*AS
eine Diagonalmatrix ist.

Alternativ: Es gibt linear unabhéngige Vektoren by,...,b, € K" und Ay,..., A, € K, so dass Ab, = \;b; fiir
1=1,...,n gilt.

(b) Zur Bestimmung der Eigenwerte wird zunéchst das charakteristische Polynom pa4,(A) von A, berechnet:

2+t— A 4 241 +
det (A — AE4) = (2t — X)det t—2 - A -6+t j+
—t+2 —4 —t4+2-AX 1 1

4— X 0 4— )
= (2t — \)det 0 -A+4) —(A+4)
—t+2 —4 —t+2-A
-1 +
1
-1 +
——
1 0 1
= (2t =N\ —4)(\+4)det 0 1 1

—t4+2 —4 —t+2-)
= A=20)(A—4)>(\+4).

Eigenwerte sind also A = —4, A =4 und A = 2t.
Nun wird dim(F4) bestimmt:

t—2 4 2+t 2+t
t—2 -4 -6+t —-2-t

Rg(Ae—4Es) = Rg| , 5 4 /o o
0 0 0 2% — 4
2t +
-2-t +
+ 2-t
T l
t—2 1 24+t 24t
C Rl -2 -1 -6+t -2
= M8 _yi9 1 —t—2 —2_¢
0 0 0 2% — 4
0 1 0 0
B 2t—2) —1 2(t—2) 0
= Rg 0 ~1 0 0
0 0 0 2(t - 2)
1 0 0
1 t—2 0
= Rel 0

0 0 t—2
B 1, fallst =2,
B 3, fallst# 2.
Ist t # 2, so ist dim(Ey) = 1 < 2, weshalb A; fiir ¢t # 2 nicht diagonalisierbar ist.

Ist t = 2, so gilt dim(FE,) = 3. Ferner ist dim(E_4) = 1. Es folgt F_4 ® E, = R*. Somit ist A, diagonalisierbar.

1.6 (4 Punkte)

Seien V ein reeller Vektorraum, (b1,...,b,) eine Basis von V und «, 8 € R. Ein Endomorphismus ® von V sei
erklart durch

O(b) = (a—P)bi+BY b,  i=1...,n.
j=1



(a) Stellen Sie die Abbildungsmatrix A von ® beziiglich der angegebenen Basis auf.
(b) Berechnen Sie det(A).

Losung. (a) Wegen
O(bi) = (a—P)bi+ B bj=abi+ . Bb, i=1...n,
j=1

=1
folgt
a g p o B
g oa p o p
Ap— |8 B a - 5
g BB o
(b) Subtraktion der letzten Zeile von den Zeilen 1 bis n — 1 ergibt
a—pf 0 0 e 0 08—«
0 a—pf 0 e 0 08—«
0 0 a—p03 --- 0 06—«
det(Ag) = det ) ) .
0 0 0 e a—p0 -«
p B g B o
Jetzt addiert man der Reihe nach die erste, die zweite, ..., die (n — 1)te Spalte zur letzten Spalte und erhélt so
a—p0 0 e 0 0
0 a—0 . 0 0
0 0 e 0 0
det(Ag) =det | . . . . . = (=" Ha+ (n-1)p).
0 0 a—p3 0
B g B a+(n-1)p8
I1.1 (4 Punkte)
Es sei
2 -1 -1 0
— 0 3 o 4x4
A=l 1 50 |C
0 - 1 4

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom py4, das Minimalpolynom m 4 und die Jordansche Normalform
Ja von A.

(b) Die Matrix B € C*** habe das charakteristische Polynom pp(X) = (X — A\)3 - (X — ) mit \,u € C und
A # L.

Welche Jordansche Normalformen Jp und zugehérige Minimalpolynome mp kénnen hierbei auftreten?



Loésung. (a) Fiir das charakteristische Polynom erhélt man, indem man zunéchst nach der letzten Spalte entwickelt:

29+ -1 -1 0
0 3-t 1 0
pa(t) = det| 1 5-t 0

1 1 -2
= (4-B@2—t)det|0 3¢ ]
5—1t +

2 1

11 0
= (A—t)2-t)det [0 3—t 1

0 -1 5—t

= A-t)2-t)[B-tbB-t)+1)]=A4-1t)32-1).
Fiir die Dimension des Eigenraumes E, zum Eigenwert 4 gilt dim(Ey) = 4 — Rg(A — 4E,). Wegen

1 +
1 +
1 1
2 -1 -1 0 -1 1 -1 1.0 0
0 -1 1 0 0o 1 1 0 1 2
Rg(A—4E)=Rg| o | | o|=Rel ;| 1 =Rgl 1 ¢ o|=2
0 -1 1 0 0o 1 1 0 1 2

erhilt man also dim(E,) = 2. Folglich gibt es genau zwei Jordankistchen zum Eigenwert 4, der Jordanblock zum
Eigenwert 4 hat die Lange 3. Somit hat ein Jordank&stchen zum Eigenwert 4 die Lange 1, das andere die Lange 2.
Wegen dim(E;) = 1 folgt:

4

— e
= o

Ja =
2

Fiir das Minimalpolynom erhilt man m4(t) = (¢ — 4)%(t — 2), da der Exponent 2 des Linearfaktors t — 4 gerade
die Lénge eines langsten Jordankistchens zum Eigenwert 4 angibt.

(b) Die Matrix B hat die zwei verschiedenen Eigenwerte A und p. Der Eigenraum zum FEigenwert p hat die
Dimension 1. Im folgenden verwenden wir, dass die Lénge eines langsten Jordankistchens zum Eigenwert A\ gerade
der Exponent des Linearfaktors ¢ — A im Minimalpolynom von B ist. Wir unterscheiden drei Fille:

Ist dim(E)) = 3, so gibt es drei Jordankéstchen der Lange 1 zum Eigenwert A. Somit folgt

A
Jp = und mp(t) =t — ANt — p).
W

Ist dim(E)y) = 2, so gibt es zwei Jordankéstchen zum Eigenwert A, und zwar eines der Lange 1 und eines der Léinge
2. Somit folgt

A
A0 2
Jp = Y und mp(t) = (t—A)=(t — p).
"
Ist dim(Ey) = 1, so gibt es ein Jordankéstchen zum Eigenwert A der Lange 3. Somit folgt
A0
e und  mp(t) = (t— N3t — ).



Wie die angegebenen Matrizen Jp zeigen, sind alle drei Falle auch moglich.

I1.2 (4 Punkte)

Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis (b1, ..., b,). Zeigen Sie:

(a) Fiir alle z,y € V gilt:
=> (2, bi)(y, bi).
k=1

(b) Fiir alle Vektoren vy, ...,v, € V gilt:

(v1,01) -+ (v1,bn) ’

det = det

<vn;b1> <Unabn> <’Un,1)1> <vnavn>

<U1,’U1> <U17vn>

Lésung. (a) Sei z € V. Da (by,...,b,) eine Basis ist, gibt es f1,..., 0, € R mit

T = i Bibs
i=1

Da (by,...,b,) sogar eine ONB ist, erhdlt man

b;) = <Zﬁibi,bj> = Zﬂi(bubﬁ = 0;»
=1

i=1
also
n
T = Z(x, bi)b;
i=1
Dies liefert schliefilich
i=1 i=1
und damit .
<J}, y> = Z(J?, bi> (y, bz>
i=1

(b) Sei A = (a;;) die n x n Matrix mit a;; = (v;,b;). Dann gilt fiir B = (b;;) :== A- AT gerade

= (i, bi)(vy, br) = (vi,v5),
=1

wobei zuletzt (a) verwendet wurde. Damit erhélt man in abkiirzender Notation
(det({v,b;)))? = det(A) - det(A) = det(A) - det(A") = det(A- AT) = det(B) = det((v;,v;)),
was die Behauptung beweist.

I1.3 (4 Punkte)

Es sei @ ein Endomorphismus eines euklidischen Vektorraums (V, (-, -)). Zu ® existiere der adjungierte Endomor-
phismus ®*. Weiter sei
U:=PodP* 4+ P*oP.

Zeigen Sie:
(a) Kern(¥) C{v eV |[Vw € V : (®(v), ®(w)) + (D*(v), P*(w)) = 0}.
(b) Kern(¥) = Kern(®) N Kern(®*).



Lésung. (a) Sei a € Kern(V), also ® o &*(a) + ®* o ®(a) = 0. Nun gilt fiir alle w € V:
(®(a), ®(w)) + (2" (a), P*(w)) = (P* o P(a), w) + (P o D*(a),w) = (P o P*(a) + " o P(a),w) = 0.

Dies zeigt
ac{veV|VweV:(®w),®(w))+ (P*(v),d*(w)) =0}.

(b) Es bezeichnet || - || die durch das Skalarprodukt induzierte Norm. Sei z € Kern(¥). Wihlt man v = w = z, so
erhilt man mit (a) gerade

12(@)|I* + |2 (@)[|* = (®(x), D(x)) + (2" (), 8" (x)) = 0.

Es folgt ®(x) = ®*(z) = 0 und daher = € Kern(®) N Kern(®*).

Sei nun z € Kern(®) N Kern(®*), d.h. &(z) = ®*(z) = 0. Hieraus folgt ® o ®*(z) = ®* o ®(x) = 0 und daher
U(zx) =0, d.h. x € Kern(7).

I1.4 (4 Punkte)

Im euklidischen Standardraum R? sei eine eigentliche Drehung ® : R? — R? gegeben mit

2 2 -3 -2
oo ph=1], o 6 Hh=[ 1
1 0 3 7

Bestimmen Sie Drehachse [v], Drehwinkel w und (euklidische) Normalform A von .

Lésung. Da @ eine eigentliche Drehung des R? ist, gilt ®(x) — x € [v]* =: U fiir alle z € R3. Man erhilt so

2 2 1 -2 -3
1 ]1=(1]-1(0] €U, -5]l=11]|—-16]|€eU
—1 0 1 4 7 3
Es folgt
0 1 0 1
U= [ 1 ) =5 ] = [ 1 ) 0 ]
-1 4 -1 -1

wahlen kann. Insbesondere gilt nun ®(v) = v. Mit Hilfe eines LGS leitet man leicht her, dass

1 2 -3 1
0 ]l=(-4[(0)+(-1)1 6 |+6]1
-1 1 3 1
gilt und daher
1 2 -3 1 2 -2 1 0
Ol 0 |)=—4D([0|)—=D(| 6 |)+62(|1|)=—4|1| -1 |+6(1])=]1
-1 1 3 1 0 7 1 -1
Fiir den Drehwinkel w erhalt man so
1 0
< O ’ 1 >
() -1 -1 1
cos(w) = =,
V2v2 2
also w = 60°. Nun folgt wegen sin(w) = /1 — ()2 = § fiir die Normalform A von A:
1 0 0
i=|0 3 %
V3 1
0 % 3



I1.5 (4 Punkte)

Seien (V, (-,-)) ein unitdrer Vektorraum mit Norm || - || und @ ein normaler Endomorphismus von V.
Zeigen Sie:

(a) Fiir z,y € V gilt:
1®(2) = ayl® + | @(y) +iz|® = |97 (x) — ayl* + 9" (y) + ix]|*.

(b) Fiir € V mit ®*(z) = z und y := —i®(z) gilt:

O*(z) =iy und D*(y) = —ix.

Losung. (a) Fiir den normalen Endomorphismus @ gilt (®(x), ®(y)) = (®*(z), ®*(y)) fiir alle z,y € V. Verwendet
man, dass (-, ) hermitesch ist sowie die definierende Gleichung einer adjungierten Abbildung und bezeichnet || - ||
die induzierte Norm, so erhélt man einerseits

[®(x) —iyl* + [ @(y) +iz]* = (D(x) — iy, P(x) —iy) + (P(y) + iz, ®(y) + ix)

= (P(z),2(@)) + «(®(x),y) — i(y, P(z)) — i - i{y,y)
+(2(y), 2(y)) + iz, ®(y)) — (P (y),z) —i-i(z,z)

= (®%(z), ®"(x)) +i(z, 2" (y)) — (" (y),z) + (y,y)
+ (2" (), 2" (y)) + (P (2), y) — iy, 2" (x)) + (z, x).

Andererseits gilt
19 (z) —iy[|* + |9 (y) +iz|> = (®"(x) — iy, ®*(x) — iy) + (®*(y) + iz, ®*(y) + ix)

= (®%(z), " (2)) + (@ (2), y) — iy, ®"(2)) —i-i(y,y)
+(2"(y), 2" (v)) + iz, @ (y)) — (" (y), ) — i - iz, x)

= (®"(x), 2" (2)) + (P (2), y) — i(y, " (x)) + (¥, )
+ (2 (y), ©*(y)) +i(z, 2" (y)) — (D" (y), z) + (z, x).

Die erhaltenen rechten Gleichungsseiten sind gleich, somit also auch die linken Gleichungsseiten, d.h. die Behaup-
tung.

(b) Sei z € V mit ®?(x) = x und y := —i®(z). Dann gilt zunichst ®(z) — iy = ®(z) — ®(z) = 0. Wegen
®(y) = —i®?(x) = —ix gilt ferner ®(y) + iz = 0. Jeder der beiden Summanden der linken Seite der Gleichung in
(a) ist also gleich 0, d.h. die linke Seite der Gleichung in (a) ist gleich 0. Somit ist die rechte Seite der Gleichung
in (a) gleich 0, d.h. aber, dass jeder der beiden nichtnegativen Summanden der rechten Seite der Gleichung in (a)
gleich 0 sein muss. Es folgt unmittelbar ®*(x) = iy und ®*(y) = —ix.

I1.6 (4 Punkte)
Fiir a € R3 sei die Affinitit ¢, : R® — R? gegeben durch

7 4 -8
Ya(z) = 4 3 4 |z+a
4 2 5

(a) Geben Sie alle a € R? an, so dass ¢, mindestens einen Fixpunkt hat. Zeigen Sie, dass in diesen Fillen die
Fixpunktmenge eine Ebene E, ist.

(b) Sei nun
2
a= (-1
-1

Zeigen Sie: Sind P,Q € R? keine Fixpunkte von ¢,, so ist die Gerade durch P und ¢,(P) parallel zu der
Geraden durch @ und ¢,(Q).



Lésung. (a) ¢, hat einen Fixpunkt genau dann, wenn es ein € R? gibt mit ¢, (z) = x, d.h.

-8 —4 -8 —2 2
4 2 4 |z+a=0<% (4o + 222 + 4x3) 1 |+a=0< (dx1 + 223 +423) | —1 | =a.
4 2 4 1 -1
2 2
Also hat ¢; einen Fixpunkt genau dann, wenna € [| —1 |].Ista=7| —1 |, 7 € R, so ist die Fixpunktmenge
-1 -1

gegeben durch
E,={z € R3:4x) 4 2x5 + 4x3 = 7}.

Dies ist eine Ebene im R3.

P
(b) Sei P = | p2 | ein Nichtfixpunkt. Die Gerade durch P und ¢,(P) hat die Richtung
b3
-2 2 —2
Pa(P) — P = (4p1 + 2p2 + 4ps3) L)+ -1 | =p1+2p2+4ps— 1) L,
1 -1 1
—2
wobei 4p; + 2ps + 4p3 — 1 # 0 da P kein Fixpunkt ist. Jede solche Gerade ist somit parallel zum Vektor 1
1

Die behauptete Aussage folgt nun, da P ein beliebiger Nichtfixpunkt war.



